DIFFERENCIALGEOMETRIA

fogalomtar és képletgyiijtemény

1. Gorbeelmélet

1.1. Legyen I C R egy intervallum. Egy
c= (") T =Rt ct) = (c(t),2(t),3(t)
sima leképezést parametrizdlt gorbének mondunk. Ennek sebességvektormezdje
¢ = () () ()t e T () = () (1), () (1), (°)' (1)) € R
gyorsuldsvektormezdje
"= ()" ()", ()): te T (1) = (()"(1), ()" (1), ()" (1)) € R®.

A
vi=|dll: TR, tew(t):=|d|E) =)

fiiggvény ¢ pdlyasebesség-fiigguénye vagy pdlyasebessége. Ha v = 1 (azaz v(t) = ||¢'(¢)]| = 1 minden
t € I-re), akkor ¢ egységpdlyasebességi. ¢ fvhossza [a,b] C I folott

b
L@ = [ 11

A ¢: I — R3 parametrizalt gérbe
reguldris, ha Vt € I: ¢ (t) # 0;
bireguldris, ha Vt € I: ¢/(t) és ¢’ (t) linedrisan fliggetlen (& ¢'(t) x ¢’ (t) # 0).
1.2. Tegyiik fel, hogy c: I — R? reguldris gorbe.

T:= ‘cl,Hc’ = %c’ — ¢ érintd-eqységquektormezdje,

K= Hcl’H |7 = %HT'H — ¢ gorbiletfigguénye.

1.3. Tegyiik fel, hogy c: I — R? bireguldris gorbe.

o g p L
F = HT,”T’ = ET/ — ¢ fénormadlis vektormezdje,
B:=T x F - c binormadlis vektormezdje,
(T,F,B) - c Frenet-féle haromélmezdje,
T:i=—L(BF) - c torzidfigguénye.

FRENET-FORMULAK

dltaldnos esetben eqységpdlyasebesség esetén
T = viF T = kF
F'= —vkT +vrB F'= —kT+71B
B = —vTF B = —7F
KI1SZAMITAST FORMULAK
dltaldnos esetben egqységpadlyasebesség esetén
c xc”’ ¢ xc”’ TN/
| HC’IPH — 1 X Il k="l
clxc//’c/// o <CI><CI,,CI,/> . <C/><C//7C//,>
T = <||C/><C//H2> T = T2 = 2
— 1 / /" _ 1 / /1 /
B = oo x s F = mosansa (d x ) xc¢

A gyorsuldsvektormezd felbontdsa:

’
= V'T + V2 kF
~~ S—~—
palyamenti centripetdlis  gyorsulas



2. Feliiletelmélet

2.1. Legyen U C R? nyilt halmaz. Egy

fl
f=1 7 |:u-r°
f3
sima leképezést (R3-beli) parametrizdlt feliletnek mondunk. f reguldris, ha
D1 f'(q) D3 f(q)
VgeU: Dif(q)=| Dif*(q) & Daof(q)=| D2f*(q)
D1 f3(q) D f3(q)

linedrisan fiiggetlen, azaz a Jy(q) Jacobi-matrix 2-rangt. Ekvivalens médon: az f'(¢): R? — R?
derivalt minden ¢ € U esetén injektiv linearis leképezés.

2.2. Ha f: U — R3 reguldris parametrizalt feliilet, akkor

1
N :

= DifxDof: U — S?CR?
N

(ahol S? := {p € R3 | ||p|| = 1} az R3-beli egységszféra) az f-hez tartozéd Gauss-leképezés, a
(D1 f, Dof, N) harmas f Gauss-féle hdaromélmezdje.
2.3. Legyen U C R? nyilt halmaz, h € C°(U). Az

frU =R (s,t) = f(s,t) := (s,t,h(s,1))

leképezés regularis parametrizalt feliilet, s6t bedgyazds: f injektiv és az f~1: f(U) C R® — U C R?
inverz folytonos. Azt mondjuk ekkor, hogy f Monge-bedgyazds, Im(f) = graf(h) pedig Monge-
feliilet (vagy Euler—Monge-feliilet) R3-ban.

2.4. Tegyiik fel, hogy V C R3 nyilt halmaz és F: V — R sima fiiggvény. Ha A\ € Im(F) reguldris
értéke F-nek, azaz

Vpe F~'(\): grad F(p) = (D1F(p), D2F(p), DsF(p)) # 0,

akkor M := F~1()\) (A-magassagi) szintfeliilet vagy F(x,y,2) = \ egyenletii, implicit megaddsi
feliilet.

2.5. Legyen f: U — R3 parametrizalt feliilet, v = (v, ~42): I — U(C R?) parametrizalt gorbe.
Ekkor c:= fo~v: I —U — R3 feliileti gérbe, melynek egy t € I-beli érintévektora a

2

()= (7" (O DLf (v() + (V) () D2 f (v(1)) = Y _(3") (1) Daf ((1))

i=1

alakban allithato el6. Ha f reguldris parametrizalt feliilet, akkor ennek g € U-beli érintdsikja a
T,f := f(q) +span(D: f(q), D2f(q)) C R?

kétdimenzids linedris sokasag.

2.6. Egy M = F~1()\) szintfeliilet p € M pontbeli érintésikja a p-re illeszkedd, grad F(p) normal-
vektora sik.

2.7. Jelolések
L?(R?) := {B: R? x R? — R | B biline4ris},
2 2y ._ 2(R2 : e 2. —
L3 (R?) := {B € L*(R?) | B szimmetrikus: Vu,v € R® : B(u,v) = B(v,u)},



Euc(R?) := {B € L2, (R?) | B pozitiv definit: B(v,v) > 0, ha v # 0}.

sym

2.8. Legyen f: U — R? reguldris parametrizalt feliilet. Ha tetszéleges a € U; v, w € R? esetén

ga(v,w) := (f'(a)(v), f'(a)(w)),

akkor g, € Euc(R?); a
g: U — Buc(R?), a+ g,

leképezés f metrikus tenzora vagy 1. alapforméja. f 1. alapmennyiségei a
gij: U =R, arr gij(a) = ga(ei, e5) = (f'(a)(e:), f'(a)(e;)) = (Dif, D;f)(a)

(sima) fuggvények (i,j € {1,2}).

Vel delgy@) = | 210 920 | 1Dy t0) x Dasta)l

2.9. f:U C R? — R3 reguldris parametrizalt feliilet.

(a) Hac= foy= fo(y',7?): [, B] — U — R3 feliileti gorbe, akkor {vhossza az 1. alapmennyiségek
segitségével az

2

ﬂ . .
() = / S (955 01 (1) (1)

ij=1
alakban fejezhet6 ki.
(b) Ha V C U Jordan-mérheté, akkor f V folotti felszine

A() = /V Jdet(giy) = /v IDuf x Daf].

2.10. Legyen f: U — R3 regularis parametrizalt feliilet, N: U — S? Gauss-leképezéssel. Ha tet-
széleges ¢ € U; v, w € R? esetén

bg(v,w) == —(N"(q)(v), f'(q)(w)),
akkor b, € LZ  (R?); a

sym

b: U — L2

sym

(R?), g by
leképezés f 2. alapformaja. f 2. alapmennyiségei a
bij: U =R, q bij(q) :=bg(ei,e;) = =(DiN,D; f)(q)
tuggvények (4,7 € {1,2}). Kiszdmitasi formula: b;; = (D;D; f, N).
2.11. Legyen f: U — R3 regularis parametrizalt feliilet,

g: U — Buc(R?), ill. b:U — L% (R?)

sym

1.,ill. 2. alapformaval. Tetsz6leges q € U esetén létezik egy és csak egy olyan W : R? — R? linearis
transzformécio, hogy
Vo,w € R? g, (W,(v),w) = by(v, w).

A W, lineéris transzformacié f g-beli Weingarten operdtora vagy formaoperdtora; a
W:U — End(R?) := L(R*,R?), ¢+ W,
leképezés f Weingarten tenzora vagy formatenzora. Explicite:

Wy =—(f"(a))"" o N'(q),



felhasznalva, hogy érvényes a kovetkezé kulcslemma:
YgeU: Im(N'(q)) C Im(f'(q)).

A W, linedris transzformécié dnadjungdlt a g, € Euc(R?) pozitiv definit skaldris szorzatra
nézve:

Yo, w e R?: 9q(Wy(v),w) = gq(v, Wy(w));

a métrixa az R? valés vektortér (e, e2) kanonikus bazisra vonatkozéan a

<291k )bi;j(q >€M2( )

mitrix (6t (97(0)) = (9 (0) ™).
K (g) = det(W,) = det(ti(q)) = Slisla)

———=  — f g-beli Gauss-gorbiilete;
detlas ()

1 1
H(q) := 5 tr(W,) =3 <Z bi(q > — f q-beli Minkowski-gorbiilete.

AK:U—-R, ¢g— K(g),ill. a H:U — R, ¢ — H(q) figgvény f Gauss-, ill. Minkowski-
gorbiilete.
[ g-beli féirdnyai W, sajétvektorai; ki(q) < ko(q) g-beli fégorbiletei a megfeleld sajatértékek,
ki:U =R, q ki(q); i€{1,2}
a fégorbiilet-fiigguények. A Gauss-gorbiilet megkaphaté a f6gorbiiletek szorzataként, a Minkowski-
gorbiilet pedig a szamtani kézepeként:

1
K =kiky, H= (ki + k).

A Gauss- és a Minkowski-gorbiilet ismeretében a fégorbiilet-fiiggvények a

kh=H—-+vVH?>?-K, illa kh=H++VH?>-K
formula alapjan nyerhetok.

2.12. Feltessziik, hogy f: U — R3 tovabbra is regularis parametrizalt feliilet, és alkalmazzuk a
bevezetett jeloléseket. Rogzitve egy ¢ € U pontot, a
b W,
ki B2\ {0} 5 R, 0 dig(v) 1= (%) _ 9a(Wa(v),v)
gCI(v7v) gq(v,v)
fiiggvény f q-beli normdlgorbiilet-fiigguénye. Egy ¢ := fo~y: I — U — R3 regularis feliileti gérbe
normalgorbilet-fligguénye a

Kt I =R, e kp(t) = ky (' (1))
fiiggvény.

Tények. (1) Ha ¢ = f o~ bireguldris feliileti gorbe, akkor ¢ normélgorbiilet-fiiggvénye és gorbii-
letfliggvénye kozott a
fn(t) = K(E)(F (), N(v(1), tel
kapesolat 41l fenn (Meusnier tétele).
(2) TetszOleges ¢ € U esetén a ki(q) < kao(q) f6gorbiiletek léteznek és a k, normélgorbiilet-
fliggvény szélséértékei, a széls6értékhelyek g-beli féiranyok.
(3) Ha (v1,vs) g-beli f8irdnyok 4ltal alkotott g,-ortonormélt bazisa R%-nek és

v = (cos a)vy + (sin a)vg,

akkor
kq(v) = k1(q) cos® a + ka(q) sin® a

(a normdlgorbiiletre vonatkozd Euler-formula).



2.13. Egy parametrizalt feliilet belsd geometriai adatai azok a geometriai (tehat paramétertransz-
forméciéval szemben invaridans) adatok, amelyeket teljesen meghatdroz a metrikus tenzor, vagyis
amelyek kifejezheték az 1. alapmennyiségek és azok parcidlis derivaltjai segitségével.

2.14. Legyen f: U — R3 regularis parametrizalt feliilet. Tetszéleges i,j € {1,2} indexekre
2
DiD;f =Y TEDyf +bi;N,
k=1
ahol a b;; fliggvények f 2. alapmennyiségei és

2
1
Iy = 3 E " (Digsi + Djgii — Digij), k€ {1,2}.
=1

A Ffj fliggvényeket nevezzilkk f Christoffel-szimbolumainak. Ezek bels6 geometriai adatok. Legyen

2

m . y.Tm o _ T™m myr  _ pmyr

ik = Dl Djrik+§ (L% = T ),
r=1

2
Rijk:l = Z R:’;’kgmlv i)jakal € {152}

m=1
Ekkor
Rijr = bjrbi — bixbji,
specialisan

Ri221 = —Ri212 = Ro112 = —Ro121 = det(by;)

gy f Gauss-gorbiilete megadhaté a
Ry991

~ det(gs)
formulaval, kévetkezésképpen bels6 geometriai adat. Ez a Gauss-féle theorema egregium
(kiemelkedd tétel).

2.15. Egy regularis parametrizalt feliilet geodetikusan olyan regularis feliileti gorbét értiink,
amelynek tetsz6leges pontbeli gyorsulasvektora meréleges a feliilet illeté pontbeli érintdsikjara.

Ha f: U — R3 reguldris parametrizalt feliilet és ¢ = foy = fo (y!,92): I — U — R3 regularis
feliilleti gérbéje f-nek, akkor a kovetkezé allitasok ekvivalensek:

(1) ¢ geodetikusa f-nek;
(2) " — ("N o~vy)N o~y =0;
2 . .
(3) ()" + Y (THon() () =0, ke{1,2}.
ij=1

Az (1) & (3) ekvivalencia alapjan az a tulajdonsdg, hogy egy reguldris feliileti gorbe geodetikus,
bels6 geometriai tulajdonsag.

2.16. Legyen f: U — R? reguldris parametrizalt feliilet, ¢ :== f oy: I = U — R? pedig egységpa-
lyasebességii, biregularis geodetikusa f-nek. Ekkor

VieT:  f(y(t) o WY (1) = £(xT - rB)(1).



