DIFFERENCIALGEOMETRIA

ellen6rzo kérdések és feladatok
2013-14. 6szi félév

Figyelmeztetés Az alabbiak csupan mintaul szolgdlnak a vizsgan varhato fonto-
sabb kérdésekre és tipusfeladatokra. A tényleges vizsgakérdések ezektdl megfogalmazasuk-
ban értelemszertien kiilonbozhetnek, és nem kizardlag a leirtak koziil keriilnek kivalasz-
tasra. Fokozottan vonatkozik ez a feladatokra, amelyek meritési kore lényegesen b&vebb
lesz — ezzel kapcsolatban a gyakorlatok anyaga az irdnyadd. A jobb jegy (jo - jeles) eléré-
séhez elvaras, hogy a sablontdl kicsit kiilonbozé kérdéseket és feladatokat is tudjak kezelni.

1. Definidlja az R™ valés vektortéren a kanonikus skaldris szorzatot és sorolja fel ennek
alapvetd tulajdonsagait! Vezesse be az ebbdl szarmazd euklideszi normat és tavolsagot;
definialja két vektor szogét. Mi biztositja, hogy az utébbi definicidé értelmes?

2. Mit értiink R3-beli parametrizalt gérbén? Definidlja egy parametrizalt gérbe sebes-
ségvektormezdjét, palyasebességét, regularitdsat, biregularitasat, ivhosszat, ivhosszfiigg-

vényét! Indokolja: minden biregularis parametrizalt goérbe reguldris.

3. Bizonyitsa be: minden regularis parametrizalt gérbe atparaméterezhetd egységpalyase-
bességlivé iranyitastarté paramétertranszformaciéval.

4. Definidlja egy regularis parametrizalt gérbe gorbiiletfiiggvényét és vezessen le ra kisza-
mitasi formulat!

5. Fogalmazzon meg és igazoljon egy parametrizalt gorbe biregularitasaval ekvivalens fel-
tételt!

6. Szamitsa ki a c: [0,2] — R2, ¢t~ c(t) := (t2,¢3) gorbe {vhosszat!

7. Adja meg a c: R — R3, ¢ > c(t) := el(sint,cost, 1) parametrizalt gérbe egységpalya-
sebességii atparaméterezését!

8. Szédmitsa ki a ¢(t) := (C082 t, % sin 2t, cos t) (t € R) képlettel megadott gorbe 0 para-

méterti pontjahoz tartozé simulésik tavolsagat a 0 € R3 origbtdl.

9. Legyen I C R nyilt intervallum, f: I — R differencialhato leképezés (n > 2). Igazolja,
hogy ha f normafiiggvénye konstans, akkor f’(t) minden ¢ € I esetén ortogondlis f(¢)-re.

10. Szamitsa ki az y? = 2px, z = 0 egyenletekkel adott parabola gorbiiletét a csticspont-
jaban!

11. Jellemezze a zérus gorbiiletfiiggvényti parametrizalt gorbéket!
12. Fogalmazza meg a korvonalak differencidlgeometriai jellemzését!

13. Legyen c: I — R3 biregularis parametrizalt gorbe!

1. Definialja ¢ Frenet-féle haromélmezdjének tagjait!



2. Ertelmezze ¢ torziéfiiggvényét!
3. Vezesse le a Frenet-formulakat!
14. Bizonyitsa be, hogy a sikgoérbék torziofiiggvénye eltiinik. Igaz-e a megforditas?

15. Vezesse le egy biregularis parametrizalt gorbe gyorsulasvektormezéjének palyamenti
és centripetélis gyorsuldsra valé felbontasét!

16.

1. Mit értiink az R3 valés vektortér egy affin transzforméciéjan? Mikor mondunk egy
affin transzformdciot irdnyitastarténak, ill. irdnyitasvaltonak?

2. Mit értiink R3 izometridin?
3. Hogyan jellemezhetSk R? izometridi?
4. Mikor mondunk két R3-beli parametrizalt gorbét kongruensnek?
17. Fogalmazza meg a gorbeelmélet unicitds-tételét és egzisztencia-tételét!

18. Legyen U C R™ nyilt halmaz, p egy pontja U-nak, és legyen adva egy f: U — R™
leképezés.

1. Mit értiink f p-beli, v € R™ szerinti iranymenti derivaltjan, ill. f p-beli parcialis
derivaltjain?

2. Mikor mondjuk, hogy f differencidlhaté a p pontban? Mit mondhatunk ekkor f
p-beli irdnymenti derivaltjairdl?

19. Mit értiink parametrizalt feliileten?

20. Mikor mondjuk, hogy egy parametrizalt feliilet regularis egy ¢ pontban? Fogalmazzon
meg a g-beli regularitdssal ekvivalens feltételeket! Regularits esetén mivel egyenld az f’(q)
derivalt nullterének dimenzidja?

21. Mit értiink két parametrizéalt felillet kozotti (megengedett) paramétertranszforma-
cién?

22. Mikor neveziink egy parametrizalt felilletet bedgyazasnak? Definilja az R3-beli feliilet
fogalmat!

23. Adjon meg egy Monge-beagyazast! Igazolja, hogy egy Monge-bedgyazds képhalmaza
feliilet!

24. Legyen V C R" (nemiires) nyilt halmaz, F': V — R differencidlhaté figgvény. Defini-
alja F' gradiensét és fejezze ezt ki a parcidlis derivaltak segitségével! Mit értiink F' reguléris
értékén?

25. Vezesse be az implicit megadasu feliilet fogalméat!
26. Feliilet-e R3-ban az
M = {(s,t,u) € R® | st> + u® — 12 = 0}

ponthalmaz?



27. Legyen f: U — R3 reguléris parametrizélt feliilet (4 C R? nemiires nyilt halmaz).
1. Mit jelent a regularitds feltétele?
2. Definidlja f egy ¢ € U ponthoz tartozé érintdsikjat!
3. Definidlja f Gauss-féle haromélmez&jét!

28. Mit értiink egy M C R? feliilet egy p € M pontbeli érintévektoran?

29. Legyen f: U — R3? reguléris parametrizalt feliilet.
1. Definidlja f metrikus tenzorat és 1. alapmennyiségeit!
2. Sorolja fel a metrikus tenzor alapvet6 tulajdonsagait!
3. Fejezze ki a metrikus tenzor segitségével f egy feliileti gérbéjének ivhosszat!
4. Definidlja f felszinét!
30. Szamitsa ki az

coss —tsins
f:]0,27] x [0,1] = R3, (s,t) — f(s,t) := | sins+tcoss
s+t

parametrizalt feliilet felszinét!

31. Egy henger vezérvonaldnak egyenletrendszere 22 — y? = 1, z = 0; alkotéinak kozods
irdnyvektora v = (0,0, 1). Hatdrozza meg a henger egy paraméteres el6allitdsat és az
implicit egyenletét!

32. Irja fel az
f:R? 5 R3, (s,t) — f(s,t) := (scost, ssint, 2t)

parametrizalt feliilet ¢ = (1, §)-beli érint6sikjanak egyenletét! Hatarozza meg f elsd alap-
mennyiségeit ebben a pontban!

33. Definidlja egy regularis parametrizalt feliilet 2. alapforméjat és 2. alapmennyiségeit!
Igazolja, hogy a 2. alapmennyiségek kiszamithatok a

bij = (DiD;f,N); i,j € {1,2}
formula alapjan!

34. Legyen f: U — R3 reguldris parametrizalt feliilet, N: U — S? a hozz4 tartozé Gauss-
leképezés. (Mit jeldl itt S2?) Bizonyitsa be, hogy tetszéleges q € U esetén

Im(N'(q)) € Im(f'(q))-

35. Legyen f: U — R3 regularis parametrizalt feliilet, ¢ € Y. Definidlja f ¢-beli Wein-
garten-operatorat és igazolja a létezését! Sorolja fel a ¢g-beli Weingarten-operator alapvetd
tulajdonsagait!

36. f: U — R3 reguléris parametrizalt feliilet. Vezesse le egy q € U pontbeli Weingarten
operatornak az R? tér (e1, e2) kanonikus bazisara vonatkozé matrixat!



37. Irja le a formatenzor hatésit (parametrizalt) sikfeliilet, gombfeliilet és egyenes kor-
henger esetén!

38. Hatarozza meg a Weingarten-operator egy méatrixreprezentansat az
2?2 — 4y —82=0
egyenletti feliilet (4,2,0) pontjaban!
39. «, [ rogzitett pozitiv valés szamok.
1. Igazolja, hogy % + % = 2z egyenlettel megadott R3-beli ponthalmaz feliilet!
2. Hatarozza meg a feliilet P = (0,0, 0) pontbeli érintdsikjanak egyenletét!

3. Hatarozza meg a P = (0,0,0) ponthoz tartozé Weingarten-operator egy méatrixrep-
rezentansat, valamint az itteni f6gorbiileteket és féiranyokat!

40. Hatérozza meg az
f:R2\{(0,0)} = R3, (s,t) — f(s,t) := (t3,5%, 5 + 1)
parametrizalt feliilet parabolikus pontjait!
41. Adott az f: (s,t) € R?2 — f(s,t) := (s,t, 5% + t?) € R? parametrizalt feliileten a
ci=foy:R—=R3 4(t):= (t,1°)
feliileti gorbe. Szamitsa ki ¢ normalgorbiiletét a ¢ := 1 paraméteri pontjaban!
42. Adott az f: (s,t) € R? — f(s,t) := (scost, ssint,3t) € R3 parametrizalt feliilet.
1. Dontse el, hogy vannak-e f-nek szinguldris pontjai.

2. Ellenérizze, hogy a P = (0, 2, 37”) pont rajta van a feliileten, és hatdrozza meg ebben
a pontban az érintésik egyenletét!

3. Szamitsa ki f ¢ = (1,1)-beli, v = (2,1) irdnyd normalgorbiiletét!
43. Legyen f: U — R3 regularis parametrizalt feliilet. Mutassa meg, hogy a D;D;f ma-
sodik parcidlis derivaltak (i,j € {1,2}) egyértelmtien el6allithaték a
2
DiD;f =Y THDyf + b N
k=1
alakban, ahol a I’fj fuggvények kifejezheték az 1. alapmennyiségek és parcialis derivaltjaik
segitségével. Alkalmazva a Christoffel-eljarast, vezesse le ezt a kifejezést!
44. Fogalmazza meg a theorema egregiumot!

45. Definidlja egy regularis parametrizalt feliillet geodetikusait, és igazolja, hogy a geo-
detikusok palyasebessége konstans! Irja fel a geodetikusok egy olyan egyenletét, amelybél
kideriil, hogy a geodetikusok a parametrizalt feliiletek bels§ geometridjahoz tartoznak!

46. Hatéarozza meg a regularis paraméterezési sikfeliiletek, gombfeliiletek és egyenes kor-
hengerek geodetikusait!



