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1. A hiperbolikus sik

1. Definicio. A P és L nem ires halmazokbdl alkotott (P, L) pdrt illeszke-
dési strukturanak nevezzik, ha L a P részhalmazaibdl dll.

P elemeit pontoknak, L elemeit egyeneseknek hivjuk. Egy P € P pont illesz-
kedik az | € L egyenesre, ha P € [l. Pontok egy halmazat kollinedrisnak
mondjuk, ha létezik olyan egyenes, amelyre a pontok mindegyike illeszkedik.

2. Definicio. Egy illeszkedési struktira Hilbert-féle, ha eleget tesz a kovet-
kezd axiomdknak:

(I1) Bdrmely két pontra illeszkedik egyetlenegy egyenes.
(12) Minden egyenesre illeszkedik legaldbb két pont.

(18) Létezik legaldbb hdarom nem kollinedris pont.

3. Definici6é. Egy (P,L,R) hdrmas rendezett illeszkedési sik, ha (P, L)
Hilbert-féle illeszkedési struktira, R C P x P X P pedig egy geometriai rende-
zésnek nevezett ternér reldcid, amely az (A, B,C) € R < A—B—C jeliléssel
eleget tesz az aldbbi axiomdknak:

(R1) Hao A— B — C, akkor A, B és C kilonbozd kollinedris pontok, és
C — B — A is fenndll.

(R2) Hdrom kollinedris pont kozil legfeljebb egy van a mdsik kettd kozott.

(R3) Ha A és B kiilonbozé pontok, akkor van olyan C pont, amelyre A-B-C
teljesiil.

(R4) Ha A, B,C nem kollinedris pontok, | pedig olyan egyenes, amely nem
megy dat e pontok egyikén sem, de illeszkedik egy olyan pontra, amely
A és B kézott van, akkor I dtmegy egqy olyan ponton is, amely B és C
vagy C és A kézdtt van.

Rendezett illeszkedési sikban bevezethetGek az alabbi fogalmak:



(1) Ha A és B kiilonboz8 pontok, az
AB:={PcP|A—-P—-B}U{A, B}
halmaz A és B végpontu szakasz. Az
— __
AB:=ABU{P e P|A-B—- P}
halmaz A kezd6pontu, B-t tartalmazoé félegyenes.

(2) P egy részhalmaza konvez, ha barmely két A, B pontjaval egyiitt az AB
szakaszt is tartalmazza.

(3) Ha A, B, C nem kollinearis pontok, akkor
—_— =
ABC<«:= BAUBC

B cstcsu, ﬂ, B_C: szarakkal rendelkezd szdg. Egy CBD< ennek mel-
lékszége, ha A— B — D.

(4) Az ABCA := (A, B,C) rendezett pontharmas hdromszdg, amelynek ol-
dalai az AB, BC, C A szakaszok, ezekkel szemkozti szdgei pedig rendre

C«:= BCA«, A<:=CAB<«, B<«:=ABC«.

(5) Legyen [ egyenes. Megmutathato, hogy léteznek H; és Ha diszjunkt,
konvex halmazok, melyekre P\l = H; U Ho, és A € H;, B € Hy ese-
tén AB N1 # (). Ezeket a Hy, Hy halmazokat az | hataregyenest nydlt
félsikoknak nevezziik.

(6) Egy ABC< belseje az AB hatéregyenesti, C-t tartalmazo nyilt félsik és
<~
a BC' hataregyenesii, A-t tartalmazé nyilt félsik metszete.

4. Definicié. Egy (P, L,R,2) négyes Hilbert-sik, ha (P, L,R) rendezett il-
leszkedést sik, = eqy reldcid a szakaszok halmazdban és a szégek halmazdban,
amelyet egybevigésignak vagy kongruencianak neveziink, és teljesiilnek a
kévetkezd axiomdk:

(C1) Megadva eqy AB szakaszt és eqgy OQ) félegyenest, létezik egy és csak egy
olyan P € OQ) pont, hogy AB = OP.

(C2) Minden szakasz egybevigé énmagdval. Ha AB = CD és AB = EF),
akkor CD = EF.

(C3) Ha az A,B,C és az A, B',C" pontokra teljesiil, hogy
A-B-C, A-B -C', AB=AB, BC==BC(C,
akkor AC =2 A'C".



(C4) Megadva egy ABC<t-et, kijelolve egy félsikot és a félsik hatdregyenesén
—_—
eqy B'A’ félegyenest, a kijelolt félsikban létezik eqy és csak egy olyan
B'C’ félegyenes, hogy ABC< = A'B'C'<«.

(C5) Minden szog egqybevdgd oénmagdval. Ha az o, 3,7 szogekre o = [ és
a =y teljesiil, akkor 0 =2 ~.

(C6) Ha eqy ABCA-re és eqy DEFA-re
CA~FD, CAB<«=~FDE<«, AB=DE

teljesiil, akkor ABC< = DEF<.

Egy szoget derékszognek neveziink, ha egybevagéd valamelyik mellékszog-
ével. Ekkor a szbg szérait egyméasra merdlegeseknek mondjuk. Egy egyenest
akkor neveziink egy masik egyenesre merélegesnek, ha az uni6juk tartalmaz
derékszoget. Megmutathato, hogy megadva egy P pontot és egy I egyenest,
létezik egy és csak egy olyan egyenes, amely illeszkedik P-re, és merdleges
l-re. (A merdleges egyenes tétele)

5. Definicio. Egy Hilbert-sik két nem metszd egyenesét parhuzamosnak ne-
vezziik. Megdllapodunk abban, hogy minden egyenes pdrhuzamos énmagdval.

1. Tétel. Megadva Hilbert-sikban eqy egyenest és egy rd nem illeszkedd pon-
tot, létezik olyan egyenes, amely ditmegy a ponton és pdrhuzamos az adott
egyenessel.

Egy Hilbert sikot nemeuklideszi siknak mondunk, ha eleget tesz az
alabbi axiémanak:

—(EP) Létezik olyan egyenes és olyan, az egyenesre nem illeszkeds pont, hogy
a pontra legalabb két, az egyenessel parhuzamos egyenes illeszkedik.

Ez az axidma az elemi geometriaboél ismert euklideszi parhuzamossagi axiéma
tagadasa — innen a kod.

2. Tétel (—(EP) univerzalitasa). Ha egy Hilbert-sikban nem létezik tég-
lalap, akkor bdarmely egyenesre és bdrmely, az egyenesre nem illeszkedd
pontra teljesil a —~(EP) tulajdonsdyg.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a (P, £, R, =) Hilbert-sikban nem létezik tégla-
lap. Tekintsiik a sik egy tetszdleges [ egyenesét és P ¢ [ pontjat. A merdleges
egyenes tétele miatt egyértelmiien létezik olyan @ € [ <go)nt, hogy JB—)QJ_Z.
Ugyanilyen okbol, 1étezik egy és csak egy P-n atmend, PQ-ra merGleges m
egyenes. Jeloljiink ki tetszGlegesen egy R € [\ {Q} pontot, és legyen n az
R-re illeszkedd, I-re merdleges egyenes. Tekintsiik végiil azt az egyetlen, P-n
atmend t egyenest, amely mer6Sleges n-re. Ekkor



— m||{ (mert ]<3—>Q koéz6s merdlegesiik) és P € m;
~ t||1 (mert n kozos merdlegesiik) és P € t;

m # t ellenkez$ esetben ugyanis létezne téglalap.
Belattuk igy, hogy a P pontra legalabb két [-el parhuzamos egyenes illesz-
kedik. O

6. Definicio. Legyen adva Hilbert-sikban eqy | egyenes és egy rd nem illesz-
kedd P pont. A P-re illeszkedé’l—reﬂe)ro”leges egyenes l-el vald metszéspontjdt
jeldlje Q. Azt mondjuk, hogy eqy PX félegyenes a P-bél induld, -el hatar-
parhuzamos félegyenes, ha nem metszi l-et, de minden olyan PY félegyenes
metszi l-et, ahol Y az X PQ< belsejében van.

7. Definicié. FEgy Hilbert-sikot hiperbolikus stknak neveziink, ha eleget tesz
a kévetkezd, Hilbert-féle hiperbolikus parhuzamossagi axiémanak:

Bﬂnely l egyeneshez és P ¢ 1 ponthoz létezik olyan l-el hatdrpdrhuza-
mos PX félegyenes, amely nem merdleges a P-re illeszkedd, l-re merdleges
egyenesre.

8. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy hiperbolikus sik két eqyenese

(1) hatdrpdarhuzamos, ha egyikik tartalmaz olyan félegyenest, amely hatdr-
pdrhuzamos a mdsikkal.

(2) széttartoan pdrhuzamos, ha van kizés merdlegesiik.

Megjegyzés. Vildgos, hogy mind a hatarparhuzamos, mind a széttartéan
parhuzamos egyenesek parhuzamosak.



3. Tétel. Ha egy hiperbolikus sik két egyenese pdrhuzamos, de nem hatdr-
parhuzamos, akkor széttartéan pdrhuzamos, és egyetlen kézds merdlegesiik
van.

Kovetkezmény (a parhuzamosok osztélyozéasa hiperbolikus sikon). Egy hi-
perbolikus sik két egyenesére a kovetkezd hdrom lehetdség kézil eqy és csak
eqy teljestil:

(1) az egyenesek metszok;
(2) az egyenesek hatarparhuzamosak;

(3) az egyenesek széttartoan parhuzamosak.

AN

9}

1. abra. Az [ egyenessel hatarparhuzamos, és széttartéan parhuzamos egye-
nesek szemléltetése

2. A Riemann-gomb. Mobius-transzformacidok

Legyen C := C U {oo}, ahol co ¢ C egy szimbdlum. Az utébbival val6
szdmolast illetGen allapodjunk meg a kévetkezékben:

(i) tetszéleges z € C estén z + 00 =z — 00 =00, = :=0;

= 00;

(ii) ha z € C*, akkor z - 0o = o0,

olw

(iii) 0o+ 00 =00 00 := 00.
9. Definicid. Legyen a € C, és legyen r pozitiv valds szdm. A
D(a,r) :={z € C|[z —a| < 1},

iletve
D(oc0,r) :={z € C||z| > r} U {oc}.

jelolésekkel eqy U C C halmazt nyiltnak mondunk, ha minden a € U esetén
létezik r € R, oly mddon, hogy D(a,r) C U.



Belathato, hogy az igy definidlt nyilt halmazok topologiat alkotnak C-ban.
Az ezen topologiaval ellatott C halmazt Riemann-gémbnek nevezziik.

Megjegyzés. C homeomorf az R3 euklideszi vektortér
5% = {p e R?||lp| = 1}

egységgdmbjével, homeomorfizmust ad kozottiik az a ¢ : C — C leképezés,
amelynél

() 2re(z) 2im(z) |z|2—1
Z) =
7 L4227 14 22" 14+ |22 )

p(o0) = (0,0,1).
© inverzét sztereografikus projekciéonak nevezziik.
10. Definicié. Legyenek a,b, c,d komplex szdmok, melyekre ad —bc # 0. Az

az+b

f:C—C, z+— f(2):= 1 d

transzformdciot Mobius-transzformacionaek nevezzik, megdllapodva abban,

hogy f(oc) = ¢.

1. Lemma. A Mdébius-transzformdcidk csoportot alkotnak a kompozicid mi-
veletére nézve. Ha a,b,c,d € C, ad — bec # 0, akkor az

f(z) = et d f(o0) :=

az+b a
C?

képlettel adott f Mobius-transzformdcid inverze az

e A e

—cz+a’

formuldval adhaté meg.

Megjegyzés. Alkalmazni fogjuk a kovetkezs jeldléseket:

1. M,(C) az n x n-es komplex elemt matrixok gytrtje; I, € M, (C) az
egységmatrix;

2. GL,(C) := {A € M,(C)|det A # 0} a komplex &ltalanos linearis
csoport;

3. SL,(C):={A € Mn((C)| det A = 1} a komplex specialis linearis cso-
port;



4. PGLy(C) := GLy(C)/{al, € GLy(C)|ow € C*} az altalanos komplex
projektiv linearis csoport;

5. PSL,(C) := SL,(C)/{£1,} a specialis komplex projektiv linearis cso-
port;

6. Mob™ (C) a Mdbius-transzformaciok csoportja.
4. Tétel. A
®: GLy(C) — Méb™(C), Awr— ®(A) := fa,

fa(z) = B0 Az (ZZ)

cz+d’

leképezés sziirjektiv csoporthomomorfizmus, melynek magjo
K :=Ker(®) = {al, € GLy(C)|a € C*},

tehdt
Mob™ (C) =2 GLy(C)/K = PGLy(C).

. P - P az+b 1e PP .
Megjegyzés. Mivel tetszbleges z — =7 Mobius-transzformacio esetén al-

kalmas skalarszorzéval elérhets, hogy ad — bc = 1 legyen, a & leképezés
SLy(C)-re val6 megszoritasa szintén csoporthomomorfizmus Méb™ (C)-ra,
melynek magja

Ko :=KNSLy(C) = {—1I, I},

kovetkezésképpen
Mob™(C) 22 SLy(C)/{+ L} = PSLy(C).

5. Tétel (A Mobius-transzformaciok alaptétele). A Riemann-gomb

barmely két, nem feltétlendl kiilonbozd, de kiillonbozd pontok alkotta rendezett
ponthdrmasdhoz létezik eqy és csak eqy olyan Mobius-transzformdcid, amely
az elsd ponthdrmas tagjait a mdsodik ponthdrmas megfeleld tagjaiba viszi dt.

Megjegyzés. A tételbsl kovetkezik, hogy ha egy Mébius-transzformacionak
van harom fixpontja, akkor az az identikus transzforméacio.

11. Definicié. A C-beli kéron C-beli euklideszi kort, vagy olyan 1 U {oo}
alaki halmazt értink, aholl C C euklideszi egyenes.

12. Definicié. A komplex szimsik eqy kildénbézd pontok dltal alkotott
(21, 22, 23, 24) rendezett pontnégyesének kettGsviszonydn a

21— 23 22— 2
cr(z1, 22, 23, 24) 1= :
21 — R4 22— 23

komplex szdmot értjiik.



6. Tétel. A Mébius-transzformdcick kértartok, és megdrzik a kettGsviszonyt.

Megjegyzés. Jelolje C' a komplex konjugalast, C(00) := oo megallapodassal
kiterjesztve C-ra. C' nem Mdbius-transzformacio, ugyanis R minden eleme
fixpontja C-nek.

13. Definicié. A Mob*(C) csoport és a C transzformdcid dltal generdlt cso-

portot az altalanos Mobius-csoportnak nevezziik, és Mob(C)-sal jelolyiik.

2. Lemma. A Mdb(C) csoport tetszdleges eleme

az+b az+b
Z
cz-l—dvagy cz+d

Z

alaki transzformdcid, ahol a,b,c,d € C és ad — bd # 0

7. Tétel. Ha M6b(R) := {m € Mdb(C)|m(R) =R}, akkor Mb(R) birmely
eleme

az+b . az—+b

cz+d vagy

Z

cz+d

alaki, ahol a,b,c,d € R és ad —bc =1, azaz <ch 2) € SLy(R).

3. A Poincaré-féle fels6 félsik

14. Definici6é. A komplex szdmsik pozitiv képzetes részi pontjainak halma-
zit a Poincaré-fele (felss) félsiknak nevezziik és H2-vel jeloljik. Hiperboli-
kus egyeneseken az olyan C-beli kérck H?-val vald metszetét értjiik, amelyek
merdlegesen metszik a valds tengelyt. Ezek 6sszességét Lr-val jeléljik.

3. Lemma. Tekintsik az
alz|? + 20re(x) + v =0

egyenletet, ahol o, B, valds szamok, x pedig szimbolum. Ha ennek az egyen-
letnek van megolddsa H?-ban, akkor a megolddshalmaza eleme Li-nak.

Bizonyitds: ElGszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor a = 0. Ekkor az egyenlet
Pre(z) +v =0

alakra moédosul. Ennek megoldasai azok a pontok, melyek valos része —v,
tehat ezek halmaza egy a valds tengelyt merélegesen metszd euklideszi egye-
nes. Most tegyiik fel, hogy a # 0. Ebben az esetben elvégezhet6k az alabbi



atalakitasok:
0 = alz|* + 20re(z) +v «

0=a<xw+§(x+x)> +v7 &

2 2
Oza(xﬂ—ﬁ —62>—|—7 &
a a
2 2
0=a m—i-g —%—i—’y &
2
3 —ay=a? x—&-é
e

Ha 32 — ay < 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa. Ha 8% — ay = 0, ak-

kor az egyenlet egyetlen megoldasa z = —g € R, de igy z nem eleme H2-nek.

Ha 32 —ay > 0, akkor a megoldasok halmaza egy —g kézéppontt /3% — ary
sugaru kor, amely elemi geometriai megfontolasok miatt merélegesen metszi
a valos tengelyt. O

8. Tétel. (H?, Ly) Hilbert-féle illeszkedési sik.

Bizonyitds: Az (12) és (13) axiomak teljesiilése nyilvanvalo. (I1) igazolasahoz
azt kell megmutatnunk, hogy tetszéleges kiilonbozs z; és z H2-beli pont
esetén létezik egyetlen egy L-beli egyenes, amely merélegesen metszi a valos
tengelyt. Tekintsiik az «, 3, v egyiitthatokra az alabbi egyenletrendszert:

alzi* + 20re(z1) + v =0
alz9)? + 208re(20) + 7 =0

Itt
B!
22?1

‘—Oés

2re(z1) 1|
2re(z9) 1|

egyszerre nem teljesiilhet, hiszen ellenkez6 esetben |21|? = |20]? és
re(z1) = re(z2) adédna, amib6l im(z;) > 0,im(z2) > 0 figyelembevételével
azt kapnank, hogy z1 = 2o. Igy az egyenlet matrixa 2 rangu, kovetkezésképp
van nemtrivialis megoldasa R3-ban, és az nemzérus skalarszorzotél eltekintve
egyértelm.

Tehéat a 21 és zo pontok meghatéroztak egy «, 3,7 szdmharmast, ugy,
hogy 71 és 22 megoldasa az

alz)? + 28re(x) +v =0

egyenletnek. Az el6z6 lemma szerint az egyenlet Gsszes megoldasanak hal-
maza egy Lp-beli egyenes, amelyre igy z1 és zp nyilvanvaléan illeszkedik.



Ez az egyenes egyértelmii is, hiszen ha az egyenletben az a, 3,7 szamok egy
nemzérus skalarszorosat vessziik, az a megoldasokat nem befolyésolja O

Az eddigiek alapjan a Mob(C) a H? Poincaré-félsikot invariansan hagyo
transzforméaci6i

az+b ab
— 2 (40) e Snam), vy

— ZI;, (‘C‘ Z) € GLs(R), det (CCL Z) — 1
alaktak, az ezek altal alkotott csoportot Mab(H?)-vel jeloljiik.
Méb ™ (H?) = {fa € Mob(C)|A € SLy(R)}
részcsoportja Mob (H?)-nek, és a
z2€Cr— —Z,00 —> 0

specialis tiikrozéssel egyiitt generalja Mob(H?)-t. A Mob™ (H?) csoport igy
2 indexti részcsoportja Mob(H?)-nek; a z — —% transzformdciot tartalmazo
mellékosztalyat Mob ™ (H?)-vel jeldljiik.

15. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy fa € Mob™ (H?) Mébius-transzformd-
ci0

1. specidlis transzldcid, ha A = (g f) € GL] (R)

-1
2. specidlis inverzid, ha A = <(1) 0 >

. 3 [ cos@ —sinf
3. specidlis forgds, ha A = (_ sinfd cosf ) ,0 € R.

9. Tétel. Egy Mob™ (H?)-beli transzformdcid vagy specidlis transzldcid, vagy
pedig eldallithato T 00 o1 alakban, ahol 11, specidlis transzldciok, o pedig
specidlis 1nverzid.

16. Definicié. Ly egy elemét 1. tipusunak vagy fligeblegesnek, illetve 2. ti-
pustunaek vagy nem fliggblegesnek mondjuk aszerint, amint euklideszi egyenes,
illetve kor szdrmaztatja.

Megjegyzés. A fiiggtleges egyenesek

Ir = {(\t) € R*|t > 0},

10



a nem fiiggsleges egyenesek
by i={(s:1) € B[ (s = 9)° + £2 =17},

alakban is megadhatok. Ekkor az [y egyenes végein a (A,0) € R? = H? ¢s
oo € C pontokat, L, végein pedig a (y—1,0), (y+7,0) € R? 2 H? pontokat
értjik.

afp

10. Tétel. Az (0 1

> csatolt mdtrizszal rendelkezd T specidlis transzldcidra

T(l)\) = la)\—l—ﬁa T(lv,r) = low-l—ﬁ,am

0-1 , e . ‘
az < > csatolt mdtrizi o specidlis inverzidra pedig

10
a(lo) = lo;
oly) =1y, = —%,r =|v|, ha X\ # 0;
o(v,7) = b5, 7=;£§@?=wum7¢{wﬁh
o(lery) =lexn, A= —%

teljestil.

Kovetkezmény Maobt (H?) minden eleme kollinedcidja (H?, Lyr)-nak.
Megjegyzés. Akkor mondjuk, hogy egy 3 valos szdm « és v k6zott van, ha
(= B)(B —=) > 0. Illyenkor az « * 3 * 7 jelolést hasznaljuk.

17. Definicié. Azt mondjuk, hogy H? zo pontja 21 és z3 kozott van, ha a
pontok kollinedrisak, és

im(z1) *im(z2) * im(z3), ha 21,29 és z3 fiiggdleges egyenesre illeszkedik;
re(z1) xre(za) xre(z3), ha z1,22 és z3 nem fiiggdleges egyenes pontjai.

11. Tétel. Az R C (H?)3, (21, 20,23) € R & 21 * 20 * 23 reldcid geometriai
rendezés: eleget tesz az (R1) — (R4) axiomdknak.

18. Definicié. Tekintsik H2-t, elldtva a bevezetett rendezéssel. Azt mond-
juk, hogy H? Z1%3 és wiws szakasza, illetve uzv<t és u'2'v'< szége egybevago,
ha van olyan f € Méb(H?) transzformdcio, hogy f(Z1%3) = wiws, illetve
f(z) = 2, f(z0) = 0. Bt az egybevdgdsdgot a = szimbslummal jelol-
jiik.

12. Tétel. (H2, Ly, R, =) Hilbert-sik, azaz a szakaszok és szigek egybevdgo-
sdgdra teljesilnek o (C1) — (C6) azidmdk.

11



4. A hiperbolikus tavolsagfiiggvény
19. Definici6. A dy : H?> x H*> — R

_ Jmer(a,b,u,v)| haa #0b
(a,b) — dg(a,b) := { 5 aa b

>
fiigguényt, ahol u és v az ab hiperbolikus egyenes végei, hiperbolikus ta-
volsagfiiggvénynek, a di(a,b) valds szamot pedig az a és b pontok hiperbo-
likus tavolsaganak nevezzik.

Megmutathaté, hogy ha a és b egy hiperbolikus egyenes pontjai, amelynek
végei u és v, akkor cr(a,b,u,v) pozitiv valés szam. Igy a hiperbolikus ta-
volségfiiggvény jol definialt. Igaz tovabba a kovetkezd allités:

13. Tétel. A dy hiperbolikus tdvolsdgfiigguény metrika H?-n, azaz tetszo-
leges a, b, c H2-beli pontokra teljesiilnek a kovetkezdk:

1. dy(a,b) >

2. dy(a,b) =0 < a=b,

3. dp(a,b) = dp (b, a),

4. dy(a,¢) < di(a,b) + dp (b, ¢).

Tehat (HQ, dH) metrikus tér. Fontos kérdés, hogy a dg metrika hogyan kap-
csolodik H? rendezési strukturajahoz. Az alabbi eredmények erre valaszolnak.

14. Tétel. A dy hiperbolikus tdvolsdgfiiggvény additiv o hiperbolikus egye-
nesek mentén, azaz ha az a,b,c € H? pontokra a x b * ¢ teljesil, akkor

d(a,c) =dg(a,b) + dg(b,c).
15. Tétel. Ha ab és pq H? szakaszai, akkor
ab < pq <= dy(a,b) < dg(p,q).

16. Tétel. A (H?, Ly, *, =) Hilbert-sikban érvényes a Dedekind-féle folyto-
nossagi axioma: ha eqgy | € Ly egyenes elddll az l1,le nem dres diszjunkt
halmazok unidjaként, gy, hogy egyetlen li-beli pont sincs két la-beli pont
kézdtt, és egyetlen la-beli pont sincs két ly beli pont kézitt, akkor létezik eqy
és csak olyan P € 1 pont, hogy bdrmely A € 1y és B € la pont esetén

A= P vagy B=P vagy A—P—B

teljestil.
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Megallapithatjuk ezek alapjan, hogy (H?, L, *,2) valés hiperbolikus sik.

A hiperbolikus tévolsag kiszamitasahoz hasznos a kdvetkez§ észrevétel.

17. Tétel. Tetszéleges a,b € H? pontok esetén

1 Ja—bP
ch® <2dH<a7 b)> ~ 4im(a)im(b)’

1 ‘a - l_)|2
s’ (zdmb)) = Fm(@)m()’

5. Izometridk

20. Definici6. Legyenek (M, dy) és (Ma,ds) metrikus terek. Ekkor egy
@ @ My — My leképezést izometrianak neveziink, ha tdvolsdgtartd, azaz
barmely p,g € M, esetén

da (p(21), p(22)) = di (21, 22),
€s sziurjektiv.

18. Tétel. Egy metrikusu tér onmagdra valé izometridi csoportot alkotnak
a kompozicio miveletére nézve.

Jeldlje iso(H?) a (H? dp) hiperbolikus stk (mint metrikus tér) Snmagara
valé izometridinak csoportjat. Ekkor a kbvetkezd eredmény fogalmazhatd
meg:

19. Tétel.

| iso(H?) = Mob(H?) |

6. Gorbék ivhossza

21. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér. Ekkor M-beli gorbén vagy pa-
lyan olyan v : [a,b] — M folytonos leképezést értink, ahol [a,b] C R zdrt
intervallum. y(a)-t a gorbe kezdd-, v(b)-t a gorbe végpontjinak nevezziik, és
azt mondjuk, hogy v Osszekoti ezeket a pontokat. v zdrt, ha y(a) = ~y(b).

Emlékeztetiink ra, hogy egy [a,b] C R zart intervallum felosztasén olyan

P = (t;)j— veges sorozatot értiink, ahol tgp =a, t, =bést;_1 <ty
(i€ {1,2,...n}).
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22. Definici6. Legyen (M, d) eqy metrikus tér. Egqy v : [a,b] — M gorbe
ivhosszan az

L(y) := sup > d ((tim1), ()
=1

bévitett valds szdmot értjik, ahol a supremumot az [a,b] zdrt intervallum
osszes P = (t;)i— felosztdsaira vesszik. Ha a hossz véges, akkor a gorbét
rektifikdlhaténak mondjuk.

A fenti definicié még nem igazan alkalmas egy adott gorbe ivhosszanak
kiszamitasara, azonban a gorbére tett alkalmas megszoritas utan mar el-
juthatunk az ismerds és praktikus {vhosszképlethez.

4. Lemma. Legyen (M,d) metrikus tér és tekintsink egy v : [a,b] — M
rektifikdlhato gorbét. Ekkor a

o:la,b] —[0,L(7)], tr—o(t)=L(ya,t])
ivhosszfiigguény monoton novekvd, folytonos sziirjekcid. Ha minden t € [a,b]

esetén létezik a P .
o) — tim L RA(D)
h—0 |h|

hatdrérték és a v : [a,b] — R, t — v(t) un. palyasebesség-fliggvény foly-

tonos, akkor a
¢

o(t) == /v, t € [a,b]

eldirdssal értelmezett o fiiggvény folytonosan differencidlhaté és o' = v. v
ivhossza ekkor megkaphatd a pdlyasebesség [a, b] folotti integrdljaként:

L(y)=o0(b) = /bv.

E lemma birtokaban mér kénnyen meghatéarozhatjuk a H2-beli C'-osztalyt
gorbék ivhosszat.

20. Tétel. Egy v : [a,b] — H? C'-osztdlyi gorbe (hiperbolikus) iwhossza

b
od
L p—
(7) /imo7

a

23. Definicio. Azt mondjuk, hogy eqy (M,d) metrikus tér belsé metrikus
tér vagy hossz-tér, ha tetszdleges p,q € M esetén

d(p,q) =inf{L(y) e Ry €T(p,q)},

ahol T'(p, q) jeloli a p és q pontokat dsszekitd osszes M-beli gorbék halmazdt.
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A definiciébol adédéan minden hossz-tér ivszertien Gsszefiiggs, azaz bar-
mely (p,q) € M x M pontpar esetén I'(p,q) # 0. S6t M barmely két
pontja osszekothets rektifikalhato gorbével. Ha (M, d) hossz-tér, akkor a d
tavolsagfiiggvényt hossz-metrikdnak, vagy belsd metrikinak nevezziik.

24. Definici6. Legyen (M, d) metrikus tér. Ekkor egy v : [a,b] — M pdlydt
geodetikus palyanak, vagy réviden geodetikusnak neveziink, ha tdvolsdgtartd,
azaz tetszdleges t1,ty € [a,b] esetén

d(y(t1),7(t2)) = [t1 — ta .

Az (M, d) metrikus teret geodetikus térnek mondjuk, ha bdrmely két pontja
dsszekiothetd geodetikus pdlydval.

21. Tétel. Minden geodetikus tér hossz-tér.

Nem nehéz példat mutatni olyan metrikus térre, amely hossz-tér, de nem
geodetikus tér, igy a fenti allitas megforditasa altalaban nem igaz. Ervényes
azonban a kovetkezd:

22. Tétel. Egy (M,d) hossz-tér pontosan akkor geodetikus tér, ha teljes és
lokdlisan kompakt.

23. Tétel. (HQ, dH) geodetikus tér, és igy lokdlisan kompakt, teljes metrikus
tér.

7. Konvexitas, teriilet, trigonometria

Mivel a H? hiperbolikus sik rendezett illeszkedési sik, a szokésos modon
szolhatunk H?-ben konvexségrél. Rogton adodik, hogy a hiperbolikus egye-
nesek, félegyenesek és szakaszok, valamint a nyilt és zart félsikok konvex
halmazok.

24. Tétel. H? izometridi megdrzik a konvewitdst, azaz ha K C H? konvex
halmaz és ¢ € iso(H?), akkor ¢ (K) szintén konvex halmaz.

Fontos a zart konvex halmazok kdvetkezd jellemzése.

25. Tétel. A H? hiperbolikus sik egy zdrt részhalmaza pontosan akkor kon-
vex, ha elddll zdrt félsikok metszeteként.

25. Definicié. Legyen K o H? hiperbolikus sik részhalmaza, és tekintsik az

aldbbi integrdlt:
1
(IH(K) ::/2,

im
K
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vagy — hagyomdnyos irdsmdoddal —
: 1 1 :
ag(K) = dedy: ?dxdy (z =z +1iy).
K K

Amennyiben ez létezik, K teriiletének mondjuk.

26. Tétel. H? izometridi megorzik a teriiletet, azaz ha K részhalmaza H?-
nak és p € iso(H?), akkor

ar (p(K)) = an(K).

Megemlitjiik, hogy a hiperbolikus teriiletet invaridnsan hagyé H?-beli transz-
formaciok halmaza sokkal bévebb, mint Méb(H?), de ezekkel most nem fog-
lalkozunk.

27. Tétel (Gauss-Bonnet formula). A H2-beli o, 3,7 euklideszi mértéki
szogekkel rendelkezd P hdromszdg hiperbolikus teriilete

ag(P)=7m—(a+B8+7)

28. Tétel (hiperbolikus Pythagoras-tétel). Legyen adva H2-ben egy a,
b, ¢ hiperbolikus oldalhosszakkal rendelkezd hdromszdg, amelyben az a és b
hosszusdgu oldalak merdlegesek. Ekkor

ch(c) = ch(a)ch(b).

29. Tétel. Legyen adva H2-ben egy (A, B,C) hdromszég, és legyenck a :=
dg(B,C), b :=dg(A,C), c:=dg(A, B). Jeldlje v, 8,7y rendre az A<, B<

és C'< euklideszi mértékét. Fkkor érvényesek a kovetkezd dllitdsok:

1. Szinusz-tétel
sh(a) sh(b) sh(c)

sin(a)  sin(B)  sin(y)’

2. 1. Koszinusz-tétel

ch(c) = ch(a)ch(b) — sh(a)sh(b) cos(7).

8. II. Koszinusz-tétel

cos(a) cos(3) + cos() '

ch(e) = sin(a) sin(f9)
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8. A Poincaré-féle kormodell

26. Definicio. Legyen C = (% 7) Ekkor az

zZ—1

- C
zZ 41

fo:ze B v fo(z) =

leképezést Cayley-leképezésnek nevezziik.

30. Tétel. Az fo Cayley-leképezés analitikus izomorfizmusa H?-nek a D
eqységkorlapra. Inverze az

1+ 2

f512f0_1:z€]]])»—>i1 c H?

—z

leképezés.

27. Definici6é. Jeldlje fo a Cayley-leképezést és legyen
Msb(D) = {fcogo fo' € Mab(C) |g € Mob(H?) }

1. Az
E]D) = {fc(l) cD ’l < ﬁH}

halmaz elemeit D-beli eqyeneseknek nevezziik.

2. Ha A, B,C € D kilonbozé, kollinedris pontok, akkor Ax B x C jelentse
azt, hogy fal(A) * fCTl(B) * chl(C) teljesiil.

3. Két D-beli (nem feltétlendil kilonbozd) szakaszt, illetve széget egybevdgd-
nak neveziink, ha az egyik Mob(D)-beli transzformdcidval dtvihetd a
mdsikba. Ezt o reldciot jelélje =.

31. Tétel. (D, Lp, *,2) eleget tesz a valds hiperbolikus sik azidmdinak.

28. Definicio. A (D, Lp, *,=2) valds hiperbolikus sikot Poincaré-féle kormo-
dellnek neveziink.

A Poincaré-féle felsg félsik modell és a kérmodell izomorf, mivel a Cayley-
leképezés izomorfizmust ad meg koztiik .

29. Definici6é. Adp:DxD —R
(CL, b) — dD<av b) = dH (fal(a)v fal(b))
leképezést D-beli hiperbolikus tavolsagfiiggvénynek nevezziik.

32. Tétel. A dp leképezés tdavolsdgfiiggvény D-n, amelyre nézve a Cayley-
leképezés tdvolsdgtarto.
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Mivel a Cayley-leképezés megtartja a C-beli kordket és szégtarto, kovetkezik,
hogy D hiperbolikus egyenesei a T := {z € C||z| = 1} egységkorvonalat
merdlegesen metsz6 C-beli koroknek a D-vel valo metszetei. Mas szoval: D
egyenesei a T-t mer6Slegesen metsz6 euklideszi kordk és az origbn atmend
euklideszi egyenesek D-vel valé metszetei.

Legyenek | € Ly végei p és q. Ekkor fo(l) € Lp végei f(p) és f(q)-
Ezutén ha a és b D kiilonb6z6 pontjai és a rajuk illeszkedd ID-beli hiperbolikus
egyenes végei u és v, akkor

dp(a,b) = |Iner(a,b,u,v)|.

33. Tétel. Egy v :[a,b] — D Cl-osztdlyii gorbe (hiperbolikus) fvhossza

b
21|
L(y) = / .
) 1—|v|
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