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1. Feladat: o C S xS reflexiv reldcio az S halmazon, amelyre teljesiil, hogy
(apb és apc) = boc (1)

Lgazoljuk, hogy o ekvivalenciareldcio!

Megoldas: a = c valasztassal
(aob és apa) = boa,
a reflexivitas miatt apa mindig teljesiil, igy elhagyhato:
aoc = boa,
igy a relacio szimmetrikus. Ezt felhasznalva (1) atirhato
(boa és apc) = boc

alakra, igy a relaci6 tranzitiv is. O

2. Feladat: Igazoljuk, hogy affin sik minden eqyenesére illeszkedik legaldbb
két pont.

Megoldas: Eldszor megmutatjuk, hogy tetszbleges P pontra legaldbb harom
egyenes illeszkedik. (A3) garantalja, hogy felvehetiink A, B pontokat tugy,
hogy A, B, P nem kollinearisak. Ekkor m,ﬁ kiilonb6z6 P-re illeszkedd
egyenesek. (A2) miatt egyértelmien létezik a P-re illeszkedd e egyenes, ami

> > <
Iﬂhuzamos AB-vel. Mivel e nem metszheti AB-t, nem eshet egybe PA vagy
P B-vel, tehat harom kiilénb6z6 egyenest kaptunk.

Most vegyiink fel egy tetszéleges | egyenest. (A3) miatt felvehetiink egy
ra nem illeszked6 P pontot. Elgbbi allitasunk szerint erre illeszkedik legalabb
harom egyenes, és (A2) szerint ezek koziil legfeljebb egy lehet parhuzamos
l-el. Igy a masik kettd biztosan metszi -t két kiilonbéz6 pontban. O
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3. Feladat: Igazoljuk, hogy rendezett illeszkedési sikban barmely két pont
kézott van pont.
Megoldas:

Tekintsiik az A, B pontokat. (I3) miatt létezik C' pont ugy, hogy A, B, C
kollinearisak.

(R3) alapjan felvehetiink egy D pontot, melyre D — C' — B teljesiil,
igy A, B, D sem kollinearisak. Felvehetiink tovabba egy E pontot, amire
D—-A-F.

Megmutatjuk hogy a CE az A, B, D pontok egyikére sem illeszkedik. Ha
AeCE vagy D € C’E akkor D A — FE és (I1),(R1) miatt C € DA.
D—-C — B—bol(i)asonloan B € DA adodik, azonban A, B, D nem lehet
kollinearis. B € C'E esetén hasonl6 uton ellentmondéasra jutunk.

Ekkor az ABD haromszogre és CE-re alkalmazhatjuk (R4)-et, miszerint
létezik egy P € CE p(o_n‘)c, melyre<£>—P—A vagy A— P — B teljesiil. Azonban
D — P — A esetén az EC-nek és DA-nek E és P egyarant k6zos pontja lenne,
igy (I1) miatt az E, A, P,C, D pontok kollinearisak lennének, st D —C' — B
miatt a B pont is erre a koz0s egyenesre esne, azonban a feltételeink miatt
A, B,C nem lehet kollineéris.

Tehat A — P — B-nek kell teljesiilnie, ami igazolja allitasunkat. O

4. Feladat: Igazoljuk, hogy ha rendezett illeszkedési sikban eqy egyenes eqy
hdaromszog egyik oldaldt belsé pontban, eqy masik oldaldt pedig kiilsé pontban
metszi, akkor a haromszog harmadik oldaldt is metszi, mégpedig belsd pontban.
Adjunk bizonyitdst ennek felhaszndldsdval a 3. feladatra-ra!

Megoldas: Legyen adva az ABC héromszéﬁ az AB kiilsé pontja, Q a
BC belst pontja. Ekkor B — Q) — C' teljesiil. A P() a haromszog egyik csﬁﬁt
sem haladhat at, igy alkalmazhatjuk (R4)-et. Eszerint létezik egy R € PQ
melyre A — R — C’ vagy A — R — B teljesiil. Azonban R nem lehet az AD- n,

hiszen annak PQ val csak egy kozos pontja lehet, ami P. Igy A — R — C
adodik, vagyis R € AC, tehat allitasunkat igazoltuk.
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A 3. feladat allitasa ebbdl kozvetleniil adodik a korabbival azonos kon-
strukciéban a DAB haromszogre, a DA E kiilsé pontjara és BD C belss
pontjara. O
5. Feladat: Mutassuk meg: ha A, B, C eqy rendezett illeszkedési sik kiilon-
bozd, kollinedris pontjai, akkor az A— B —C, B—C — A, C — A — B kéziil
legaldbb az eqyik teljesiil.

Megoldas: Legyen D olyan pont, ami nem illeszkedik az A, B, C' pontok
kozos egyenesére. Legyen P olyan pont, amire A — P — D. Tegyiik fel, hogy
A— B —C és B—C — A nem teljesiil. Vagyis B az AC’ C pedig a BC
kiils6 pontJa Ekkor 4. feladat allitasa szerint létezik Q) € BPﬂ OD illetve
R e C’PﬂBD pontok.

Vizsgéljuk meg a BCD haromszoget Alkalmazzuk a 4. feladat ered-
ményét az RDC' haromszogre, és BQ egyenesre. Ekkor BQ metszi C' R belse-
le_t,) a metszéspont pedig sziikségszertien P(._)Most a BRC' haromszogre és
DP-re alkalmazzuk az eredményt. Ekkor DP metszi BC' belsejét, a met-
széspont pedig csak is A lehet. Igy C' — A — B teljesiil. Tehat A — B — C és
B — C — A kizarasabol C' — A — B kovetkezik, igy valamelyiknek mindenképp
teljesiilnie kell. O

6. Feladat: Hilbert sikot alapul véve igazoljuk a kovetkezdket:
(1) Létezik Lambert-négyszoig.



(2) Létezik Saccheri-négyszag.

(3) A Saccheri-négyszogek felsd alapszigei egybevagdak, a kozépvonaluk pedig

merdleges mindkét alapra.

(4) Ha egy ABCD négyszigben az A< és a B derékszdg, akkor C<< > D<

és AD > BC' ekvivalens.

(5) Ha egy ABC'<< hegyesszig BC szdrdra illeszkedd P, P’ pontokra B—P—P’

teljesiil, és Q, illetve Q" a P-bdl, illetve P'-bdl AB-re bocsdtott merdleges
talppontja, akkor PQ) < P'Q)'.

Megoldas:

(1)

(2)

(3)

Vegyiink egy EBF' derékszoget, és belsejében egy D pontot. Ebbdl a
pontbol bocsassunk merdslegeseket BE-ra és ﬁ’—re, talppontjaik legyenek
rendre A és C. A sikfelbontasi tétel miatt ezek a talppontok a EBF<
megfelel§ szaraira esnek. Az igy kapott ABCD pontnégyes tehat né-
gyszoget alkot, melynek A, B, C cstucsaban derékszog van, tehat Lambert-
négyszog.

Vegyiink egy H félsikot, és annak AB hataregyenesét. Erre az egye-
nesre allitsunk DAB<-t és CBA<-t ugy, hogy derékszogek legyenek,
és C, D benne legyen H-ban. A szakaszfelmérési axioma szerint C-t agy
is megvalaszthatjuk, hogy AD kongruens lﬁen BC-vel. Ekkor a CD
a sikfelbontéasi tétel miatt nem metszheti AB-t, igy AB-t sem. Tehat
ABCD négyszoget alkot, ami a konstrukcio szerint Saccheri-négyszog.

Legyen ABCD Saccheri-négyszog, A és B csicsaban derékszogekkel.
Ekkor a SAS egybevagosagi tétel szerint DABA = C'BAA, amibdl
BD = AC. Igy a BODA és ADCA megfelel oldalai kongruensek, tehat
az 9SS egybevagosagi tétel alapjan

BCD« = ADC«.



A masodik allitas belatasahoz jeloljiik az AB és CD felezépontjat E és
F-fel. Ekkor az SAS egybevagosagi tétel miatt DAEA = CBEA, igy
DE = CE. Tehat az SSS egybevagosagi tétel szerint DFEA = CFEA,
igy DFE< = CFE<«. &ek egymas mellékszogei, igy sziikségszeriien
derékszogek. Tehat az EF kozépvonal merdleges a Saccheri-négyszog
fels6 alapjara. Felhasznalva a fels6 szogek kongruencidjara vonatkozo
el6z6 allitasunkat, ezzel azonos tton adodik, hogy a kdézépvonal az also
alapra is merGleges.

Elgszor megmutatjuk, hogy C'< > D< <= @ > BC. Ha AD > BC
akkor létezik olyan P € AD melyre AP = BC teljesiil. Ekkor ABC'P

Saccheri-négyszog, tehat a fels6 alapszogei kongruensek, azaz
APC<« = BCP«.

A kiils6szog-egyenlGtlenség miatt APC'<< > D<. A P pont a C'< belse-
jében van, ezért C< > BOP<. Igy felhasznalva a szogek kozotti < relacio
tranzitivitasat C'< > D< adodik.

A = irany kontrapozicioja: AD < BC = C<« < Dyg. Ha A_i’é BC,
akkor ABC'D Saccheri négyszog, tehat C< = D<. Ha AD < BC, akkor
a bizonyitas elsé fele alapjan C'< < Dg.

A kiils6szog-egyenl6tlenség alapjan lathato, hogy QPP'< > PQB<,
tovabba AQ'P'<t > PP'Q<. De PQB< = AQ'P'<, mivel mindketts
derékszog. Igy QPP'< > PP'Q'<, tehat az el6z6 allitas alapjan

QP >QP




O

7. Feladat: Bizonyitsuk be, hogy Hilbert-sikban a kovetkezd dllitasok ekvi-
valensek:

(1) (EP)

(2) Ha egy egyenes metszi két pdrhuzamos egyenes egyikét, akkor metszi a
masikat 1s.

(3) A pdrhuzamossdg tranzitiv reldcid az egyenesek halmazdban.

Megoldas:

(1) = (2): Legyenek a és b parhuzamos egyenesek, ¢ pedig olyan egyenes,
ami P-ben metszi b-t, de a-t nem metszi. Ekkor a és ¢ parhuzamosak, igy
P-re két olyan egyenes illeszkedik, ami parhuzamos a-val, ami ellentmond
(1)-nek. Tehéat ilyen ¢ nem létezhet.

(2) = (3): Tegyiik fel, hogy a||b és b||c. Ekkor ¢ nem metszheti a-t hiszen
ekkor a||b miatt (2) megkovetelné, hogy c-nek b-vel is legyen kozos pontja.
Tehat al|c.

(3) = (1): Mivel a parhuzamosséag szimmetrikus relacio, (3) igy is felirhato:
(b||a és bl|c) = al|c. Vegyiik most a b egyenest, és egy ra nem illeszkeds P
pontot. Ha a és c illeszkedik P-re, és parhuzamosak b-vel, akkor (3) miatt
a||c, de mivel metszik is egymast, sziikségszertien egybeesnek. Tehat csak egy
P-re illeszkedd D-vel parhuzamos egyenes létezhet. O



8. Feladat: Igazoljuk, hogy ha eqy Hilbert-sikban teljesil az euklideszi pdr-
huzamossdgi axioma, akkor a sik szemieuklideszi.

Megoldas: Elgszor a kovetkezd allitast bizonyitjuk: Hilbert sikban (EP)
teljesiilése esetén ha al|b, és egy ¢ egyenes a-t derékszogben metszi, akkor b-t
is.

Legyen b és ¢ metszéspontja P. Allitsunk egy d merélegest c-re P-n
keresztiil. Ismeretes, hogy ekkor a||d. Azonban (EP) miatt b = d, tehat b
és ¢ merdleges, igy allitasunkat belattuk.

Most vegyiink egy ABCD Lambert- negyszoget a(rglek A, B, D csuc—
saiban derekszog van. Ekkor AB L DA és DA 1 C’D tehat AB||C’D

Tovébba AB L BC, igy az allitasunk alapjan BC 1 CD. Tehat ABCD

téglalap.
_D F _C
AL JB
E

Legyen most ABC'D Saccheri-négyszog. Tudjuk, hogy az EF kozépvonal
mindkét alapra meréleges. [gy FEADF és EBCF Lambert-négyszogek, vagyis
téglalapok is, tehat D<t és C'< derékszog. Ezért ABC'D téglalap. O

9. Feladat: Mutassuk meg: ha eqy Hilbert-sikban nem létezik téglalap, akkor
minden pontra legaldbb két olyan egyenes illeszkedik, amely parhuzamos eqy,
a pontra nem illeszkedd adott egyenessel.

Megoldas: Ha egy Hilbert-sikon nincsenek téglalapok, akkor a Lambert- és
Saccheri-négyszogek sem azok. Tovabbé Hilbert-sikban egy pontra illeszkedd,
adott egyenessel parhuzamos egyenes mindig szerkeszthets. Ha legalabb két
ilyen egyenes létezik, az igy pontosan (E P) tagadasa. Tehat a feladat allitasa
lényegében a 8. feladat allitdsanak kontrapozicioja. O

10. Feladat: Igazoljuk az uniformitds tételének kovetkezményeit.

1. Ha egy Hilbert-sikban van olyan Lambert-négyszog, amelynek negyedik
szoge hegyesszog (illetve derékszog vagy tompaszog), akkor a sik minden
Lambert-négyszoge ilyen tulajdonsagu, teljesiil tovabba, hogy a Saccheri-
négyszogek felsd alapszogeinek tipusa megegyezik a Lambert-négyszogek
negyedik szogének tipusaval.



Megoldas: Ha egy Hilbert-sikban 1étezik olyan Lambert-négyszog, mely-
nek negyedik szoge hegyesszog, akkor megfelels tiikrozéssel Saccheri-négy-
szog is elGallithatd, melynek felsé alapszogei hegyesszogek. Ekkor az uni-
formitas tétele szerint minden Saccheri-négyszog ilyen tulajdonsagi. A
felhasznalt megfeleltetés minden Lambert-négyszogre alkalmazhato, igy
mindegyik 6rokli Saccheri-négyszogek tulajdonsagait. Ez egyben igazolja
a masodik allitast is. O

. Ha egy Hilbert-sikban létezik téglalap, akkor a sik szemieuklideszi. A
téglalapok szemkozti oldalai egybevagok.

Megoldas: Vegyiik a feltételben megadott téglalapot. Ez természetesen
Lambert-négyszog is, igy az el6z6 allitadsbol adodik, hogy minden Lambert-
és Saccheri-négyszog téglalap, tehat a sik szemieuklideszi.

A masodik allitas a (722)-es tételbdl lathato, ugyanis eszerint ha a szem-
kozti oldalak koziil valamelyik nagyobb lenne a méasiknal, akkor a szogek
sem lehetnének egyenléek, de téglalap esetében ez nem lehetséges. O

. Ha egy Hilbert-sik eleget tesz a hegyesszog- (illetve tompaszog-) hipotézis-
nek, akkor a Lambert-négyszogek a hegyesszoghoz (ill. a tompaszoghoz)
tartozo oldalai nagyobbak (ill.kisebbek), min a veliik szemkozti oldalak.

Megoldas: A hegyesszog hipotézis esetén a Lambert-négyszogek ne-
gyedik szoge hegyesszog, tehat kisebb a vele szomszédos derékszogeknél,
igy (T22) igazolja az allitast. O

. Ha egy Hilbert-sik eleget tesz a hegyesszog- (illetve tompaszog-) hipotézis-
nek, akkor a Saccheri-négyszogek felsg alapja nagyobb (illetve kisebb)
mint az als6 alap. A Saccheri-négyszogek kozépvonala az egyetlen olyan
egyenes mind a hegyes- mind a tompaszog-hipotézis teljesiilése esetén,
amely kozos merdlegese az also és fels§ alap egyenesének.

Megoldas: Ha egy Saccheri-négyszog "felezésébdl” kapott Lambert-négy-
szogekre alkalmazzuk az el6z6 allitast, akkor az els¢ allitast kapjuk. A ma-
sodik allitas a hegyesszog- (tompaszog-) hipotézisekbdl kovetkezik, hiszen
ha egy Saccheri-négyszog also és felsé alap egyenesének két kézos meréle-
gese lenne, akkor téglalapot kapnank. O

12. Feladat: Igazoljuk, hogy ha eqy Hilbert-sikban eqy ABC DO-re

— —
AB = CD és AD = BD teljesiil, akkor AB||CD és AD||BC.

Megoldas: A feltételekbsl adodik, hogy ABDA = CDBA, igy egyft-

——
tal ABD< = CDB<. Ekkor AB||C'D, mivel ha metszenék egymést egy P
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pontban, akkor a PBDA egy kiils6 szoge kongruens lenne egy nem mellette

fekvs belss szoggel, ami ellentmond a kiilsGszog-egyenltlenségnek. ﬁy ]%
hasonléan lathato. O

13. Feladat: Legyen adva Hilbert-sikban eqy legaldbb kételemd {Ay, ..., A,}
véges ponthalmaz. Bizonyitsuk be, hogy van olyan egyenes, amelynek eqyik
oldaldn van a ponthalmaz dsszes pontjal!

Megoldas: Teljes indukcioval bizonyitunk. n = 2 esetén tetszéleges M—vel
parhuzamos egyenesre teljesiilnek a feltételek. Vegyilink most n = &k pon-
tot, és tegyiik fel, hogy létezik [ egyenes melynek {A1, ..., Ax_1} ugyanazon
H; oldalan van. A; € H; esetben készen vagyunk. Ellenkezs esetben te-
kints&az A Ap-t. Ennek a szakasznak lesz kozos pontja l-el. Vegyiink egy
P € A A, pontot, amire A; — Ax — P. Standard szerkesztéssel felvehets egy
P-re illeszked6 [-el parhuzamos m egyenes. Ekkor P € m C Hs, ahol H, az
a halmaz, amire H; Ul U Hy az egész sik, a sikfelbontasi tétel értelmében.

Nevezziik K-nak azt az m altal meghatarozott félsikot, amire [ C K.
Ekkor H, C K, mivel ha egy A € H; nem eleme K-nak, akkor létezik B € [,
amire AB metszi m-et, ami m C Hy miatt lehetetlen. Igy {A4;,..., Ax_1} C K
tovabba A; — Ap — P miatt Ap € K, ezért m-nek mind az n pont ugyanazon
oldaldn van. O

15. Feladat: Igazoljuk, hogy Hilbert-sikban minden kornek eqy kézéppontja
van.

Megoldas: Vegyiink egy kort C kozépponttal, és AC sugarral. Az e = AC-n
felvehetiink egy tovabbi B pontot, ami biztosan rajta van a korén. Ha C
pontban mergleges allitunk e-re, akkor az igy kapott f egyenesen szintén
felvehetiink D, E pontokat, amik rajta lesznek a koron.

ElGszér megmutatjuk, hogy az A-tol és B-t6l egyenld tavolsagra 1évs
pontok f-re illeszkednek. Vegyiink egy P pontot, amire AP = BP. Ve-
hetjiik AP B< bels szogfelezjét, ami metszeni fogja AB-t @ pontban. Ekkor
APQA = BPQA, igy Q a AB felez6pontja, tovabba AQP<, BQP eg-
yarant derékszogek, ezért C = Q) és f = P(Q). Ugyan igy lathato, hogy a D-t6l
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és [-t6l egyenld tavolsagra 1évé pontok e-re esnek, igy egy olyan kornek a
koézéppontja, ami illeszkedik az A, B, D, E pontokra, csak e és f metszetében
lehet. O

17. Feladat: Legyenek A, B,C eqy Hilbert-sik kollinedris pontjaeﬂ) -

A — B — C elrendezéssel, és legyen D ¢ AB olyan pont, amelyre DC' L AC
teljesiil. Igazoljuk, hogy AC > BD > C'D

Megoldas: El6szor megmutatjuk, hogy BD > CD. Vegyiink fel BD-n
E pontot gy, hogy CD = ED. Legyen F a CE felez6pontja. SSS alapjan
ekkor EFDA = CFDA, tehat EF D< derékszog, és a kiilsc’iszég—egyenlilen—
ség alapjan EFD< > FCD<. Mivel BCD< szintén derékszog, a CF a
belsejében halad, tehat E € BD, amib6l BD > CD kovetkezik.

o

AD > BD ugyan ezzel a konstrukcioval lathato, ugyanis ABD< derék-
szognél nagyobb, mivel BCDA kiils6 szoge. O

18.. Feladat: Legyen adva egy Hilbert-sikban e&DACA. Igazoljuk, hogy ha
B A és C kozitti pont, akkor DB < DA vagy DB < DC
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Megoldas: Legyen P a D-bdl ﬁ—re allitott merdéleges talppontja. Ekkor
vagy P és B egybeesik, vagy P — B — A vagy P — B — C teljesiil. Mindharom
esetben alkalmazzuk az el6z6 eredményt. Ha P = B, akkor DB < DA és
DB < DC egyarant teljesiil, P — B — A esetén DB < DA, P — B — C esetén
pedig DB < DC lesz igaz. O

19. Feladat: [ és m eqy Hilbert-sik kiilonbozd, pdrhuzamos egyenesei, A és
B olyan pontok, amelyek m l-et nem tartalmazo oldaldn vannak. Indokoljuk:
A és B | ugyanazon oldaldn vannak.

Megoldas: Indirekt bizonyitunk. Legyen H m-nek az A-t és B-t tartalmazo
oldala. Tegyiik fel, hogy A és B pontok az [ két kiilonb6z6 oldalan vannak.
Ekkor AB N nem iires, legyen a metszéspont P. Mivel M konvex, P € M
de M nem tartalmazza [ egy pontjat sem, igy ellentmondésra jutottunk. O

20. Feladat: Tegyiik fel, hogy l és 1’ eqy hiperbolikus sik széttartéan pdrhuza-
mos egyenesei, €s tekintsik azt a (M, M') € I x ' pontpdrt, amelyre teljesiil,
hogy W kozos merdlegese l-nek és I'-nek. Igazoljuk, hogy MM’ kisebb min-
den téle kilonbozd, [-beli pontot I'-beli ponttal dsszekotd szakasztol!

Megoldas: Hegyesszog-hipotézis teljesiilése esetén bizonyitunk. A 17. fe-
ladat alapjan lathato, hogy tetszéleges (A, B) € | x I’ esetén AB > AA’
ahol A" az A pont ['-re val(_(’)) merGleges vetiilete, igy elegendé megmutatni,
hogy AA’ > MM'. Mivel AA" 1 I', M’ A’ AM Lambert-négyszoget alkot, igy
A’ AM < hegyesszog. Ekkor (122) alapjan AA’ > MM’ adodik. O

21. Feladat: Megtartva az elézd feladat jeliléseit, legyenek A, B € 1 olyan

pontok, melyek M — A— B, és jelolje l'-re valo merdleges vetiiletiiket A’, illetve
B'. Igazoljuk, hogy AA’ < BB'!

B
| M __*A/C/
SN
a0 w
M A B

Megoldas: A 20. feladat alapjan A’AM< és B'BM< = B'BA< hegyes-
szogek. El6bbinek A’AB< mellékszoge, igy tompaszog. Tehat
A'AB< > B'BA<, amibdl (122) alapjan B'B > A’A adodik. O
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22. Feladat: Legyen [ eqy egyenese, P & 1 egy pontja egy hiperbolikus sik-
nak. Mutassuk meg, hogy ha PY az egyik P-bdl indulo, ﬂ hatdrpdrhuzamos
félegyenes és eqy X pontra P — X — Y teljesiil, akkor XY az X-bdl indulo,
[-el hatdrpdrhuzamos félegyenes.

Megoldas Tegyiik fel, hogy XY nem hatarparhuzamos X' Q val. Legyen
XR az X-bdl induld hatarparhuzarnos Mivel Xy nem metszi X’Q t, R az
X'XY < belsejében van, XR hatarparhuzamos \nga miatt pedig QX' X<
belsejében is, tovibba mindkét megallapitas igaz X R minden belsé pontjara
is.

Vegyiink egy A pontot, amlre X —A—-R, Vegyunk fel egy B-t amire
P A — B, és vizsgaljuk a PA-t. Ezt a félegyenest XR egy PA-ra és egy
AB- re osztja. PA természetesen az XR P-t tartalmazo oldalan van, igy AB
az Y-t tartalmazo oldalon P X —Y miatt. A X R-re és X' Q ra alkalmazva a
19. feladatot lathato, hogy AB 3 nem metszhetl X'Q-t. Tovabba A helyzetébdl
adodoan PA sem metszhetl P’Q t, igy PA nem metszi P'Q-t. Azonban ez

nem lehetséges, mivel PY hatarparhuzamos volt P'Q-val, és a konstrukcio
szerint A benne van P’'PY < belsejében. O

23. Feladat: Mutassuk meg, hogy szakasz-kor és az eqyenes-kor folytonossagi
elv ekvivalens!

Megoldas:

(SC) = (LC): Vegyiink egy O kozéppontu kort, tetszGleges sugérral, és
belsejében egy A pontot. Legyen [ egy A-ra illeszkedd egyenes. Ha [ illeszkedik
O-ra akkor biztosan metszi a kort. Ha nem, akkor vegyiink egy [-el parhu-
zamos, O-ra illeszked6 m egyenest. Legyen P az m metszéspontja a korrel,
és allitsunk merdlegest P-rél [-re, a talppont legyen (). Ekkor @) a kor kiils
pontja, ugyanis a 17. feladat szerint OQ > OP Ekkor (SC) szerint AQ metszi
a kort, igy az [ is.
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(LC) = (SC): Ismét vegyiink egy O kozépponti kort, melynek A belsé,
B kiils6 pontja. (LC') szerint [ = AB metszi a kort P-ben. A— P — B esetén
készen vagyunk. Megmutatjuk, hogy A — B — P nem lehetséges. Bocsas-
sunk merélegest O-bol [-re, a talppont legyen C. Ekkor a 17. feladat szerint
OC < OA, tehat C a kor bels6 pontja. Ugyan igy A—B— P esetén OB < OP,
tehat P csak kiils6 pontja lehetne a kornek.

Igy feltehetjiik, hogy P—A— B. Koénnyen lathato, hogy I-nek minden olyan
pontja, ami a kor belsejében van, P és B kozott van, igy C'is. Vegyiik CB-n
azt a @ pontot, amire CQ = C'P. Ekkor (SAS) alapjan OCPA = OCQA,
tehat () a kor és | egy metszéspontja, tovabbd P — C — B miatt P-t6l kiilon-
boz6. P — (Q — B is teljesiil, mert ellenkez6 esetben () a kor kiils6 pontja
lenne.

P és () ismeretében tovabb finomithatjuk [ pontjainak leirasat. [-nek min-
den olyan pontja, ami a kor belsejében van, P és () kozott van, kovetkezéskép-
pen P — A — Q. Mivel P — Q — B, kovetkezik A — Q — B, tehat AB metszi
a kort. O

24. Feladat: Igazoljuk, hogy az (LC),(CC) folytonossdgi elvek teljestilése
esetén a metszéspontok szdma kettd!
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Megoldas: Elgszor megmutatjuk, hogy (LC) teljesiilése esetén létezik mé-
sodik metszéspont. Vegyilink egy kort C' kozépponttal, és egye | egyenest,
melynek van a kor belsejében 1év6 pontja. Ekkor (LC') szerint létezik A € 1
pont, ami rajta van a kéron. Ha C' rajta van [-en, akkor felmérhetiink /-en egy
AC-vel kongruens szakaszt a C-bél indulé A-t nem tartalmazo félegyenesre,
igy egy tjabb kozos pontjat kapjuk [-nek és a kornek.

Ha C' nincs rajta l-en, akkor allithatunk C-re illeszkedd [-el meréleges
egyenest, ami D-ben metszi [-t. Ezutan az elbbi esethez hasonléan "tiikroz-
ziik” A-t D-re, legyen az uj pont B. Ekkor (SAS) alapjan CDAA = CDBA,
tehat AC = BC, igy B rajta van a korén. B # A mivel l-nek van pontja a
kor belsejében, amirdl lathato, hogy csak A és B kozott lehet.

Belattuk, hogy [-nek van két metszéspontja a korrel. A 18. feladat alapjan
konnyen lathato, minden A — P — B-t teljesité P pont belsé pontja a kornek,
a 17. feladat szerint pedig D — B — P illetve D — A — P esetén P kiils6 pont,
igy [-nek nem lehet tovabbi metszéspontja a korrel.

A rrﬁodik allitas igazolasahoz elGszor a kovetkezG segédtételt bizonyitjuk.
Adott AB és ennek egyazon oldalan C, D pontok, melyekre AC' = AD. Ekkor
BAC< < BAD< = BC < BD. El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor AC
metszi BD-t. Ekkor A a BCD< belsejében van, tehat BCD< > ACD<.
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Hasonléan B az ADCJ belsejében van, tehat ADC<< > BDC<. Azonban
ADC< = ACD<«, tehat BCD< > BDC<. Ebbdl (T'17) alapjan BD > BC'
kovetkezik.

Most tegyiik fel, hogy AC nem metszi BD-t. Egyrészt tudjuk, hogy C_a)
BAD< belsejében van, tovabba AD B< belsejében is. Kovetkezésképpen DC
metszi (A__Bi—t, egy P pontban, amire D — C — P. Most allitsunk merd&legest
A-b6l DC-re. Mivel ADC'A egyenlészara haromszog, ennek @ talppontja
D és C kozott lesz. Ekkor BPC'< tompaszog, mivel APQA Kkiilsé (s_zé)ge.
Igy POB< és PDB< hegyesszogek. Ebbél az kovetkezik, hogy a DC-re
B-bél bocsatott merdleges R talppontjara D — C' — R teljesiil, kiilonben nem
teljesiilne a kiilsGszog-egyenlGtlenség. Igy a 17. feladat szerint BD > BC
adodik. Megjegyezziik, hogy a hdromszog egyenl&tlenség segitségével az al-
litas kiterjeszthet a null- és egyenesszogekre is.

Most pedig legyen c és d két kor, A és B kozéppontokkal ugy, hogy d-nek
van ¢ belsejében és kiilsejében is pontja. Ekkor (C'C') szerint a két kor metszi
egymaést egy P pontban. Megmutatjuk, hogy P ¢ AB. Ha P € jﬁ, akkor
ABP< vagy nullszég, vagy egyenesszog. Hasznaljuk a segédtételt BA-ra.
Nullszég esetén minden S € d\{P}-re AS > AP teljesiilne, tehat d min-
den pontja ¢ kiilsejében lenne. Egyenesszog esetén pedig AS < AP lenne
igaz, tehat d minden pontja c belsejében lenne. Mindkét eset ellentmond a
feltételeknek.




Allitsunk P-b6] merélegest zTB—re, a talppont legyen M, majd a merGleges
M-b6lindulé P nem tartalmazd félegyenesén jeloljiink ki egy () pontot, amire
MP = MQ. Ekkor (SAS) tobbszori alkalmazasabol adodik, hogy @ is rajta
van e-n és d-n. AB-re és az AB 4ltal meghatéarozott két félsikra kiilon-kiilon
alkalmazva a segédtételt lathato, hogy ¢ minden P-t6l illetve Q-to6l kiilonb6z6
pontja kiils6 vagy bels6é pontja lesz d-nek, tehat pontosan két metszéspontja
van c-nek és d-nek. O

25. Feladat: Mutassuk meg, hogy (CC) = (LC).

Megoldas: Legyen c egy kor A kozépponttal, AA’ sugéarral, és [ egy egyenes,
melynek P pontja ¢ belsejében van. A € [ esetén [ biztosan metszi a kort.
Ellenkez6 esetben allitsunk merdlegest A-bél I-re, a talppont legyen M. Ekkor
a 17. feladat szerint M c belsejében van, tehat AM < AA’. Legyen B az a

pont W—en, amire AM = BM, d pedig eg_y)B kozépponti kor, aminek

sugara k_or)lgruens AA’-vel. Ekkor d metszi BA-t egy D pontban, ¢ pedig
metszi AB-t egy C' pontban. A kivetkezdket allapithatjuk meg:

_— R R
1, D€ MA mert BM < BD,

RN J—
2, C € MB mert AM < AC,

3, DM = CM mivel BD = AC és BM = AM,

ig_y]\ﬂ;ra és AMD<, AMC< elfajult szogekre alkalmazva a segédtételt
AD < AC adodik, tehat c-nek D belsé pontja.

Tekintsiik most AB-nek azt a B’ metszéspontjat d-vel, amire A— B — B’.
Mivel BB’ = AA’, B’ kiilsé pontja c-nek. Tehat d tartalmazza c-nek egy
kiilsg és egy belss pontjat is, igy (C'C) szerint metszik egyméast egy E pont-
ban. A 15. feladat bizonyitasaban lattuk, hogy E-nek rajta kell lennie AB
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felez6merdlegesén, ami a konstrukcio szerint éppen [, tehat E kozos pontja
c-nek és [-nek, vagyis (LC) teljesiil. O

26.

(1)

Feladat:

Mutassuk meg, hogy GL, () nyilt halmaza M, (IK)-nak.

Megoldas: Megmutatjuk, hogy S = M, (K) \ GL,(K) zart. Legyen
(Ap)nenw € S maétrixok konvergens sorozata, lim, .., A, = A. Ekkor

|A,| = 0 minden n € NN esetén. A determinans folytonos funkcional
M, (K)-n, tehat

Al =

|An| =0,
azaz A € S, igy S zart. O

Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B € M, (K) esetén

IAB]| < || A[ll|B]
Megoldas: FEl6szor megmutatjuk, hogy tetszdleges v € K™ vektor esetén
[ Av[| < [IA[[][v]].

[ Av]]

[ Av[| =
o]

[o]l = ]| A ||H|vH§HA||HvH-

o]
Igy ha [jv|| < 1:

[ABul| < [JA[[[[Bull < [|A[[[Bl[llv]l < [[A[[lB],
tehat ||A|||| B]| felsé korlatja ||ABv||-nek, amibdl az allitas adodik. O

Mutassuk meg, hogy tetszoleges A € M,(K) esetén a > - LA™ so

abszoltit konvergens (azaz a ) .. —||A"|| sor konvergens), és igy az
- L,
M, (K) — M,(K), A -
exp : My (K) — My(K), A exp(A ;} —~
exponencialis leképezés jol definidlt. Igazoljuk, hogy
Ve MK): |[et] < el
Megoldas: Az el6z6 feladat alapjan [|A"|| < [|A[|", ésa Y " o || Al sor

éppen a valos exponencidlis fliggvény az ||Al| helyen, tehat konvergens,
igy a majorans kritérium alapjan mindkét allitas adodik. O
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(4)

Mutassuk meg, hogy ha A, B € M, (K) és AB = BA, akkor

exp(A + B) = exp(A) exp(B).

Megoldas: Szamitsuk ki exp(A + B)-t

n

=1 P 1 1 .
ZEAH? Zn'Z()A’“B k nz%k:oﬂAk(”—kﬂB k

n=

Amit kaptunk, az éppena Y o” LA"és > > | L B" sorok Cauchy-szorzata,
igy Mertens tétele szerint 6sszege megegyezik a két sor 6sszegének szorza-
taval, ami exp(A) exp(B). O

Igazoljuk, hogy tetszGleges A € M, (KK) esetén

exp(A) € GL,(K) és (exp(A4))! = exp(—A4).

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a 0 € M,,(K) csupa nulla matrix esetén
exp(0) = E. Ezt felhasznélva:

E = exp(0) = exp(A — A) = exp(A) exp(—A).

Ebbdl a determinans szorzastétele miatt kovetkezik, hogy |exp(A)| # 0,
és exp(A) inverze nyilvan exp(—A). O

Mutassuk meg, hogy ha B € GL,(K), akkor tetszéleges A € M, (K)
esetén
exp(B™'AB) = B 'exp(A)B

Megoldas: Konnyen lathato, hogy (B~'AB)" = B~ 'A"B, igy a

—1 § -1 —1 An _

=1 . _
:Bl<ZmA>B:Blexp(A)B
n=0

szamolés alapjan az allitds adodik. O
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(7) Ellendrizziik, hogy ha

A::(g_g)eﬂbﬂm,ﬂwm

exp(A) = ¢ (cosa —Sinﬁ)

sinff  cosa

Megoldas: Diagonalizaljuk A-t a sajatvektoraibol alkotott ortogonalis
méatrix segitségével:

1 (1 1\ a+if 0 1 (1
_ 1_ = R
T ENC
Mivel @ € GLy(K), az el6z6 feladat szerint
exp(A) = Qexp(D)Q .

Diagonalis matrix hatvanyozéasa megfelel a f{6atlo elemeinek hatvanyoza-
saval, igy konnyen lathato, hogy

ea—Hﬂ 0 o eiﬁ 0
exp(D) = ( 0 eo‘_’ﬂ) =e < 0 e‘iﬂ)'

Ezt felhasznalva:

_ e 11 [ef 0 1\
awt) = Qe =5 (1) (9 ,%) (04 -
et P e e —gem PN | (cosf —sinf
T 9\ —ieif 4B B g emiB ) TC sin 3 cosf3
O

27. Feladat: Részletezziik a 3.5. dllitds bizonyitdsdaban az

(FL(0)] = |i| = Fi(i) € {i,—i} lépést.

Megoldas: A feltett allitas az alabbit jelenti:
(reFy (i) + (imFy (i) = 1.
Mivel F izometria, |F;(i) — Fi(1)]> = |i — 1]* = 2, azaz

(reF1 (i) — 1)? + (imFy(i))? = 2.
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A két egyenlet kiilonbségébsl
reFi(i) =0
adodik, ezt visszahelyettesitve pedig
(imFy(i))* = 1,

tehat Fi(i) valos része 0, képzetes része pedig +1. O

28. Feladat: Mutassuk meg, hogy Roto(C) kommutativ csoport a kompozicid
miveletére. Igazoljuk, hogy a # 0 esetén o, egyetlen fizpontja a 0.

Megoldas: Legyen a,b € T és g4, 0, € Roto(C). Ekkor

06 © 0a(2) = baz = 0pa(2),

tovabba mivel T csoport, igy ba € T és 0, € Roto(C), tehat a miivelet
jol definialt. Az asszociativitas és kommutativitas értelemszertien 6roklédik
T-bél. o1 egységelem, ugyanis

010 04(2) = laz = az = gq,
tovabbé g, € Roto(C) inverze o, ', mert
0,1 004(2) =ataz =z = 01(2).
Ha z fixpontja g,-nak, akkor teljesiti az alabbi egyenletet:

z = 00(2) = az.
Ebbél
0=(a—1)z
tehat z = 0, mivel a feltétel szerint a — 1 #0 . O

30. Feladat: Igazoljuk, hogy C minden nemidentikus transzldcidja és forgdsa
két tengelyes tikrézés kompozicioja, az elsd esetben a tengelyek parhuzamosak,
a masodikban nem.

Megoldas: Legyen 7, transzlacio, ahol b € C*. Keressiik az f(z) = ¢z + d,
g(z) = az alakban megadott tengelyes tiikrozéseket, melyekre 7, = f o g,

w(z)=z+b=caz+d= fog(z).
Legyen d = b, és hatarozzuk meg c-t gy, hogy f tengelyes tiikrozés legyen:

—1

ch+b=0 = c=—bb
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a = c valasztassal ca = 1 teljesiil, tehat g = _bng, f= —b5712+b teljesiti a
feltételeket. Tovabba f és g csak a b-vel valo eltolasban kiilonbozik egymastol,
igy tengelylik parhuzamos.

Legyen most g, forgés, ahol a € T \ {1}. Ekkor a ¢g(z) = Z, és f(z) = az
tengelyes tiikrozésekre teljestil o, = f o g, és mivel a # 1, a tengelyeik nem
lehetnek parhuzamosak. O

31. Feladat: Legyen a € R\ {0} C C. Hatdrozzuk meg az
fiizeCr—z+aecCésaz fo:2€Cr— —2+iaeC

izometridk tipusdt, és az invaridans, illetve pontonként fix invaridns egyene-
seit.

Megoldas: f; csusztatva tiikrozés, mivel 1a + a = 2a # 0, tehat nincs
fixpontja. Invarians egyeneseit [ = {tc + b} alakban keressiik, ahol ¢ € T,
b € C rogzitett, t pedig tetsz6leges valos szam. Ha [ invarians egyenese fi-nek,
akkor barmely ¢y € R esetén 1étezik ¢ € R, melyre

tc+b=tyc+ b+ a. (2)
Mindkét oldalt konjugalva

te+b=tic+b+a
majd a két egyenletet 6sszeadva

(t—to)(c+7¢) =2a (3)

adodik. Fejezziik ki t-t, és irjuk vissza (2)-be:

2ac R
~ ttc+b=ty+b+a.
c+c
Atrendezve:
a(c—7¢) +tolc—¢)(c+72) + (b—b)(c+7) = 0.
Ennek minden valos fp-ra teljesiilnie kell, specidlisan ty = ——%=-re is. Ekkor

c+c
(b—0b)(c+2)=0
adodik, és (3) miatt c+¢ # 0, igy b—b = 0, azaz b valos. Ekkor a(c —¢) = 0
is teljesiil, tehat c is valés. fi-nek tehat egyetlen invaridans egyenese van, a
valds tengely.
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f2 valodi forgas, igy csak egyetlen fixpontja van, tehat nincs pontonként
invarians egyenese. Invarians egyeneseit [ = {tc+iac} alakban keressiik, ahol
c €T, a € R rogzitett, és t € R tetszbleges. Ha [ invarians egyenese fo-nek
akkor minden ¢y € R-hez 1étezik ¢t € R, hogy

tc + iac = —tgc — iac + ia,

azaz
c(t+to + 2ia) = 1a. (4)

Mindkét oldalt konjugalva
c(t +ty — 2ia) = —ia,
majd a két egyenletet 0sszeadva
(c+0)(t+t) =0

adodik. Elgszor tegyiik fel, hogy ¢ +¢ # 0. Ekkor t = —t,, tehat (4) igy
alakul:
2ac = a.

a és a valos, tehat c is, ezért ¢ = &1, a = £§ lehet, igy [ = {t +i§|t € R}.
Most tekintsiik a c+¢ = 0 esetet. Ekkor ¢ valos része nulla, tehat ¢ = +1.
Tekintsiik a ¢ = i esetet. Ekkor (4)

t+1t)+2ia=a

alakra modosul. Mivel ¢, ¢y, a valos szamok, o = 0, tehat [ = {it|t € R}. O

32. Feladat: Adjuk meg 2 € C— az+be Cuvagy z€ C—az+beC
alakban azt a transzformdciot, amely

(1) tikrozés C =R x1 = x9 egyenletd egyenesére

(2) az eldbbi tikrézés és az 1+ i eltoldsvektori transzldcio kompozicidija.

Megoldas:

(1) Megmutatjuk, hogy az f(z) = iZ megfelel a feltételnek. Az z1 = x9
egyenletet kielégitd R-beli pontok C-beli alakja a+ta, ahol a € R. Mivel

fla+ia) =i(a+ia) =i(a —ia) = a+ ia,

a kivant egyenes minden pontja fixpontja az f tengelyes tiikrozésnek, igy
csak ez lehet a tiikortengelye.
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(2) Az 1 + i vektorral valo eltolas a g(z) = z + 1 + ¢ alaka izometria. A
megoldés igy
gof(z)=iz+1+1.

O

33. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha f : C — C csusztatva tikrozés, akkor
egyetlenegy olyan I C C egyenes van, amelyre f(I) = 1 teljesil. Igazoljuk,
hogy birmely z € C esetén 3(z + f(2)) € L.

Megoldas: Legyen f megadva f(2) = az+0b alakban. Megmutatjuk, hogy a
% ponton athalado ab+b iranyvektori [ egyenesre f(I) = I. Ha v = t(ab+b)+2
ahol ¢ € R, akkor

- b 1., - b
)—l—b:t(ab+b)—|—a§—|—b:(t+§)(ab+b)+§el’

|
N | S

tehat f(I) = l. Keressiink tovabbi m egyenest, melyre f(m) = m. m nem
metszheti [-t, hiszen a metszéspont f altali képének mind a két egyenesen
rajta kellene lennie, igy fixpontot kapnank, ami nem lehet, mivel f csusztatva
tiikrozés. Tehat elegendd az m || [ esetet vizsgalni. Egy ilyen m egyenes egy
z pontjara fenndll az alabbi egyenl&ség:

(z = f(2),i(ab+b)) =0,

azaz

—(2z —az — b)(ab+b) + (2 — @z — b)(ab + b) = 0,

0sszevonva
—2z(ab + b) + 2z(ab + b) + b(@b + b) — b(ab + b) = 0,
(22 — b)(@b + b) — (22 — b)(ab + b) = 0,
im(2z — b)(@b + b) = 0.
Tehat (22 — b)(ab + b) egyenls egy o valés szammal. s = [ab + b|? jeldléssel:

2z —b= g(aE—I—b),
s

azaz
(e

2_23

- b
(ab—i—b) + 5,

igy z € [, tehat | = m.
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A masodik allitast az alabbi szamolas igazolja:

1 1 1 1 1 1 1 - 1
— — — —q7z —_ 2 — —qz —_ — 2— f—
f (22+ 2f(z)> 2az+ 2a(az+b) +b 2az+ 2z—l— 2ab+ 26

1 1 — 1 1 1
—§(z~|—b)+§a(z+b)+§b—§(z—|—b)+§f(z+b).

O

. az+b
34. Feladat: Mutassuk meg, hogy azok a z — eotd

mdcick, ahol a,b,c,d € 7., részcsoportjdt alkotjdk Mdb™ (C)-nak.
(Ez az S Ly(Z.)-vel jelolt iigynevezett moduldris csoport.)

alaki Mébius-transzfor-

Megoldas: Legyenek f : 2z € C — % eCésg:2€Cr— izig €
C Mobius-transzformaciok, ahol a,b,c,d, «, 3,v,0 € Z. Az alabbi egyenlet

megoldasaval hatarozzuk meg f inverzét.

az+b
w:
cz+d

cwz +dw =az+b

(cw—a)z=—dw+b

_ —dw+b
 cw—a
Az fH(w) = =22t fiiggvény Mobius-transzformacio, és —d,b,c, —a € Z is

teljesiil. Most pedig hatédrozzuk meg f o g-t.

afiii? +b  alaz+B)+blyz+0)  (aa+by)z+aB+bs

e 1 d  claz+B)+dyz+0)  (catdy)z+cf+dd

fog(z)=

f o g Mobius-transzformaécio, tovabba aa + by, a3 4+ bd, ca + dvy, ¢ + dd €
7., tehat a Mobius-transzformaciok vizsgalt részhalmazabol nem vezet ki a
kompozici6 képzés, és tartalmazza minden eleme inverzét, ezért a halmaz
részcsoport. O

35. Feladat: Legyen f € Méob" (C) mdtriza (CCL 2) € My(C). Igazoljuk, hogy

(fP=1g def#1lg) & a+d=0
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Megoldas: Az el6z6 feladatban lathattuk, hogy Mobius-transzforméaciok
kompozicioja megfelel a matrixuk szorzasanak. Legyen f matrixa A. Ekkor

22— a® + be ab + bd
~ \ac+ cd be + d?

f? = 1 pontosan akkor teljesiil, ha ab+bd = 0, ac+cd = 0 és a*+bc = be+d?
de a® + bc # 0. A harmadik egyenlet alapjin a = +d. Ha a = d, akkor az
elsé két egyenletbdl b = 0, ¢ = 0 kovetkezne. Azonban ekkor

_az+b  az

_cz+al_;:'z7

f(z)

azaz f = lg, tehat ezt az esetet kizarhatjuk, igy a + d = 0.
Megforditva, ha a + d = 0, akkor f # 1 hiszen a = d és a # 0 egyszerre

nem teljesiilhet. Tovabba
2
s (a*+bc O
A= ( 0 a*+ bc> ’

és a® + be # 0, hiszen f Mobius-transzforméacio, igy f? = 1g. O

36. Feladat: Legyen f(z) := gi—i}l. Allitsuk elé f-et transzldciok, forgatva

nyijtds és (komplex) inverzid kompozicidjaként.

Megoldas: Probaljuk meg f-t elGallitani 7, o 0, 0 Z o 7, alakban. Azaz
keressiik a, b, d € C szamokat, melyekre

2z+1 1 n
=a
3z+4 z+b

d

teljesiil. Rendezve:
2z+1 a+dz+bd

32+4  z+b
2%+ (2b+ 1)z + b = 3dz* + (4d + 3a + 3bd)z + 4bd + 4a,

Y

2

adodik. Kiilonvalasztva 27, 2z egyiitthatoit és a konstansokat, a

3d—2=0 (5)

3bd +3a+4d — 26— 1 =0 (6)

4bd + 4a—b=0 (7)

egyenletrendszert kapjuk. (5)-b6l d = % adodik, igy (7) alapjan a = —%b.

Tehat (6)-bél
5 8
2— bt —2—1=
1’73 0
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b= -,
3
eredményt kapjuk, tovabba ¢ = —g. A megoldas tehat:
f:Tg 007% OIOT%.

0O Megjegyzés. Ezt a megoldéast az alabbi szamolassal is megkaphatjuk:

241 16248-5 1 -5 2 5 1 2

3244 3 3214 332443 9.413%

37. Feladat: Hatdrozzuk meg azokat a Méobius-transzformdcickat, amelyek a
megadott ponthdarmasokon az adott mddon hatnak:

(3) (=1,—i,1) ~ (=1,0,1)
(8) (0,1,00) ~ (=1,0,1)

Megoldas: Mindkét esetben f(z) = % Mobius-transzformaciot keressiik.

A (3) feladat feltételeinek megfelels egyenletrendszer:

—1(—c+d)=—a+b (8)
0=—ia+b (9)
c+d=a+b (10)

(9) szerint b = ia. Osszeadva (8) és (10) egyenleteket ¢ = ia, kivonva Gket
pedig d = a adodik. Tehat f(z) = $252. Azonban a® + (ia)® = 0, tehat f
nem lehet Md&bius-transzformacio.

A (8) feladat egyenletrendszere a kovetkezs:

—d=1b (11)
O=a-+b (12)
c=a (13)

Tehat f(2) = = = zjr} 12 4+ 12 #£ 0, tehat f Mobius-transzforméacio. O

38. Feladat: Hatdrozzuk meg az RU {oo} kir képét az f(z) = 2% képlettel
adott Mobius-transzformdciondl.

Megoldas: Legyen w = ‘z—jri, ahol z € R. Ekkor w = i—f:, igy ww = 1, tehat
f értékkészlete a komplex egységkoron van, figyelembe véve, hogy f(oco) = 1.
Megmutatjuk, hogy f a komplex egységkor minden w = e elemét felveszi.

Oldjuk meg az alabbi egyenletet z-re:
w = et — Z = Z.’
Z+1
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(z +i)e" =z —1,
z(e" —1) = —i(1 + €").
ha e = 1, akkor z = co megoldasa az egyenletnek. Minden mas esetben:

14" (1+e)(1—e™)  ef—e  —2sint

FE e Tt 11— €2 _le_eit|2_’1_eit|2’

tehat z € R. O

39. Feladat: Mi lesz a képe az eldbbi transzformdciondl a kévetkezd ponthal-
mazoknak?

(1) {it € C|t € R };

(2) az 1 kézépponti, 1 sugari kér;

(3) {i+teCl|teR};

(4) {z € Clre(z) = 1,im(z) > 0}.

Megoldas: Legyen a korok és egyenesek altaldnos egyenlete a komplex sikon
azZ 4+ az +az = 3, (14)

ahol a, B € R, a € C. Tegyiik fel, hogy z teljesiti ezt az egyenletet, és keressiik
meg a w := f(z) pontok egyenletét. Mivel
z = f71<w) — ﬂ

w—1

z pontosan akkor gyoke (14)-nek, ha w gyoke a

—tw — 1 [ —tw — 1 +_—iw—i+ —w — 1 3
o a— ta| ———— | =
w—1 w—1 w—1 w—1

egyenletnek. Atalakitva:

w+lw+1 _w+1  w+1
O————— — 14 + 10— =
w—1lw-—1 w—1 w—1

g,

aw+1)(@+1)—d@(w+1)(w—1)+ia(@+1)(w—1) = f(w — 1)(w - 1),
(a—ia+ia—B)ww+ (a+ia+ia+P)w+(a—ia—ia+[)w = —a—ia+ia+ .
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(1) Az egyenes egyenlete z +z = 0, tehat o = 0,a = 1,5 = 0. A képe tehat
az 2iw — 2iw = 0 egyenletd egyenes, azaz a valos szamegyenes. Tovabba
it—i  t—1 2
w = - - = = —
w4+ t+1 t+1

?

tehat w > —1.
(2) A kor egyenlete (z — 1)(z — 1) = 1, azaz
z2z—2—2z=0,
tehat o = 1,a = —1,3 = 0. A kor képének egyenlete tehat
ww + (1 —2i)w + (1 + 2i)w = —1,
(w+ 1+ 20)(w + 1 + 2i) = 4,
vagyis a —1 — 2¢ kozéppontu 2 sugara kor.
(3) Az egyenes egyenlete (z,i) = 1, azaz
—iz +1z2 = 2,
tehat a = 0,a =i, 8 = 2. Az egyenes képének egyenlete
—4ww + 2w + 2w = 0,
(w-3w-3)=17
tehat az egyenes képe az % kozépponti és % sugaru kor.

(4) Az egyenes egyenlete z +Z = 2, tehat @ = 0,a = 1,5 = 2. Képének
egyenlete tehat

—2wwW + (24 2i)w + (2 — 2i)w = 2,
ww — (1 +i)w— (1 —i)w = —1,

(w—=(1 =) (w—=(1-1)=1,

igy az egyenes képe az 1 — ¢ kozépponti 1 sugara koér. Az ilyen pontok
elgéllnak w = 1 — i + €' alakban. Ekkor

B —1—2i — et —1—2i—iet)(i+e
Z:f 1(w): :< )( ):

—i+ et | — i+ eft|?
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2 —2i —e M et — 247
| — i+ e|?

Tehat z képzetes része:

m(z) —2—i(e" —e ) —2re(e™™) -2+ 2sint — 2cost
im(z) = , = A
|_Z'+ezt|2 |_Z'_|_ezt|2

Y

tehat imz > 0, pontosan akkor ha
sint — cost > 1.
Négyzetre emelve
—sin2t > 0,

ami akkor teljesiil, ha 2t + 2km € [m, 27|, azaz t € [1/2,7], vagy t €
[3/2m, 2m]. Azonban a masodik esetben az eredeti egyenlGtlenség nem
teljesiil, tehat a vizsgalt félegyenes f altali képe az alabbi halmaz:

{1—i+ et e[r/2,n]}.

O
40. Feladat: Koinciklikusak-e a —2i,2 4+ 3i,1 —i,4 € C pontok?

Megoldas: A 4.8. Allitas szerint négy pont pontosan akkor koinciklikus, ha
kettGsviszonyuk valos szam. Hatarozzuk meg a kettGsviszony értékét.

92— (1—i) 243i—4
cr(—2i,2 +3i,1 —i,4) = i—(l—d) 2430

—2i—4 2+3i—(1—i)

14+i—2+3i  —5+i 1+5i

S 4+2i 1420 100 10
Az eredmény nem valos szam, tehat a 4 pont nem koinciklikus. O

41. Feladat: Hatdrozzuk meg azokat a pontokat, amelyekre 2 + 3¢, —2i,1 —
1,2 € C pontok koinciklikusak!

Megoldas: Hatarozzuk meg azt a f : z € C — Z_IS € C Mobiusz-

transzforméaciot, ami a 2 + 37, —2¢, 1 — ¢ pontokat rendre a 1,0, oo pontokba
viszi. Ez az alabbi egyenletrendszerrel ekvivalens:

a(24+3i))+b=0
2ia — b= 2ic—d
c(1—i)+d=0
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d= —c+ic, b= —2a — 3ia, d-t és b-t a masodik egyenletbe helyettesitve:
2ia + 3ia + 2a = 2ic — ic + ¢,

a(2 4 5i) = ¢(1 + 1),
tehat a(1 + i), c = 2 + 5i valasztassal b =1 — 5i és d = —7 — 3i. Tehat az f
transzformécié az alabbi alakban all els:
(I1+i)z+1—5¢
(24 5i)z —7—3i’

f(z) =

f inverze pedig
_ (T+30)z+1—5i
() = : -

(24+5i)z—1—1
A Mobiusz-transzformaciok kortartoak, tehat a 2 + 3i, —2¢, 1 — ¢ pontokra
illeszkedd kor f altali képe a valos tengely. Igy f~1(R) éppen a hidrom mega-
dott pontra illeszkedd kort futja be, tehat ezen kor pontjai

(T+3i)t+1—5i
(2+5i)t —1—i

alakuak, ahol t € R. O
42. Feladat: Legyen f(z) = =%, z € C. Igazoljuk, hogy f a {z € C|im(z) > 0}

iz—1"

felsd félsikot a nyilt eqykorlapra képezi le.
Megoldas: Legyen w = f(z). Ekkor

9 . z—1 zZ+1 2z —i1z+1z+1
lw|* = ww = - = -
i(z+i)—i(z—1i) z2zz4+iz—iz+1
1 22(?—2) i 4i.mz <1
2Z4+i(Z—2)+1 2Z+2imz + 1

Megforditva, ha w = ae, ahol 0 < a < 1 valés, e € T, és f(z) = w akkor

. w—i ae—i (ae—1i)(—iae™t —1)
2=/ <w):iw—1:iae—1: lice — 1) -
_ —i?+i—ale+e!)
licee — 112 ’
tehat
o 1—a?
mez = m > 0,
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tehat minden w elGall a fels6 félsik egy pontjanak f altali képeként. O
44. Feladat: Ellendrizzik, hogy ha z1, 22, 23, 24 € C kiilonbézd pontjai, akkor
cr(zy, 29, 23, 21) ¢ {0, 1, 00}.

Megoldas: Legyen f az a Mobiusz-transzforméaciot, amire f(z1) = 1,
f(z3) = 00, f(z4) = 0. Ekkor

cr(z1, 22, 23, 22) = cr(f(21), f(22), f(23), f(24)) = er(1, f(22),00,0) = f(22)

Ekkor ha f(ZZ) < {07 1700}7 akkor f(Zg) S {f(zl)af(z?))?f(zél)}a amib6l f
injektivitasa miatt zo € {21, 23, 24}, ami ellentmond annak, hogy a négy pont

kiilénboz6. O

45. Feladat: Igazoljuk a 4.9. lemmdt! Irjuk fel az My csoport mivelettabldjdt!

Megoldas: A {0,1, 00} halmazt énmagara képez6 Mobius-transzformaciok
szama legfeljebb 3! lehet, mivel egy Mdobius-transzforméaciot méar egyértel-
miien meghataroz harom pont és a képiik. Megmutatjuk hogy M, csoport a
kompozici6 miiveletére, amit az fo =7, és fy = 2 —— ﬁ general.
Nyilvanvalo, hogy fo o fo = 1¢ = f1, tehéat f5 rendje 2. Tovabba

1 1—=z2 z—1

(fio fu)(2z) = 1‘& = I —>—1 = > = f5(2),
1
(0 fio D) = (o ) = T—r = 757 = 2 = hla)
tehat fZ = f5 és f4 rendje 3. Keressiik meg a csoport tobbi elemét.
(fio f2)(2) = ! S = fo(2),

1—2"1 z-1

271 —1

(fio f2)(2) = (fs 0 f2)(2) = e 1—2z= f3(2).
Tehét ha a = f4 és b= fo, akkor My = {l1¢,a, a? b, ab,a*b}. Mivel

(fro fi)(2) = o= =1— 2= fu(2),

1—z

igy ba = a?b, tehat My =< a,bla® = 1¢,b* = 1¢, ba = a®b >= S3. O
46. Feladat: Ellendrizziik, hogy ha (13),(24), (14), (23) € Sy, akkor

Jas) = fiay = fo € Mo;  faa) = fe3) = f3 € Mo.
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Megoldas: Legyen 2y, 29, 23,24 € C, és A = cr(21, 20, 23, z4). Legyen g az a
Mébius-transzformécio, amire g(z1) = 1, g(z3) = 00, g(24) = 0. Ekkor

A= Cr(Zb 22,23, 24) = CT(1,9(22), o, O) = 9(22)'

Ezt felhasznalva

oY) = ex(zs, 22,21, 20) = ex(00, (22),1,0) = E; )
f(24)()‘) = CI'(Zl, R4 23722) = Cr(L 0,00,9(22)) Ezz; \ i 1 = fﬁ(/\),
Jaay(N) = cr(z4, 22, 23, 21) = cr(0, g(22),00,1) = ‘(](022%11 =1-X= f3(N),
f(23)(>\) = cr(21, 23, 22, 21) = cr(1,00,9(22),0) = 11%9(022) =1-X= f3(N).

O

47. Feladat: Hatdrozzuk megy a f, fiigguényt, ha o = (123) € S,.
Megoldas: Hasznéljuk az el6z6 feladat megoldasaban megadott 21, 29, 23, 24
szamokat és g fliggvényt, és most is legyen A = cr(z1, 29, 23, 24) = g(22). Ekkor
glz)—1 A—1
g(z2) =0 DY

fo()‘) = CI‘(ZQ, Z37217Z4) = Cr(g(ZQ)v 00, 170) -

O

= f5(A).

48. Feladat: Ellendrizzik, hogy minden olyan o € Sy permutdcio esetén,
amelyre o(4) =4, f, € Mp.

Megoldas: Azon Sy-beli o permutaciok, melyekre o(4) = 4, részcsoportot
alkotnak Sy-ben, és ez a részcsoport Ss-al izomorf. S3-at generaljak az (123),
(23) permutaciok. A korabbi feladatokban lattuk, hogy fua23 = f5 € My
illetve fo3) = f3 € My, és a 4.10 Tétel alapjan minden 0,0 € 5S4 esetén
fooo = fo © fo, tehat mivel minden o € S3 elGall (123) és (23) megfelels
kompozicidjaként, f, € My. O

52. Feladat: Mutassuk meg, hogy az (H?,Ly) illeszkedési struktirdban, a
cr(a,c,b,b) < 0 < axbxc a 7.1 definicidban megadott rendezési reldcio
szerint.

Megoldas: Elgszor megmutatjuk, hogy az [y egyenesen igaz az allitas.
Legyenek «, 8,7 € R, igy i, 13,1y € ly. Ekkor

(=B +5)

(@+8)(y=B)

A= Cr(iaa 27a Zﬁa _26) =
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mivel a+ 3,7+ > 0, ezért A < 0 pontosan akkor, amikor (a—3)(y— ) < 0,
tehat ebben az esetben a két rendezés valoban ekvivalens. Ebbdl adodik,
hogy minden 1. tipusi egyenesen is igaz az allitas, ugyanis a l5 egyenest a
T_s(z) = z — J specidlis transzlacié lp-ba viszi, és fixen hagyja az egyenes
pontjainak képzetes részét, tovabba felcserélhetd a konjugéalassal.

Most tekintsiik az [, , 2. tipust egyenest. Az f(z) = = Mobius-transzfor-
maci6 az egyenest a komplex egységkorre viszi, ahol a képe az [ egyenes
lesz. f felcserélhet a konjugalassal, tehat ha a,b,c € 1, akkor

cr(a, ¢,b,b) = cr(f(a), f(c), f(b), f(b)) = cx(f(a), f(c), f(b), (D)),

tovabba re(f(z)) = f(re(z)), ebbdl adodéan elegendd az allitast az Iy egye-
nesre ellendrizni.

Az Iy, egyenes pontjai elgallnak e alakban, ahol ¢ €]0, 7[. Ekkor
re(e) = cos(t). Legyen a = €, b = ¢ ¢ = 7 az lp; harom kiilonbozs
pontja. A cos fiiggvény |0, 7[-n szigord monoton, ezért

(re(a) —re(b))(re(c) —re(b)) < 0 & (a = B)(y - F) <0.

Megmutatjuk, hogy (a — B)(v — ﬁ) < 0 pontosan akkor teljesiil, amikor
cr(a,c,b,b) < 0. Legyen g(z) = ekkor g felcserélhets a konjugaléassal, és

z+1’
9(1071) = loi
a et —=1 (e —1)(e"+1) et + et isin(t)
9(e") = = = (it —it - it _ it :
et+1  (et+1)(e®+1) 24e€t—e 1 + cos(t)
Legyen h(t) = —ig(e"), igy a h valos fiiggvény pératlan, és szigorti monoton:
(h(t)) = sin(t) 1\’ _ cos(t)(1 + cos(t)) + sin®(t) _ 1 S0
1 + cos(t) (1 4+ cos(t))? 1 + cos(t)

Mindezt felhasznalva elvégezhetjiik az alabbi szamolast:
cr(a, ¢,b,0) = cr(g(a), g(c), g(b), 9(b)) = cx(g(e™), g(e), g(e”), g(e™)) =
) =

= cr(ih(a),ih(y), ih(B), —ih(B)
A bizonyités els6 része szerint A < 0 < (h(a) — (3 ))( (v) = h(B)) <0, és

h szigorti monotonitasa miatt ezzel (o« — 3)(v — 3) < 0 is ekvivalens. igy az
allitast belattuk. O

56. Feladat: Mutassuk meg, hogy tetszbleges a # b € H? esetén

|a—b|+|a—b|
]a—b[ |&—b[

dH(a, b)
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Megoldas: Keressiik meg az a,b pontokra illeszkeds hiperbolikus egyenes
végpontjait. Tekintsiik azt az esetet, amikor ez egy 2. tipusd egyenes, azaz
egy euklideszi kor része. Ennek a kornek a kézéppontja illeszkedik az a — b-re
merdleges, (a + b)/2 ponton athalado egyenesre. Rovid szamolas utéan ennek
egyenlete

(a—b)Z+ (@—b)z = aa — bb

alakban adodik. A kor kozéppontja valos, azaz kielégiti a z—2z = 0 egyenletet.
A kettGt Osszevetve a kor kozéppontja:

B aa — bb
Cata—b—b
Hatarozzuk meg a — ¢, b — c értékét.
e aa—bb  a’+aa—ab—ab—aa+bb (a—b)(a—0D)
a+a—b—1b a+a—b—b a+a—b—>b’
) ; a@ — bb ab+ab—b* —bb—aa+bb (a—0b)(b—a)
Ce=b— _ _

a+a—b—b a+a—b—>b a+a—b—>b’
a kor sugara pedig

la — b||a — b
r=la—cl= — =,
la+a@—b—0
igy a kor két végpontja u = c+ r,v = ¢ — r. Megjegyezziik, hogy mivel u és
v szerepe felcserélhetd, r nevezgjében elhagyhatjuk az abszolutérték vételét.
Vezessiik be z =a —b,w =a—b,a =a+a— b— b jelélést. Ekkor
zZw — 20 |z||w|

a—c=—, b—c= , =
a a a

CﬂabUl»:(a—c—rxb—c+r):(MU—VWMX—ﬁE+VWM):
T a—cetn)b—c—r)  (zw+|z|lw) (=2 - [z]|w])

_ 2w+ 2w + W) 2 |w] — [P wl?  zfw] - 2rew|z| + Zw| _

 22w]? — z(w +0)|2||w] — |2Pw|? T z|w| + 2rew]|z| + Z|w|

_ rez|w| — rew|z|

rezw| + rew|z|’
azonban 2rez = a +a — b — b = 2rew, ezért

_ Jwl =]

A= cr(a,b,u,v) = mrEapEL
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In A < 0, mivel A €]0, 1], tehat

1 —-b _
di(ab) = [ A = —In A = In & = 212Dy Je=bl+la =00
A lw| — |2| la—b| — |a — b

Most tekintsiik azt az esetet, mikor a és b els§ tipusi egyenesre illeszkedik.
Legyen a = A + 1o, b= A+ 13, és tegyiik fel, hogy a > 3. Ellenkez§ esetben
cseréljiik fel a és b szerepét. Az allitas ekkor:
lic +iB| + |ia — i3] e
lic + 16| — i — i3] 3
Ebben az esetben az egyenes két végpontja u = A, és v = co. A 7.4 Lemma
bizonyitasaban lattuk, hogy ekkor cr(a, b, u,v) = 5 > 1. Tehat

dH(a, b) =1In

lng

g

«

dH<CL,b) = B,

=In

igy az allitdst belattuk. O
58. Feladat: Hatdrozzuk meg az lo = {z € H%|re(z) = 2} fiiggdleges egyenes
1-hez legkdzelebbi pontjdt!

Megoldas: Az [, egyenes pontjai elGallnak z = 2 + it alakban, ahol ¢ > 0.

Ekkor 240t + 1)+ |2 +i(t — 1)
J(t) = dn(2(t),7) = In |2 +it+ D —2+i(t—1)]

\/4+ D2+ /44 (t—1)2
\/4+ 2—\/4+(t—1)2_
:n(\/4—|—(t+1)2+\/4+(t—1)2)—1n(\/4+t+ \/4+t—1))

t41 t—1 t41 _ t—1

£t = VA+(t+1)2 + VA+(t—1)2 Va+( t+1) VA+(t—1)2
VAT 12+ A+ (12 JA+(+1P2—A+({—-17

Legyen a = /44 (t +1)%2 és b = /4 + (t — 1)2. Ekkor

iyl 2Bl ta+b)+b—a tb—a)+a+b

fl(t) = aa n bb _ Cba — = ab(a T b) ab(b — CI/)

2t(a+b)(b—a)+ (b—a)*+ (a+0b)*>  2t(b* — a®) + 2a* + 2b*
ab(a+b)(b — a) B ab(b? — a?)
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Visszahelyettesités utan

B 2t(—4t) + 2(8 + 2t2 + 2) _ t2—5
A+ D))AF (E—1)2) A+ (E+ D))+ (t—1)?2)

f'(@®)

Ha t > /5, akkor f'(t) > 0, ha pedig 0 < ¢t < /5, akkor f'(t) < 0, ezért
f-nek t = v/5-ben a ]0, oo[ halmazon globélis minimumhelye van. Tehat az
I, egyenes i-hez legkdzelebbi pontja a z = 2 + iv/5. O
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