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0. Megallapodasok

0.1. Ha f:S — T egy leképezés, akkor az s — f(s) irdsmddot hasznaljuk f
egy s € S elemen valé hatdsanak jelolésére, idonként azonban kényelmesebbnek
és célszerlibbnek bizonyul, ha f(s) helyett azt {rjuk, hogy fs vagy fs. 1s - vagy
ha a szovegkornyezetbol az S halmaz mibenléte vilagos, egyszertien 1 - jeloli az
S halmaz identikus transzformacidjat.

0.1.1. Ha f: A— Sésg:B — S egy-egy leképezés, akkor az
AxgB:({(a;b) € Ax B|f(a) =g(b)}

halmazt A és B S folotti, f-re és g-re vonatkozé fibrdlt szorzatanak hivjuk.

0.1.2. Ha f:S — Aés g:S — B leképezés, akkor (f, g)-vel jeloljiik az
S—AxB, s (f(s),9(s))

leképezést.

0.1.3. Tekintve egy f1: 51 — A ésegy fo: S — B leképezést, f1 x fo-vel
jeloljiik az
Sl X SQ — AxB ; (81732) = (f(sl)af(SQ))

leképezést.

0.2. Ha K egy test, amelynek a 0 a zéruseleme, akkor K* := K\ {0}. R
és C a valds, ill. a komplex szdmtest; R, ill. R} a nemnegativ, ill. a po-
zitiv valés szdmok halmaza; N a természetes szdmok halmaza, N* := N\ {0}
a pozitiv egészek halmaza. Az R-be, ill. C-be torténé leképezéseket rendszerint
fiigguényekként emlitjiik.

0.3. R"™ (n € N*) a rendezett val6s szdm n-esek valds vektortere, elldtva az
(a,b) == Zaiﬂiv ha a = (O‘i)?=17 b= (Bi)znzl
i=1

kanonikus skaldris szorzattal és az ebbdl szarmazé strukturakkal:
norma - ||v|| := (v,v>1/2 ,veRY
tavolsdgfiggvény - d(a,b) := |la — b ; a,b € R™;

topolégia - U C R™ nyilt, ha minden p € U ponthoz van olyan § pozitiv
valés szam, hogy

Bs(p) :={q € R"[|lp—q|| <} CU.



i
0.4. (e;)q;€:=(0,...,1,...,0),4i€{1,...,n} R™ kanonikus bézisa; ennek
duslisat azok az e’ : R® — R linedris fiiggvények alkotjak, melyekre
1,hai=j

ei(ej):5§:{07hai7éj;i,je{l,...,n}.

(€)™, R™ kanonikus koordindtarendszere.
Egy f : S — R" leképezés (euklideszi) koordindtafigguényei f* :=e'o f ,
ie{l,...,n}.

1. Differencialas R"-ben

1.1. U C R” nyilt halmaz. Egy f : U — R fliggvény irdnymenti derivdltja egy
p € R™ pontban, v € R™ irdnyban a

hatarérték, ha ez létezik. f folytonosan differencidlhaté vagy Cl-osztdlyi U
folott, ha a

Dif:U—-R,p—D;f(p):=D., f(p);ie{l,...,n}

fiiggvények, f parcidlis derivdltjai, 1éteznek és folytonosak. f C*-osztdlyi U-
n (k € Nk > 2), haa Dif,...,D,f parcidlis derivaltak 1éteznek és C*1
osztalyuak; f C°-osztalyu vagy sima U f0lott, ha minden k pozitiv egészre
CF-osztalyn.

1.2. Egy U C RF nyilt halmazon értelmezett F : U — R" leképezés C*-
osztdlyi (s € N*), ill. sima ha F' := ¢ o F : U — R koordindtafiiggvényei
(i € {1,...,n}) C*-osztalyiak, ill. simdk. Amennyiben F' C'-osztaly1, gy a

Jr(p) == (D;F'(p)) € Myyxi(R)

matrix (ahol a fels6 index sorindex, az als6 oszlopindex) F p-beli Jacobi-mdiriza.
Ezt azonositjuk az altala reprezentalt F’(p) : R¥ — R™ lineéris leképezéssel, F
p-beli derivdltjaval.

1.3. Legyen g = (¢%,...,9") : R¥ — R és f : R® — R differencidlhaté
fliggvény. Ekkor az

fog:fo(g',....g"):RF - R
fliggvény i-edik parcialis derivéltjat a

n

Di(fog)=Y _((Djf)og)Dig’ ;i€ {l,... .k}

Jj=1

formula adja (ldncszabdly parcidlis derivdltakra).



2. Homogén fuggvények

2.1. Legyen f egy U C R™ halmazon értelmezett valosértékii fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy f k-adfoki pozitiv homogén, ahol k € R, ha minden ¢ pozitiv
valés szam és v € U vektor esetén tv U-hoz tartozik, és érvényes az

f(tv) =" f(v)

reldcié. Amennyiben k egész szdm és a most megfogalmazott feltételek minden
t € R* valds szamra teljesiilnek, gy f-et k-adfoki homogén fiiggvénynek ne-
vezziik.
Megjegyzések. (1) Ha az f : U — R (U C R™) fliggvény pozitiv homogén és
v € U\ {0}, akkor U tartalmazza az origd kezdSpontid, v-n dtmend félegyenest;
maga az origd hozza is tartozhat U-hoz meg nem is. Amennyiben f homogén,
Ggy U tartalmazza az origora és v-re illeszked teljes egyenest, kivéve esetleg
magat az origdt.

(2) Nyilvanvald, hogy minden homogén fliggvény egyben pozitiv-homogén
is, a megforditas azonban nem igaz. [llusztraciéként tekintsiik az

FiveR > f(v) == (v,0)% €R
normafiiggvényt. Ez els6foki pozitiv homogén (f(tv) = ¢ f(v), ha t pozitiv valés
szdm), de nem homogén.
2.1.1. Ha U C R” tartalmazza az origot, és f : U — R nulladfoku pozitiv
homogén fiiggvény, amely folytonos a 0-ban, akkor f konstans fliggvény.

Bizonyitds. A nulladfoku pozitiv homogenitas miatt
f(tv) = f(v) ;veld , teRy.
fgy a 0-beli folytonossag azt adja, hogy tetszdleges v € U esetén

£(0) = lim f(tv) = lim f(v) = f(v);

t—0t

f tehat valéban konstans. O

2.1.2. Ha f: R"™ — R els6foku pozitiv homogén fiiggvény és a 0-ban 1étezik
a derivdltja, akkor f linedris fliggvény, mégpedig f = f/(0).

Bizonyitds. Vélasszunk tetszdlegesen egy v € R™ vektort. f/(0) létezése folytan
f folytonos a 0-ban, s igy

f(0) = lim f(tv) = lim tf(v) = f(v) lim t =0,

t—0t

felhaszndlva f homogenitdsi tulajdonsdgat. f(0) = 0 figyelembevételével

. f(tv) = f(0) . f(tv) .

!/ _ _ _ _

f(0)(v) = th%hit = th%arit = thr(]§1+ f(v) = f(v)

adodik, és ez volt az allitas. m]



2.2. (FBuler tétele a homogén figgvényekre.) Legyen U C R™ nemiires nyilt
halmaz, amelyre teljesiil, hogy tetszbleges v € U, t € R} esetén tv € U. Egy f :
U — R differencidlhaté fiiggvény akkor és csak akkor r-edfoku pozitiv homogén
(r € R), ha minden v € U pontban

f'()(w) =rf(v)
teljestl. n > 2 esetén ez ekvivalens azzal, hogy

Zn:eiDif:rf.

1=1

n
Bizonyitds. Jegyezziik meg el6szor, hogy ha v = Z v'e; € U, akkor
i=1

f)w) = f(v) <Z Vi@i) =Y V' (w)(e) =D v Dif(v) = (Z eiDif> (v),
i=1 i=1 i=1 i=1
tehdt a felirt két reldcié valéban ekvivalens.
(1) Megmutatjuk, hogy f r-edfokd pozitiv homogenitdsa esetén f'(v)(v) =
rf. Rogzitett v € U mellett tekintsiik ebbdl a célbdl a
ty 20, 00— R™ |t p,(t) :=tv
leképezést. Ez differencidlhat6, mégpedig p;, (t) = v, t € R Képezziik ezutdn a
h:=fopu,: ]0,00[—= R
fliggvényt. Ez szintén differencidlhaté; a lancszabdly alapjan azt kapjuk, hogy
R'(t) = f'(tv)(v) , t € RE.
Igy specialisan h'(1) = f'(v)(v).
Masrészt f r-edfoku pozitiv homogenitasa alapjan
h(t) = f(tv) =t"f(v) , t € RY;

igy W(t) = rt" " f(v), és W'(1) = rf(v). Osszevetve a h/(1)-re nyert két
eredményt, a kivant reldcidohoz jutunk.

(2) Tegyiik fel megforditva, hogy egy rogzitett r valés szdmmal minden v €
U-ra
f')w) =rfv)
teljestl. Tetszolegesen kivalasztott v € U mellett képezziik ekkor a
@:RY =R, t—=p(t) = flto)t ™" = (fop)(t)t™"
fiiggvényt. Ez is differencidlhato, tetsz6leges ¢t € R% helyen
@() = /() )t = rf ()7 = Lf () (o)t~ — (o) O
rf(to)t=""t —rf(tv)t—"" = 0.
Ebb6l kovetkezden o konstans fliggvény, igy tetszdleges v € U, t € R esetén
f) = (1) = o(t) = f(to)t™", azaz f(tv) =" f(v).

Ezzel belattuk f r-edfokd pozitiv homogenitasat. o



2.2.1. Ha f:R" — R C?-osztalyt méasodfoki pozitiv homogén fiiggvény,
akkor f kvadratikus forma (és {gy sima fiiggvény).
Bizonyitds. (1) Azt mutatjuk meg elészor, hogy f médsodfoku pozitiv homoge-
nitdsaa D;f (i € {1,...,n}) parciélis derivaltak els6foku pozitiv homogenitdsat
vonja maga utdn. Valéban, az Euler-tétel alapjan

> _e'Dif =2f;
j=1

innen minden i € {1,...,n}-re

2D;f =D; | Y e'D;f | =Y (8!D;f + €' DiD;f) = Dif +> ' DiD;f,
j=1 j=1 j=1
azaz
n )
Dif =) ' D;(Dif)
j=1

adodik, ami - ismét csak az Euler-tétel alapjan - a D, f figgvények els6foki
pozitiv homogenitaséat jelenti.

(2) Az (1)-ben mondottak alapjén, az ott alkalmazott gondolatmenettel
kévetkezik, hogy a D;D; f (i,j € {1,...,n}) fiiggvények nulladfokd pozitiv ho-
mogének, s igy - mivel a 0-ban f C?-osztalyd volta miatt folytonosak - 2.1.1.
értelmében mindegyikiik konstans fiiggvény:

DZDJf(’U) = DzDJf(O) V€ R™ ; ’L,j S {17 - ,TL} .

Visszatérve az (1)-ben nyert D;f = ZeijDif = ZejDiDjf reldciéhoz,

Jj=1 Jj=1

>3 e DDy f ZU’DJ 2 af,

=1 j=1

innen

kovetkezésképpen tetszéleges v € Z v¥es, € R™ esetén
k=1
n n

%ZZ@Z )e (v)D; D; f (v) ZZWJDDf( ).

i=1 j=1 =1 j=1

Ez azt jelenti, hogy f Valéban kvadratikus forma, amelyet R™ kanonikus bazisara
vonatkozéan az 1(D; D, f(0)) n X n-es métrix reprezental. a]

3. Sokasagok

3.1. Egy S topologikus téren adott n-dimenzids térkép (n € N*) olyan (U, u)
par, ahol 4 C S nyilt halmaz, u homeomorfizmusa U-nak az R" tér egy nyilt
halmazéra. Az u' := e’ ou : U — R (i € {1,...,n}) fiiggvények a térképhez
tartozé koordindtafiiggvények, (u')™_, egy lokdlis koordindtarendszer S-en.

Elnevezések. U az (U,u) térkép tartomdnya, u a hozzd tartozd koor-
dindtaleképezés. Az (U,u) térkép p korili, ha p € U; egy ilyen térkép p
kézépponti, ha u(p) = 0.



3.2. Az S topologikus tér (U,z) és (V,y) n-dimenzids térképe C°-
kompatibilis, ha az

yozr l:z(UNV)CR® - yUUNYV) CR"és az
zoy liyUNV)CR" »z(UNV) CR"

dtmenetleképezések simak, vagy U NV = ().

3.3. Az S topologikus tér egy n-dimenzids atlasza n-dimenzids térképek egy
olyan A csalddja, amely eleget tesz a kovetkezd két feltételnek:

(AT)1 az A-hoz tartozd térképek tartomanyai lefedik S-et;
(AT)y A bdrmely két térképe C°-kompatibilis.

Az A atlasz maximdlis, ha tartalmaz minden olyan térképet, amely A vala-
mennyi tagjaval C'°°-kompatibilis.

3.3.1. Egy topologikus tér minden n-dimenzids atlasza benne van egy
egyértelmiien meghatarozott maximalis atlaszban.

3.4. Egy n-dimenzids sima sokasdg, roviden sokasdg, olyan megszamlalhaté
bazisi Hausdorff-féle topologikus tér, amely el van litva egy n-dimenzidés ma-
ximélis atlasszal; sokasdg térképe a sokasag-strukturat definidlé maximalis atlasz
egy tagja.

3.4.1. Az R™ valés vektortér n-dimenziés sokasdg, az (R",1gn) =
(R™, (")) egytagu atlasz dltal meghatdrozott maximélis atlasszal elldtva; ez
a maximélis atlasz R™ természetes sima struktirdja.

3.4.2. Legyen V n-dimenziés valés vektortér. Egyértelmiien létezik V-n
olyan Hausdorff-topolégia, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:

(i) aVxV =V, (uv) > utovisszeadds és az R x V =V | (A v) = v
skalarral valé szorzas folytonos a megfelel6 szorzattopoldgidkra nézve;

(ii) valamennyi V' — R linedris fiiggvény folytonos.

Ez a topolégia a V' vektortér természetes topolégidja. A természetes topoldgidval
ellatott V' vektortér és az R™ valds vektortér homeomorf, homeomorfizmus
kozottiik minden linedris izomorfizmus. Ha tehdt = : V' — R™ linedris izo-
morfizmus, akkor (V, z) egytagui atlasza V-nek, amely egyértelemiien maximalis
atlasszd bovithetd (3.3.1.), s igy V n-dimenzids sokasdggd vélik. Ennek a so-
kasdgnak minden olyan (V,y) pér térképe, ahol y : V' — R™ linedris izomorfiz-
mus, ugyanis az yox ! : R® =+ R" és az zoy ! : R” — R" dtmenetleképezések
linearis izomorfizmusok, és ezért sima leképezések.



3.4.3. Tekintsiik az R**! tér
S":={aeR""||a|] =1}

egységgombfeliiletét. Ellatva az altér-topoldgiaval, S™ kompakt topologikus tér.
Legyen
E:=(0,1)eS5",D:=(0,-1) € S"; 0 € R";
Uy = S"\{E}, U_:=5"\{D}.

S™ R"-re vald, E-bol ill. D-bél torténd sztereografikus projekcidja a

n n 1
S0+:U+—>R ,(U,V +1)’—>W’U,
ill. a {
. n n+1
907.U7—>R7(7),V )HWU

leképezés. Mindkét leképezés folytonos és invertalhatd, az inverziik a

wi)l(p):( e ‘1>,peRn

2 ’ 2
Ipll”+1 ™ +1

formuldval adhaté meg, kovetkezésképpen folytonos. (Uy,¢4) és (U—,p_) ily
modon n-dimenzids térképe S™-nek.

Yo € R"\ {0} : (94 0 =1)(v) = (¢ 0 93 )(v) = o,

igy a térképek kozotti dtmenetleképezések simak. (Ui, @), (U—,¢-)) tehdt
n-dimenziés atlasza S™-nek, amely 3.3.1.-nek megfeleléen S™-et n-dimenzios
sokasagga teszi.

3.4.4. Legyen M n-dimenziés sima sokasdg, A maximaélis atlasszal. Te-
kintsiik M-nek egy nemiires U nyilt részhalmazdt, s jelentse A4;; M mindazon
(V, x) térképeinek halmazdt, ahol V C U. Az Ay-beli térképek tartomdnyai le-
fedését alkotjdk U-nak, ugyanis minden p € U ponthoz van olyan (W, z2) € A
térkép, hogy p € W, ésha V:=WnNU, x:=z | V, akkor (V,z) € Ay ésp € V.
Ay barmely két térképe C*°-kompatibilis, A;; tehat n-dimenzids atlasza U-nak,
amely ezéltal maga is n-dimenziés sokasag.

Az igy kapott sokasag az M sokasag egy nyilt részsokasdga; egy sokasag nyilt
részhalmazait mindig nyilt részsokasagoknak tekintjik.

3.4.5. Legyen M m-dimenziés, N n-dimenzids sokasag, A, ill. B maximalis
atlasszal. Egy (U,z) € A és (V,y) € B térképhol képzett szorzattérkép az az
(U x V,z x y) pér, ahol

V(p.g) €U XV :a x y(p.q) := ((p),y(q) €R™ x R" =R,

Ellatva az M x N Descartes-szorzatot a szorzattopolégiaval, az Osszes szor-

zattérképek atlaszt alkotnak M x N-en, amely ezdltal (m + n)-dimenziés so-

kasaggd valik. Az igy kapott sokasag az M és N sokasdg szorzatsokasdga.
Ketténél tobb, de véges sok sokasdg szorzatsokasdga analég moédon

konstrualhato.

Példa. A

T := St x ... x St (n tényezs, n € N¥)

szorzatsokasag az n-dimenzios torusz.



4. Sima leképezések

4.1. Legyen M m-dimenziés, N n-dimenziés sokasdg. Egy ¢ : M — N
leképezés C*-osztdlyi (k € N*), ha minden p € M pont esetén megadhaté
olyan p korili (U, x) és ¢(p) koriili (V,y) térkép, hogy p(U) C V és az

yopox t:xU) CR™ = y(V)CR"

leképezés CF-osztalyt. ¢ sima leképezése M-nek N-be, ha minden k € N*-ra
CF-osztalyti. Egy ¢ : M — N CF-osztalyi leképezés C*-diffeomorfizmus, ha
a o' i N — M inverz leképezés létezik és szintén C*-osztalyd. Két (nem
foltétlentil kiilonbozd) sokasdg diffeornorf, ha létezik kozottik diffeomorfizmus.

Jelolés.
CH*(M,N) :={¢: M — Nl|p C*-osztalyi},
C*®(M,N):={p: M — N|p sima}.

4.1.1. Ha ¢: M — N CF-osztalyi leképezés, akkor ¢ folytonos.

4.1.2. Legyen M és N sokasig, A = (Uy,Ta)aca atlasza M-nek , B =
(Vs,y8)secp atlasza N-nek. Ha ¢ : M — N folytonos leképezés, és tetszleges
(o, 8) € A x B esetén yg o p ozt sima leképezés az értelmezési tartomdnyan,
akkor a ¢ leképezés sima.

4.1.3. Legyen ¢ az M sokasdg N sokasdgba vald leképezése. Ha minden
p € M pontnak van olyan U nyilt kornyezete, hogy a ¢ | U leképezés sima,
akkor ¢ sima. Megforditva, ha ¢ sima leképezés, akkor minden nyilt halmazra
valé lesziikitése is sima. (A simasdg lokdlis tulajdonsdg.)

4.1.4. Legyen M és N sokasdg, (Us)aca nyilt lefedése M-nek. Ha minden
a € A-hoz meg van adva egy @, : U, — N sima leképezés gy, hogy

V(a,B) € AX Aty [Uy NUz = g | Uy NU3,
akkor egyértelmiien 1étezik olyan ¢ : M — N sima leképezés, hogy ¢ [ U, = ¢q,

minden a € A esetén.

4.1.5. Egy sokasag identikus transzformécidja sima leképezés, sima
leképezések kompozicidja sima leképezés.

4.1.6. Ha két sokasdg kézott létezik Ct-osztdlyd diffeomorfizmus, akkor a
sokasdgok kizott létezik C°-diffeomorfizmus is (1d. Morris W. Hirsch: Diffe-
rential Topology, GTM33, Springer-Verlag, New-York, 1976). Megallapodunk
abban, hogy a tovabbiakban

diffeomorfizmuson sima diffeomorfizmust értink.

Diff(M) := C*°(M,M) csoport a kompozicié miiveletével, az M sokasdg
diffeomorfizmus-csoportja.



4.1.7. Vannak olyan sokasdgok, amelyek homeomorfak, de nem diffeomor-
fak: az R* topologikus téren nem megszdmlalhaté sok maximalis atlasz adhaté
meg Ugy, hogy az el6allé sokasagok paronként nem diffeomorfak. Ha n # 4, ak-
kor az R™ tér sokasag-strukturdja diffeomorfizmus erejéig egyértelmii. Han > 7,
akkor az S™ gombon véges sok nem-diffeomorf sokasdg-struktira létezik; ezek
szédma S” esetén 28.

4.2. Tetszoleges M sokasag esetén
CK(M) := C*(M,R) (k € N*) , C®(M) := C>(M,R).

A 4.1.-beli definici6 értelmében f € C*°(M) pontosan akkor teljesiil, ha
minden p € M pont kériil megadhaté olyan (U, z) térkép, hogy az foax~! :
2(U) — R fiiggvény sima (f(p) koriili térkép gyandnt (R, 1g) vélaszthatd).

4.2.1. Tetszéleges M sokasig és k € N* esetén C*(M) valés algebra a
fliggvények Osszeadasanak, skalarral valé szorzasanak és szorzasanak szokasos,
pontonkénti értelmezése esetén.

4.2.2. Egy f € C™(M) figgvény tartdja azon pontok halmazanak lezartja,
amelyekben f nem tlnik el:

supp(f) := {p € M|f(p) # 0};

f zérus halmaza

Z(f):={pe M|f(p) =0}.

4.2.3. Legyen M egy sokasag, p egy pontja M-nek, U pedig tetszdleges
kornyezete p-nek. Létezik olyan f € C°°(M) fliggvény, amely rendelkezik a
kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) Vge M :0< f(qg) < 1;
(2) f l-et vesz fol a p pont egy kdrnyezetében;

(3) supp(f) CU.

f-et ekkor p-beli dudorfiiggvénynek hivjuk.
A konstrukcic vazlata. Legyen e tetszéleges pozitiv valds szam.
1. lépés Legyen

1
e t,hat>0;
ot0)= {
0, hat <0.

Ekkor g € C>(R).
2. lépés Képezzik a
. — g(2e—t)
fiiggvényt. Ekkor h € C*°(R), és teljesiilnek réd a kovetkezok:

(i) h(t) =1, hat <e¢;

10



(ii) 0 < h(t) <1,hae<t < 2
(iit) h(t) =0, ha t > 2.

3. lépés Jeloljink ki M-en olyan (V, x) p-kdzépponti térképet, amelyre V C
U. Vilasszuk meg az e pozitiv valds szdmot gy, hogy x(V) C R™ tartalmazza
a Bs.(0) géombdt (0.3.). Ha

N = Z(mi)2:V—>R (vt :=elomie€{l,...,n}),
i=1

és
) = {hoN(Q), ha ¢ € V;
o 0, ha g € M\V,

akkor f € C(M), és f eleget tesz az (1)-(3) feltételeknek.

4.2.4. Egy M sokasiagon adott sima egységbontds M-en értelmezett sima
fiiggvények olyan (fn)aca csalddja, amely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

(P1) Tetszéleges p € M pont és minden a € A index esetén f,(p) > 0.

(P2) (Lokdlis végesség) Minden p € M pontnak van olyan U kérnyezete, amely
a (supp(fa))aca halmazcsalddnak csak véges sok tagjat metszi.

(P3) Barmely p € M esetén Z falp) = 1.
acA

Az egységbontds az M sokasig egy (Un)aca nyilt lefedéséhez csatolt, ha
supp(fo) C U, teljesiil, minden o € A indexre.
Megjegyzés. Mivel (P2) értelmében tetszbleges p € M esetén Zfa(p) =

a€cA
Z fa(p) véges Osszeg, a (P3) feltétel végtelen A indexhalmaz esetén is
fa(p)#0
értelmes.

4.2.5. Egy sokasig minden nyilt lefedéséhez létezik az illeté lefedéshez
csatolt egységbontds. (Az egységbontds tétele.)

Megjegyzés. A tétel érvényessége szempontjabdl perdonté az a so-
kasagok definicigjaba beépitett kovetelmény, hogy a topoldgidjanak létezzen
megszamlalhaté bazisa.

5. Az érintonyalab

5.1. Egy M sokasdg egy p € M poutbeli értintdvektora olyan v : C>°(M) — R
fliggvény, amely

(1) R-linedris: v(af + Bg) = av(f) + Pu(g), tetszbleges o, 8 € R, f,g €
C>°(M) esetén;
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(2) eleget tesz a

v(fg) =v(fg(p) + f(p)vlg) ; f,g € C=(M)

Leibniz-szabdlynak.

Az 6sszes p-beli érintévektorok halmazat T, M jeloli. T, M valés vektortér a
linedris fliggvények szokasos Osszeadasaval és skalarral valé szorzdsaval, azaz ha
v,we T,M, A € R, akkor

(w+w)f=o(f) +w(f), AW)(f) = (f); feC>(M).

A T, M valds vektortér az M sokasig p-beli érintétere.

5.1.1. Ha az f,g € C™(M) fiiggvények egybeesnek egy p € M pont egy
kérnyezetében, akkor tetszéleges v € T, M esetén v(f) = v(g).

Bizonyitds. v linearitdsa miatt elegendd azt igazolni, hogy ha f zérus a p pont
egy U kornyezetében, akkor v(f) = 0. Legyen g € C°°(M) olyan p-beli du-
dorfiiggvény (4.2.3.), hogy supp(g) C U. Ekkor fg = 0 teljesiil az egész M
sokasag 616tt. Mivel v(0) = v(0 4 0) = v(0) + v(0) miatt v(0) = 0, a Leibniz
szabdly alkalmazasaval

0=0(0) = v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(9) = v(f),
hiszen f(p) =0 és g(p) = 1. o

5.1.2. Haegy f € C®(M) fliggvény konstans egy p € M pont egy kornye-
zetében, akkor barmely v € T, M esetén v(f) = 0.

Bizonyitds. 5.1.1. alapjan feltehetjiik, hogy f ugyanazt az a € R értéket ve-
szi fel M minden pontjdban. Ha 1 € C°(M) az {1} értékkészletii konstans
fiiggvény, akkor f = al. Mivel v(1) =v(1-1) = v(1)-1+1-v(1) = 2v(1) miatt
v(1) =0,

v(f) =v(al) = av(l) = 0.

5.1.3. Tekintsiik az M sokasag egy U C M nyilt részsokasiagat. Legyen
p €U, v € T,U tetszbleges. Ha

o(f) =o(f TU), feC>(M),
akkor v € T,M. A
velT,U—veT,M

leképezés nyilvanvaléan linearis és injektiv, s 5.1.1. alkalmazdséval az is adédik,
hogy szurjektiv, tehat linearis izomorfizmus. fgy egy nyilt részsokasdg tetszdleges
pontbeli érintdtere azonosithato a sokasdg illeté pontbeli érintdterével - ,az
érintovektorok lokdlis objektumok”.
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5.1.4. (Bdzistétel) Ha (U, u) = (U, (u')?_,) térkép az M sokasdg p pontja
koriil, akkor a

(g2), : £ € C=(M) = (), () = k() = Di(f ou")(u(p)) € R

n
fiiggvények p-beli érintévektorok, a (( a?ﬂ)p) vektorsorozat pedig bézisa a

T, M érintétérnek. Ebbdl a bazisbol tetszbleges v € T »M érintévektor a

oo i”(“i) (a(zi)p

=1

formula szerint kombindlhaté linedrisan.
Megjegyzés. A Dbéazistételbol kiolvashatdéan egy sokasdg tetszdleges pontbeli
érintdterének dimenzidja véges, €s megegyezik a sokasdg dimenzidjdval. A

g:; =Di(fouou:U =R

fiiggvényt az f fliggvény (U, u) térképre vonatkozd i-edik parcidlis derivdltjanak
hivjuk.

5.1.5. Ha (U, (u®)™ ;) és(Zj{, (1:’)7:1) térkép az M sokasdg egy p pontja
koriil, akkor érvényes a

( B )p:iauj(p) (&)p;ie{l,,..,n}

ou? =1 out

transzforméaciés szabaly. Valéban, a bazistételt a (%) € T, M érintévektorra
ut / p
alkalmazva, a felirt eloallitashoz jutunk.

5.2. Legyen M n-dimenziés sokasag, s jelolje 0, a T, M érintStér zérusvektorat.
Ekkor M minden értintévektora egyetlenegy érintétérbe tartozik, és M Osszes
érintévektorainak halmaza megkaphaté a

T™ = | ) T,M
peEM

uniéként. T'M M-re valé természetes projekcidja a
T:TM —-M,v—71(v):=p,havel,M

leképezés. A definiciébdl adéddan tetszbleges p € M pont esetén 71 (p) = T, M.
Legyen A megszamlalhaté atlasza M-nek, s tekintsiink egy (U, u)
U, (u)?_,) € A térképet. Képezziik az

rii=ulor=clouor: T I U) = R,
valamint az

yoiver HU) = yi(v) i=o(ut) €R
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fiiggvényeket (i € {1,...,n}), ezekbdl pedig az
(@,y) = (@, 9" )py = (2. 2™yt y™) 7T U) = ) x R C R
leképezést. A bézistétel alapjén adédik, hogy (z,y) bijektiv, az inverze az

(av(ylv--~71/n))EU(U)XRn}—)Zyi <ai1) ET*l(u)
i=1 u=1(a)

leképezés. Egyértelmiien létezik olyan megszamldlhato bdzisi Hausdorff-
topologia a TM halmazon, hogy

{1 ), (@, 9) U, u) € A}

atlasza T M -nek. Illy médon TM 2n-dimenzids sokasdggd valik, amelynek a 7
projekcio sima leképezése M-re. A tovabbiakban T'M-et az itt leirt sokasdg-
strukturaval ellatott sokasagként kezeljiik, és érintdsokasdgként is emlitjiik.

Terminologia. 7 : TM — M - vagy egyszerlien 7 - az M sokasag
érintonyaldbja; TM az érintényalab totdltere, M a bdzissokasdga; tetszéleges
p € M pont esetén 77(p) = T,M a p pont folotti fibrum. (Az érintényaldb
elnevezés T'M-re is hasznélatos, bar ez a széhasznalat nem teljesen kovetkeze-
tes.) A most bevezetett széhasznélat altaldnosabb megalapozist fog nyerni a
vektornyalabokkal foglalkozé késébbi fejezetben.

6. ErintSleképezés. Gorbék

6.1. Legyen M és N sokasig, ¢ : M — N sima leképezés. Kivalasztva egy
p € M pontot, értelmezziink egy

(S"*)p cTpyM — TW(P)N y U (‘P*)p(v>

leképezést azzal az eléirdssal, hogy tetszdleges h € C°(N) fiiggvény esetén

(@s)p(v)(h) :=v(h o).

Ekkor (p.)p(v) valéban ¢(p)-beli érintévektora az N sokasdgnak, és a (¢.)p :
TyM — T, N leképezés linedris. Ezt a linedris leképezést a ¢ leképezés p-
beli érintdleképezésének vagy derivdltjanak nevezzik. ¢ érintdleképezése vagy
derivdltja a

@it TM - TN , v . (v) == (ps)p(v) , hav e T,M

leképezés.

A ¢ leképezés immerzid a p pontban, ha a (), derivélt injektiv, szubmerzio
p-ben, ha (p.), sziirjektiv linedris leképezés. ¢ immerizidja, ill. szubmerziéja az
M sokasdgnak az N sokasdgba, ha M minden pontjdban immerzio, ill. szub-
merzio.

A @ leképezést az M sokasig N sokasagba val6 bedgyazdsanak nevezziik, ha
olyan injektiv immerzid, amelyre teljesiil, hogy a

p1: M — p(M) C N, p pi1(p) == ¢(p)

leképezés homeomorfizmus, ha p(M)-et az N sokasdg topoldgidjabdl szarmazd
altér-topolégiaval 1atjuk el.
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6.1.1. Ha ¢ € C°(M,N), akkor ¢, € C°(TM,TN).
6.1.2. Legyenek L, M, N sokasdgok, v € C*(L,M), ¢ € C>°(M,N).
Jelolje ¢ az M sokasag identikus transzformacidjat.

(1) Ervényes a
(o) = pu o,

lancszabaly. Fibrumonként:

((pot)s)p = (@u)yp) © (Yu)p , P € L.
(2) te = 1rar, ill. (t4)p = 17,07, minden p € M-re.

(3) Ha ¢ € C°°(M, N) diffeomorfizmus, akkor ¢, € C°(TM,TN) is diffeo-
morfizmus, és
()™ = (07 )s

Fibrumonként: tetszoleges p € M pont esetén
(ps)p : TpyM — Ty N és (o™ Du((p)) : Ty N — T,M

linearis izomorfizmusok, amelyek egymas inverzei.

6.1.3. Ha U nyilt részsokasdga az M sokasignak és
j:U—>M,p—jp)=p
a befoglalé leképezés (inklizid), akkor
()p : T — T, M

linedris izomorfizmus, minden p € U esetén (v.6. 5.1.3.).

Ennek igazoldsira megkonstrudljuk a (j.), linedris leképezés inverzét.
Vélasszunk olyan h € C*°(M) p-beli dudorfiiggvényt, amelyre supp(h) C U
teljesiil. Ertelmezziink egy

k:T,M — T,U , v~ k(v)
leképezést a

k()(f) == wv(hf), f € C=U)
eléirdssal. 5.1.1. miatt k jol definidlt. Tetszbleges w € T,U és F € C°(M)
esetén

ko (j)p(w)(F) = (ju)p(w) (hF) := w(hF o j) = w(hF) ="

w(F),
kovetkezésképpen k o (j.)p, = l1,i. Hasonléan ellenérizhetd, hogy (j.)p, o k =
]‘TpM .

6.1.4. Ha ¢ € C*°(M,N) diffeomorfan képezi le egy p € M pont egy
kornyezetét a p(p) € N pont egy kérnyezetére, akkor a (p«)p : TpM — Ty N
leképezés linearis izomorfizmus.

Ez adédik 6.1.2. alapjan.
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6.1.5. Ha M m-dimenziés, N n-dimenzids sokasdg, (U, (x)" ) térkép egy

p € M pont kériil, (V, (y7)7_,) térkép a p(p) € N pont koriil, akkor

e (5) =225 () et m

i=1

A fellépb (%(p)) € My xm(R) matrix ¢ p-beli Jacobi mdtriza az alapul
vett térképekre vonatkozdan.

6.1.6. Legyen ¢ : M — M sima leképezés. Egy M-en kijelolt (U, (u®)? ;)
térkép és a T M-en &ltala indukalt (7= 1(U), (2%, y")™ ;) térkép (5.2.) segitségével
a gy : TM — TM érint6leképezés U N p(U) f6l6tt (ha az nem iires) a

ra B () (rere) v

zl]l

formulaval irhaté le. ¢, koordinatafiiggvényei
i — _ i i — E : J <
op,=uoporT=p oT Yy op,= ‘:ly (8uj OT> ;ie{l,...,n}.

Tetszbleges v € 771 (U) esetén a
(@ax)v = ((0x)w)y : ToTM — Ty (1) TM

maéasodik derivalt hatasat T, T M

0 0 "
8$i v 7 ayl v/ =1
bazisan a

(e <8?cﬂ’>v - z": gi;‘ (1(v)) (aaxi)w*(v)—i_in ) yk(v)aijg;k (r(v)) (fili

formulak adjdk.
Bizonyitas. Legyenv € T,M, p € U tetszleges. A v vektort a bazistétel alapjan

av= Z v (v) (83]) alakban §llitva el6, 6.1.5. alkalmazdsédval kapjuk, hogy
= P




ami a @,-ra adott lokalis formula helyességét jelenti. Innen
' (pu(v)) =o' OT(%( ) = u'(@( ) = s0' o7(v),
i A" i
Y (u(v) = Zy T( 7(v))o), =

n

>y (gi; OT> (v),

Jj=1

ez az x'op,, y'op, koordinatafiiggvények megadott alakjdhoz vezet. A tovabbiak
hasonléan adédnak. O

6.1.7. Megtartva az el6z6 pont jeloléseit, legyen A € R tetsz6legesen
rogzitett valds szdm, és jelentse my a

TM —TM ,v— my(v) := v

leképezést. Ekkor

Yo e HU) = (my). <8§;i)v = <8§:i>m , (M)« <aayi>,u = (;ﬁ)w ie{l,...

Bizonyitds. Mivel 27 o my(v) = 27(\) = v/ o 7(\) = v/ o 7(v) = 27 (v) és
y? oma(v) =y’ () = Ay (v) ,

wlomy=a gy omy=N ;j€{l,...,n}.
Felhaszndalva ezt az észrevételt, 6.1.5. alapjan

()~ (B0 (), 50 (), )

i=1
=1 gzz ) (33]> Zé] ((93 w (;xi)m;’
(M)« (3?Ji>v :]Z: (‘W(U) (8(;) " 8(y]80mA)( ) (({;ZJ)M) _

8yﬂ 0
ZA <a) =4 az)
j=1 ) Y Av

6.1.8. (Azinverz-leképezés tétel.) Legyen ¢ : M — N sima leképezés, p egy
pontja M-nek. A (p.)p : TpM — T, N derivalt akkor és csak akkor linedris
izomorfizmus, ha a p pontnak megadhat6 olyan U kornyezete, hogy a ¢ [ U
leképezés diffeomorfizmusa U-nak a ¢(p) pont o(U) C N kdrnyezetére.

Bizonyitds. 6.1.4. miatt a feltétel elegends. Megforditva, tegyiik fel, hogy (¢4),
linedris izomorfizmusa T), M-nek T,y N-re. Ekkor M és N dimenzidja megegye-
zik, legyen a kozos dimenzidjuk n. Vélasszunk a p pont koril egy (Uy, z), a p(p)
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pont koriil pedig egy (V1,y) térképet gy, hogy ¢(U1) C Vs teljesiiljon. Legyen
a:=z(p), b:=y(p(p)), Y :=yopox™t | xU). A feltétel alapjin a

Y'(a) | R - R"

derivdlt linedris izomorfizmus, ezért a klasszikus inverz leképezés tétel
értelmében az a pontnak megadhatd olyan Ui, a b pontnak pedig olyan Vi
kornyezete, hogy ¢ | Uy : Uy — V; diffeomorfizmus. Ha U = x~1(Uy)
Y = y*1(171), akkor U kornyezete p-nek, V kornyezete o(p)-nek, ¢ | U
y“loyoux U, ésigy ¢ diffeomorfizmusa U-nak V-re.

[m]

6.1.9. Egy ¢ : M — N sima leképezést lokdlis diffeomorfizmusnak ne-
veziink egy p € M pontban, ha a (p.), : TpM — T, N derivalt linedris
izomorfizmus. (A terminolégidt 6.1.8. indokolja.) Amennyiben ¢ lokalis diffe-
omorfizmus M minden pontjdban, igy azt mondjuk, hogy ¢ lokdlis diffeomor-
fizmusa M-nek N-be. Ha ¢ : M — N bijektiv lokilis diffeomorfizmus, akkor
diffeomorfizmus.

6.2. Hassler WHITNEY bedgyazasi tételei.

(1) Immerzio-tétel. Minden n-dimenzidés sokasignak létezik immerzidja R?"-
be. Erés véltozat: minden legaldbb kétdimenzids sokasagnak létezik im-
merizéja R?"~1-be.

(2) Bedgyazdsi tétel. Minden n-dimenziés sokasdgnak létezik szabélyos
bedgyazasa R?" 11 be, azaz olyan bedgyazdsa, amelynél barmely kompakt
halmaz 6sképe is kompakt. Eros valtozat: minden n-dimenziés sokasagnak
létezik bedgyazasa R2"-be.

6.3. Legyen M és N sokasdg, és tekintsiik az M x N szorzatsokasiagot.
Tetszéleges (a,b) € M x N esetén a T(q ) (M x N) érint6tér kanonikusan izomorf
aT,M & T,N direkt 6sszeggel, ilyen izomorfizmust ad meg a

Pap W € Tiap) (M X N) = @ap(w) := ((mar), (w), (7n)«(w)) € TyM & Ty N

leképezés, ahol was : M X N — M és wn : M x N — N természetes projekcidk.

Bizonyitdas. A @qp leképezés nyilvanvaléan linearis. Megkonstrualjuk ¢4 4 in-
verzét. Tekintsiik az ,,a-val, ill. b-vel ellentett”

Ja: N —=MxN ,q— julq) := (a,q),

ill.
gy : M — M x N, prs jy(p) = (p,b)

inklizidt. vy,-val, ill. vp-vel jelolve a
qEN—.(q):=ae M, ill. pe M+ yw(p):=beN

konstans leképezést, érvényesek a

TM ©Ja = Ya » TM © Jb = lng;
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TNOJoa=1N,TNOJb =
reldcidk. Innen a ldncszabély (6.1.2.) alapjén
(1)« © (Ja)x = 0, (Tar)x © (o) s = 17
(mN)x 0 (Ja)s = 1o, (TN )« 0 (Jb)« = 0.
Tekintstik ezek utdn a
Yap : ToM & Ty N — T(a)b)(M x N),
(u,v) = Yap(u,v) = (Jb)«(u) + (Ja)«(v)

linearis leképezést. Az utoljara nyert relacidk alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
tetszleges (u,v) € T,M @ Ty N esetén

Pab © Yab (U V) = 0ap ((Jb)«(w) + (Ja)«(v)) =
((mar)« © ()« (W) + (Tar)« © (Ja )« (v), (TN ) © (Jo)«(w) + (TN )4 © (Ja)« () =
(u+ 04,05 +v) = (u,v),

tehdt g p0ep ToM ®TpN identikus transzformécidja. Mivel g p és 4,5 véges
dimenziéju vektorterek kozotti linaris leképezés, és

dimT (g py(M x N) = dim(M x N) = dimM + dimN = dimTo M + dimT,N,
kovetkezik, hogy g és 14, inverz izomorfizmusok. o

A most igazolt eredmény lehet6vé teszi, hogy a T{q,p) (M x N) érintéteret és
aT,M ®T,N vektorteret azonositsuk a

W € T(ap) (M x N) = ((mar)«(w), (7n)+(w)) € TuM & TyN,
ill. az
(u,v) € ToM & TyN = (jb)« (1) + (Ja)«(v) € Tiap) (M x N)

leképezés révén. Tekintettel erre a természetes azonosithatésdgra, a
tovabbiakban rendszerint egyszerlien azt irjuk, hogy

T(a,b)(M X N) =T,M & T,N.

{ p:T(M xN)—TMxTN
@0 | Tap)(M X N) :=@aqy ; (a,b) € M x N,
akkor ¢ olyan sima leképezés, amely fibrumtarté abban az értelemben, hogy
tetszoleges T(, ) (M x N) érintSteret a ToM & Ty N vektortérbe viszi at, és
fibrumonként linedris izomorfizmus. ¢ altal M x N érintonyaldbja azonosithato
aTM x TN ,szorzatnyaldb”-bal; ez utébbi fogalmat kés6bb pontositjuk.
6.3.1. Megtartva a bevezetett jeloléseket,ha
w e T(a,b) (M X N) , W1 1= (WM)*(’LU) ; W2 1= (WN)*(UJ),
akkor tetszéleges f € C°(M x N) fiiggvény esetén
w(f) = wi(f o jp) +w2(f 0 ja).
Valéban, az 6.3. végén mondottak alapjan

w(f) = (o)« (w1)(f) + (Ja)« (w2) (f) = wi(f © jb) + wa(f 0 Ja)-
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6.3.2. (Leibniz-formula) Legyen @ tovabbi sokasdg, és tekintsiink egy
F: M x N — Q sima leképezést. Kivdlaszva egy (a,b) € M x N pontot, jelentse
F,;ill. F, az

N = Q ,nw— Fyu(n) :=F(a,n),ll. az M — Q , m — Fy(m) := F(m,b)

leképezést. Ekkor tetszéleges w = (w1, w2) € T(q,p)(M x N) esetén
(F) (ap) (W) = (Fb)4) g (w1) + ((Fa)),, (w2)-

Bizonyitds. F, = F o j,, Fy, = F o jp, igy 6.3. és a lancszabdly alkalmazasaval
kapjuk, hogy

(F) (a5 (@) = (Fe)(a6) (Pap (w1, w2)) = (Fi) (g 3y ()« (w1) + (Ja)«(w2)) =
("0 o) (w1) + (F 0 ja)u(w2) = ((Fp)«) (w1) + ((Fa)) (w2).

6.3.3. Legyenek - a korabbi jelolések megtartasa mellett - M, N, @, S
sokasdgok, o : M — Q és ¢ : N — S sima leképezések. Jelentse ¢ X ¢ az

(m,n) € M x N — (p(m),(n)) €Q xS

leképezést. Ekkor tetszbleges (a,b) € M x N, w = (w1, w2) € T(ap) (M x N)
esetén

(P X)) (ap) (W) = (Px) g (W1) + (P),, (w2).

Val6ban, ha a rovidség kedvéért F':= ¢ x 1, akkor Fy, = j,(q) © ¥,
Fy = jy@) © ¢, és a Leibniz-formula alkalmazédsaval azt kapjuk, hogy

(F) 0y (W) = (Fo)a(w1) + (Fa)(w2) = (Jum)) , (4 (w1)) + (Goa)), (¢ (w2)),

itt pedig a jobb oldalon szerepld vektor a ¢.(wi) + ()(ws) vektorral azo-
nosithato.

6.4. Legyen I C R nyilt intervallum, ahol az R valds szamegyenest 3.4.1.-nek
megfeleléen sokasagnak, I-t R nyilt részsokasaganak tekintjik. Egy v: I — M
sima leképezést M-beli (parametrizdlt) gorbének neveziink. Ha [a,b] C R nem
egypontt zart intervallum, akkor egy « : [a, b] — R leképezést abban az esetben
mondunk gorbének (vagy gorbe szakasznak), ha Kiterjeszthetd egy, az [a, b]-t
tartalmaz6 nyilt intervallum sima leképezésévé. Amennyiben v : [a,b] — M
folytonos leképezés, és az [a,b] intervallumnak van olyan felosztdsa, amely-
nek részintervallumain ~ gorbe szakasz, ugy v-t szakaszonként sima gorbének
hivjuk. Egy v : I — M folytonos leképezést akkor neveziink szakaszonként sima
gorbének, ha tetsz8leges a,b € I, a < b esetén v | [a, b] szakaszonként sima.

6.5. Legyen r := 1g. Ekkor R sokasdg-strukturajat az (R,r) egytagi atlasz
definidlja. Legyen I C R nyilt intervallum (mint ny{lt részsokasig), s a rovidség
kedvéért az r [ I leképezést is jeloljik r-rel. Egy v : I — M gorbe t € [-beli
érintévektora vagy sebességuektora

316) 1= (e (57) € Tt

a gorbe reguldris, ha az érintovektora sehol sem zérusvektor.
Megtartva a bevezetett jeloléseket, érvényesek a kovetkezok.
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6.5.1. (Az érintdvektorok mint irdnymenti derivdldsok.) Ha f € C*>°(M),
akkor tetszéleges t € I-re

YA (f) = (foy)'(t);
ha példdul §(0) =: v € T, )M, akkor v(f) = (f o7)"(0).

6.5.2. (Koordindtakifejezés.) Ha (U, (u)™_,) térkép M-en és y(t) € U, ak-

kor St = i(u’ o) (t) (3ii>,y(t) )

=1

6.5.3. (Atparaméterezés.) Ha J C R nyilt intervallum és 6 : J — T
sima fiiggvény, akkor a v gérbe ¥ := yo 0 : J — M dtparaméterezettjének
érintévektorait a

V() = 0'(OF0@)  te T

formula adja.

6.5.4. (Leképezés hatdsa.) Ha N tovébbi sokasdg és ¢ : M — N sima
leképezés, akkor a woy : I — N N-beli gorbe érintévektorai v érintévektorainak
képei a ¢, érintoleképezésnél:

BoAt) = (g (3(D) , t €T

- ,az érintéleképezés megdrzi a sebességeket”.

Megjegyzés. A most felirt formula segitségével rendszerint hatékonyabb médon
nyerhet6 informaécié az érintéleképezésrél, mint az 6.1.5.-6n alapuld koordindtas
szamolasokkal.

6.5.5. Egy sokasdg minden érintévektora fellép egy sokasdgbeli gorbe
érintovektoraként.

Bizonyitds. Legyen M n-dimenziés sokasdg, p € M, v € T, M. Vélasszunk egy

U,u) = U, (u") ) p-kozépponti térképet. Ekkor v = Zz/‘ (W) irhaté.
P

i=1

A

yi = 1L,1[—= M, t () =u (... ")
leképezés M-beli gorbe, amelyre v(0) = p teljesiil. Tetsz6leges i € {1,...,n}
indexre

uony(t) =e ouou t(tvt,. .., tv") =t

fgy (ui o) (t) = v, és 6.5.2. azt adja, hogy

" (0 " (0
F(0)=>» v <Z> =>» v ( Z) = .
Z du () =1 Ou p

i=1 i
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6.6. Legyen V n-dimenzids valés vektortér, ellditva a 3.4.2.-ben leirt sokasag
strukturdaval. Ekkor tetszéleges

rz=(al,...;2"): VSR  z'=cloz (i€ {l,...,n})

linedris izomorfizmus koordindtarendszer V-n (v.6. 3.1.), az ilyen koor-

dinatarendszereket a vektortér linedris koordindtarendszereinek hivjuk.
Megmutatjuk, hogy a V vektortér természetes modon izomorf tetszéleges p

pontbeli érintdterével; természetes izomorfizmust ad meg V' és T,V kozott az

tp 0 €V i i,(v) :=4(0) € T,V
leképezés, ahol
Y R=V , t— () :=p+tv.

Az x = (2°)", linedris koordindtarendszert haszndlva, tetszdleges t € R és
i €{1l,...,n} esetén

' oq(t) =2’ (p+tv) = 2’ (p) + ta' (v),
igy (z° o7) (t) = 2% (v), kovetkezésképpen

() = 3(0) *2 3w 04 (0) (=) - S a) ( ai) .

i=1 v(0) =1

A kapott

6.6.1.

1p(0) = ;xu ( ai)

formuldbdl kiolvashatd, hogy az ¢, leképezés linedris és injektiv, s ezért izomor-
fizmus (hiszen dimV = dimT, V).

7. Vektormezok

7.1. Az M sokasig egy U nyilt részhalmazén adott durva vektormezd olyan
X : U — TM leképezés, amely eleget tesz a 70 X = 1 feltételnek, azaz amelyre
teljestil, hogy minden p € U esetén

X, = X(p) € T,u >£* 1,M.

Az X durva vektormezét folytonos, CF-osztdlyi (k € N*), ill. sima vektor-
mezének mondjuk aszerint, amint folytonos, C*-osztaly, ill. sima leképezése
U-nak T'M-be.

7.1.1. Legyen (U,u) = (U, (u')?_,) térkép az M sokasdgon, s tekintsiik a
T M-en altala indukalt (7= (U), (z°,y")7,) térképet (5.2.). A

%:U—)TMJ)H(%)Z};iE{L...,n}
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leképezések sima  vektormezdk, az (U,u) térképhez tartozé koor-
dindtavektormezok.
Ha X : M — T M durva vektormez6, akkor az

Xi=ylo(X U :U—-R;ie{l,...,n}

fiiggvényeket X (U,u)-ra vonatkozd komponensfiggvényeinek hivjuk;
segitségilikkel X U folott

X ru:;xiaii

alakban allithaté el6. Ezt a relaciét gyakran az

(3

) = ou’

forméban irjuk.
7.1.2. Egy X : M — TM durva vektormezére a kovetkez6 tulajdonsagok
ekvivalensek:
(1) Az X leképezés sima.
(2) X tetszbleges térképre vonatkozé komponensfiiggvényei simak.

(3) Tetszbleges U C M nyilt halmaz és f € C°(U) fiiggvény esetén az
Xf:U—=R,p= (Xf)p) = X,(f)
fiiggvény sima.

Bizonyitds. (1) — (2) Legyen (U,u) = (U, (u®)?;) térkép M-en. Ha X sima
leképezés, akkor X | U is sima (4.1.3.), és ezért a vektormez6 y' o X | U = X!
komponensfiiggvényei is simak.

(2) — (3) Mivel a leképezések simasédga lokélis tulajdonsdg (4.1.3.), felte-
het8, hogy az adott nyilt halmaz egy (U, u) = (U, (u)? ) térkép tartomdnya.
Tetsz6leges f € C*°(U) esetén

B n ia B n Zaf
Xf= (;X 8ui>f_;X out’

s itt a jobb oldalon a (2) feltétel értelmében sima fiiggvény all.

(3) — (1) Kivélasztva M-en egy (U,u) = (U, (u*)™ ) térképet és tekintve
TM-en az altala indukalt (7=1(U), (z,y)) = (t71U), (2%, y*)*) térképet, ele-
gendo azt ellendrizni, hogy az

(r,y)o X out:u(l) CR™ = u(Ud) x R"
leképezés sima. Ennek koordinatafiiggvényei

roXou l=woroXout=ctouout!=¢

és
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yloXoult=Xlout (ie{l,...,n}).
Az elsé n koordinatafiiggvény sima. Mivel tetszéleges p € U esetén
= 0 = 0
yio X(p ZX (6uﬂ> = (Xu))(p)y’ (auj) -

Jj=1 j=1
n 1'

Z (Xu?)(

=1

5 (p) = (Xu")(p),

<.

kovetkezik, hogy
Xii=y'oX =Xu' i€ {l,...,n},

és ezek a fliggvények a feltétel szerint simédk. Ily mddon a vizsgalt leképezés
maésodik n szamu koordinatafliggvénye is sima. O

7.2. Megéllapodunk abban, hogy
vektormezdn sima vektormezot értink.

Egy U C M nyilt halmazon értelmezett vektormezék a C°(U) gylirl feletti
modulust alkotnak, ha a vektormezék Osszegét és fliggvényszeresét pontonként
definidljuk, azaz ha tetszéleges X : U — TM ésY : U — TM vektormez6 és
f € C=(U) fiiggvény esetén

(X+Y)y =X, +Y,, (fX)p:=f(Xp;p€ M.

Erre a modulusra az X(U) jelolést hasznéljuk, specidlisan X(M) az M sokasig
vektormezdinek C'*° (M) modulusa.

7.3. Ha p egy pontja, v € T,M pedig egy p-beli érintévektora az M so-
kasdgnak, akkor van olyan X € X(M) vektormezd, hogy X (p) =v
Bizonyitds. Valasszunk egy (U, u) = (U, (u®)™ ) p koériili térképet; ekkor v =

n

Z vt <8> irhaté. Tekintsik az
out »

i=1
Yi:U—-R,q=Yq) :=v';ie{l,...,n}

n

.0
konstans, és ennélfogva sima fliggvényeket. Legyen Y := E YZT; ekkor Y €
. ut
i—

X(U) ésY(p) =wv.

A kovetkez6 lépésben az Y U {616tti vektormezot M-en értelmezett vektor-
mezOvé terjesztjitk ki. Ehhez olyan f € C°°(M) p-beli dudorfiiggvényt alkal-
mazunk, amelynek tartéja U-ba esik. Ha X := fY, akkor X M-en értelmezett
vektormezének tekinthetd, amely M\U pontjaiban 0-t vesz fol. A p pont egy
kornyezetében X egybeesik Y-nal, ezért X (p) = Y(p) = v. O
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7.4. A C*(M) figgvényalgebra egy derivdcidja olyan 6 : C*°(M) — C*>°(M),
f = 0(f) leképezés, amely

(1) R-linedris: O(af + Bg) = ab(f) + B0(g), tetszbleges f,g € C°(M) és
a, B € R esetén;

(2) eleget tesz a Leibniz-szabdlynak:
0(f9) = 0()g + f0(9) ; f,9 € C=(M).

7.4.1. Ha X € X(M), akkor az
Lx:feC®(M) = Lx(f) = X[ (X[)p) = Xp(f) (p € M)

leképezés derivacidja C°°(M)-nek, ez az érintévektorok definicidja (5.1. (1),(2))
alapjan kozvetleniil adédik. Megforditva, minden 6 : C>*°(M) — C>*(M) de-
rivdcidhoz egyértelmien létezik olyan X € X(M) vektormezd, hogy 0 = Lx.

Az egyértelmiiség igazolasdhoz elegend6 azt ellendrizni, hogy ha valamely
X € X(M) vektormezére Lx = 0, akkor X = 0. Legyen tehat Lx = 0. Ekkor
barmely f € C*(M) figgvényre Lx(f) = Xf =0 € C*(M), s {gy minden
p € M pontban (X f)(p) = X,(f) = 0. Ebbdl [ tetszélegessége miatt X, = 0,
innen pedig p tetszllegessége folytan X = 0 kovetkezik.

A létezés bizonyitdsa céljdbdl legyen adva C°(M)-nek egy tetszileges 6
derivacidja, és értelmezziink egy

X:M—=TM,p— X,
leképezést azzal az elGirassal, hogy
VfeCx(M): Xp(f) = 0(f)(p)

Mivel 0 derivacié, ekkor X, € T, M, tehiat X durva vektormezd. Azonban a
definicié alapjan

VfeC®(M): Xf=0(f) € C*(M),

igy 7.1.2. értelmében X € X(M). Evidens a konstrukciébdl, hogy Lx = 6.
A tett észrevételre tekintettel, a tovabbiakban

eqy M sokasdg vektormezdit szabadon interpretdljuk a C° (M) figgvényalgebra
derivdcidiként.
7.5. Legyen XY € X(M). Az
feC=(M) s X(Y )= Y(Xf) € C=(M)

leképezés derivicid, ezért 7.4.1. alapjan egyértelmtien létezik olyan [X,Y]-nal
jelolt vektormezd M-en, hogy
VfeOx(M): [X,)Y]f=X(Y[)-Y(X[)

Ezt a vektormezot az X és'Y vektormez6 Lie-zdrdjelének nevezziik. Mint M-nek
T M-be valé leképezése, [ X, Y] tetszbleges p € M ponthoz azt az [X,Y], € T,M
érintévektort rendeli, amelyre

(X, Y]pf = Xp(Y ) = Yp(X[) , [ € CF(M).
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7.5.1. A koordindtavektormezdk Lie-zdardjele eltiinik.
Valéban, legyen (U,u) = (U, (u)?_;) térkép az M sokasdgon. Tetsz8leges
i, € {1,...,n} indexek és f € C>°(U) fiiggvény esetén

_ Lou'’ Oul out dud oud Ou’ out
07 (Di(fou™) ou) = DyDj(fou™") ou—D;Di(fou ") ou=0,
£ lé] e}
tehat [aui’ 8uj] = 0.

7.5.2. Az (X)Y) e X(M)xX(M)— [X,Y] € X(M) leképezés rendelkezik
a kovetkez6 tulajdonsidgokkal:

(1) R-bilinedris;
(2) ferdeszimmetrikus: [X,Y] = —[Y, X];
(3) eleget tesz a Jacobi-azonossdgnak:

[Xa [sz]] + D/a [Z’X” + [Z7 [X7YH =0

(4) tetszbleges f € C*°(M) fiiggvény esetén:

XY =X Y] - (V)X (X fY] = fIX Y]+ (XY

(1)-(3) értelmében X(M), mint valds vektortér, a Lie-zardjel miiveletével ellatva
valés Lie-algebra. A ferdeszimmetridbdl kovetkezik, hogy [X, X] = 0 minden X
vektormezd esetén

7.6. Legyen M és N sokasdg, ¢ € C°(M,N). Azt mondjuk, hogy az X €
X(M) és az Y € X(N) vektormezSk p-megfeleldk, s ilyenkor az X ~ Y jelolést
©
hasznaljuk, ha
peo0X =Y o

7.6.1. Az X € X(M) és az Y € X(N) vektormez8 akkor és csak akkor
p-megfelel, ha

X(hop)=Yhoy,heC®(N).

Bizonyitds. A kovetkezd megallapitasok ekvivalensek:

X(hop)=Yhop, heC®(N)

X(hop)(p)=(Yhoyp)(p); pe€M,heC®N);

Xp(hop)=(Yh)(e®): peM,heC®N);

((ps)pXp)(h) =Y, (h) 5 p€ M, he C®(N);

(pe)p(Xp) = Yo » pEM;

w0 X =Yoo o
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7.6.2. Legyen ¢ € C®(M,N); X1,X2 € X(M); Y1,Y, € X(N). Ha
X1 ~ Y1 és X2 ~ YQ, akkor
@ ®

(1) )\Xl + /JXQ ’;J )\Yl + /JYQ,
(2) (hocp)XlwhYl ,hECOO(N),
]

(3) [X1, X2] ~ [¥1,Y3].

%]
Mindhéarom észrevétel egyszeriien adédik 7.6.1. ismételt alkalmazasdval.

7.6.3. Hapec C®(M,N), X € X(M), és létezik olyan Y € X(NN) vektor-
mez6, hogy X ~ Y, akkor azt mondjuk, hogy az X vektormezo6 ¢ altal vetithetd.
]

Amennyiben ¢ szirjektiv, Ugy minden X € X(M) vektormez6hoz legfoljebb egy
olyan Y € X(N) vektormezd létezik, hogy X ~ Y.
]

7.6.4. Tegyiik fel, hogy ¢ : M — N diffeomorfizmus. Ekkor tetszOleges
X € X(M) vektormez§ esetén képezhetd a

ouX =, 0X 09" € X(N)
vektormez6, X ¢ altali eldretoltja (push-forward). X ~ ¢ X, és tovabbi X(N)-
beli vektormez6 nem rendelkezik ezzel a tulajdonségggl. A
g X(M) = X(N) , X = ppX
leképezés izomorfizmus az X(M) és X(N) Lie-algebra kozott, {gy specidlisan
X1, Xo] = [op X1, o Xo] 5 X1, Xy € X(M).
Ha ¢ : N — Q tovabbi diffeomorfizmus, akkor
(Y op)p =g 0 pp.
Egy Y € X(INV) vektormez8 ¢ &ltali visszahizottja (pull-back) a

_ 6.1.2. — —
Y 1= () oY 0p =T (0T oY op = (97 h)pY

X(M)-beli vektormezé.

7.6.5. Legyen U nyilt részhalmaza az M sokasignak, és legyen X € X(M).
Az X vektormez6 a

peU s (Xy)p = X, € T,M *E> T,u

eldirds szerint egy Xy € X(U) vektormez6t indukdl, ezt X U-ra vald
lesziikitésének hivjuk. Ha j : U — M a kanonikus inklizié (6.1.3.), akkor
Xy ~ X.

J
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7.7. Legyen M és N sokasag, és tekintsiik az M x N szorzatsokasdgot. Az M x
N — M, ill. az M x N — N természetes projekciot a korabbiaknak megfeleléen

s, il w jeloli, és éliink az 6.3. végén mondott azonositasi lehetoségekkel. Ha
X e X(M) és

ivX :(p,q) € M X N = (X,0q) € Ty (M x N),

akkor iy, X vektormez§ M x N-en. Hasonléképpen, minden Y € X(NV) vektor-
mezo egy
’iNY : (p7q) eM x N — (OP’Y;]) S T(p,q)(M X N)

vektormezdt szarmaztat M x N-en. Kozvetleniil adédik ezekbdl a definiciokbdl,

hogy
ivX ~ X | inY ~ Y,
s TN

érvényesek tovabba a kovetkezd relacidk:
iMX(fomy)=Xfomy ,inY(fomy)=0; fecC®(M);

inY(gonn)=Ygonmn ,iuX(gonn)=0; g€ CP(N).
Valéban, tetszbleges (p,q) € M x N esetén
i X (f o mar) (pq) = (Xp, 09)(f 0 map) “2"
Xp(fomaojg) +0q(fommojy) =Xp(f) = Xf(p) = Xform(p,q);

iNY (fomar)(p,q) = (0p, Yo) (f o mar) = 0p(f o mar 0 §g) + Yo(f o mar 0 jip) =
YIZ(fOT"M ij) =0,

mert fomyoj,: N = Raz {f(p)} értékkészleti konstans fliggvény. Ezzel az
els6 két relacié bizonyitast nyert, a masik kett6 igazolasa analdg.

7.7.1. Ha Z € X(M x N), és tetszbleges f € C°(M), ill. g € C*°(N)
esetén Z(fomp) =0és Z(gomn) =0, akkor Z = 0.

Bizonyitds. Legyen (a,b) € M x N tetszbleges, w := Z(, ;). Felhasznalva az
6.3.-beli bizonyitasban latottakat,

w = (jp)«(u) + (Ja)«(v) ;u € TeM , v € T,N

frhatd, és igy a Z(f o mpr) = 0 feltétel azt adja, hogy

0= Zap) (fomm) = w(f omar) = (o)« (W)(f 0 mar) + (Ja)« (0)(f 0 mar) =
u(fomar o) +v(f oma o ja) = ulf) +v(f 07a) = u(f)

(mert fov, € C°(N) konstans fiiggvény). Igy u = 0, kovetkezik, és hasonléan
adédik, hogy v = 0,. Ezzel beldttuk, hogy Z minden (a,b) € M x N pontban
zérusvektort vesz f0l, tehat Z = 0. o
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8. Elsofoku differencialformak

8.1. Egy M sokasadg p pontbeli érintéterének dudlisara a T;M jelolést és
a p-beli koérintd tér elnevezést hasznéljuk, Ty M elemeit p-beli érintd kovek-
torokként, vagy egyszerlien p-beli kovektorokként is emlitjik. Az M sokasdgon
adott elséfoku differencidlforma, réviden 1-forma, vagy kovektormezd olyan

wipeEM—w, e T;M

leképezés, amely eleget tesz a kovetkezd simasagi feltételnek: tetszéleges
X € X(M) vektormezd esetén az

w(X): M =R, p—w(X)(p) = wp(Xp)

fliggvény sima.

Egy M sokasdgon értelmezett Gsszes els6foku differencidlformak C°°(M)-
modulust alkotnak, ha két differencidlforma Osszegét és egy differencidlforma
fiiggvényszeresét a ,pontonkénti elv” alapjan értelmezziikk (v.56. 7.2.); erre a
modulusra az A'(M) jelslést hasznaljuk.

Ugyanigy szélhatunk egy U C M nyilt halmaz folotti 1-formak A(U)
C°(U)-modulusardl.

8.2. Egy f € C™(M) fuggvény differencidlja egy p € M pontban a
(df)y: TyM = R, v = (df)p(v) = v(f)
fliggvény. Ekkor (df), € Ty M, azaz (df), p-beli kovektor, és a
df :pe M — (df), € TyM

leképezés elséfoku differencialforma, amelyet az f fligguény differencidljanak
neveziink. (A simasdgi feltétel teljesiilése adddik abbdl, hogy tetszdleges X €
X(M) vektormezd és p € M pont esetén

df (X)(p) := (df)p(Xp) := X,(f) = (X [)(p),
s fgy df (X) = X f € O=(M).)

8.2.1. Legyen (U,u) = (U, (u')™ ) térkép az M sokasdg p pontja koriil.

(1) (@), a ((5%),)

(2) Haw € AY(M), akkor

n

béazishoz duélis bazisa a T;‘M koérintd térnek.
i=1

(3) Ha f € C*°(M), akkor
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(4) Amennyiben (U, (@)7_,) tovabbi térkép a p pont kériil, igy érvényes a
- "L ou .
(du'), = 0 (p)(du?), ;ie{l,...,n}

=1

transzformdcios szabdly.

Bizonyitds.

(1) Tetszoleges 4,5 € {1,...,n} indexek esetén
(du)p (557),, = (ga7), (u) = Dj(u’ 0w ") (u(p)) = Dje' (u(p)) = 4.

(2) Tetszbleges q € U pontban

ii& A ER.

J=1

Alkalmazva mindkét oldalt a (52 )q (i € {1,...,n}) bazisvektorokra, azt
kapjuk, hogy

9 =L
(W) Z/\ (du’) <W>q;Aj6§Ai,

=3 () (- (z(;)>

Ez igazolja a (2) el8éllitést.
(3) df (32) = 52 f = 8ul (i €{1,...,n}), (3) ezért kovetkezik (2) alapjan.
(4) adédik (3)-bdl, f:=u (i € {1,...,n}) vilasztdssal.

igy

8.2.2. A
d:C™®(M) — AY (M) , f > df

leképezés
(1) R-linedris;
(2) eleget tesz a d(fg) = gdf + fdg szorzat-szabalynak.
Tetszbleges f € C°(M) és h € C*(R) esetén
(3) d(ho f) = (b o f)df.
Az utébbi reldcié igazoldséra Vzilasszunk egy U,u) = (U, (u')) térképet

ho
M-en. 8.2.1. (3) alapjén d(h o f) (Z)Z (a ) g 1t
=1

St = Dy(ho fou ) ou = (W o f)(Dilf out) ou) = (ho f) 2
igy

dho f) = S('of) aji du' = (I o f)df.

i=1
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8.3. Egy M sokasdg elséfoki differencidlformdinak A'(M) C°°(M)-modulusa
és a vektormezdk modulusdnak X* (M) dudlisa kozott természetes izomorfizmust
ad meg az

weA M) —weX*(M); (X)) =wlX), X € X(M)
leképezés.

Bizonyitds. (1) Kozvetlen szdmoldssal ellendrizhetd, hogy @ € X*(M) valéban
fennall (azaz w C°°(M)-linedris leképezése X(M)-nek C°(M)-be), és hogy a
megadott leképezés C°°(M)-linedris.

(2) Tegyiik fel, hogy az wy és wy 1-formdra wy = ws teljesiil. Ekkor tetszéleges
X € X(M) vektormezd és p € M pont esetén wi(X)(p) = wa2(X)(p), ami
a vizsgdlt leképezés definicidja alapjin azzal ekvivalens, hogy wi(X)(p) =
w2(X)(p). Ez utébbi azt jelenti, hogy (w1),(X,) = (w2),(X,), amibdl X
tetszdlegessége miatt (wl)p = (wg)p, innen pedig p tetszdlegessége folytdn
w1 = wy kovetkezik. Ezzel belattuk, hogy a leképezés injektiv.

(3) A szirjektivség igazoldsa céljadbdl megmutatjuk: X*(M) tetszbleges 7
eleméhez van olyan w 1-forma M-en, hogy w = 7.

(a) Beldtjuk el6szor, hogy ha egy Y wvektormezdre Y, = 0 teljesil, akkor
n(Y)(p) = 0. Valasszunk egy p koriili (U, u) = (U, (u*)™,) térképet. Ekkor

Y @) ZY oui Z(Yu )(‘3ui’

=1 =1

ahol Y (p) = 0 miatt
Yi(p) = (Yui)(p) = Yp(u') =0 i € {1,...,n}.

Az Y | U vektormez6t alkalmas médon kiterjesztjiik M-en értelmezett vek-
tormez&vé. Legyen ebbdl a célbél f € C(M) p-beli dudorfiiggvény, U-beli
tartoval. Képezzik f segitségével minden i € {1,...,n} indexre az
Fi . fY*® U folott

Lo, M\U felbtt

sima fliggvényeket és a

0 { fi | U folott
P 8uz
0, M\U folott

vektormezoket. Ekkor

?::Z?i 9 eEX(M),Y U= f2Y U
=1

ou’

Y =Y+ (1— f2)Y. lgy

n(Y)(p) =n(Y)(p) + (1= f2(p)Y, =n(Y)(p) = > _Y'(p)y (ai) (p) =0,
=1
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mert Y(p) = f(p)Y'(p) = Y'(p) =0 (i € {1,...,n}).
(b) Ertelmezziink egy w : p € M + wy, € Ty M leképezést az

wp(v) :=n(X)(p) ; X € X(M) , X(p) = v

eloirdssal. A definiciéban alkalmazott X vektormezé 7.3. értelmében létezik,
ellenbrizntink kell azonban, hogy w,(v) fliggetlen a p pontban v értéket fel-
vev$ vektormezd megvilasztasatol. Legyen X, Xo € X(M), és tegyiik fel, hogy
X1(p) = Xao(p) = v. Ha Y := X; — Xa, akkor Y(p) = 0, és az (a)-ban tett
észrevétel felhasznaldsaval

n(X1)(p) —n(Xz2)(p) = n(X1 — X2)(p) =n(Y)(p) =0,

tehat n(X1)(p) = n(X2)(p), ami igazolja w, jél-definidltsdgdt. Mivel a konst-
rukeié alapjan tetszéleges X € X(M) esetén w(X) =n(X) € C°(M) és n = w,
a sziirjektivség igazoldst nyert. O

Tekintettel a kapott eredményre, a tovabbiakban

eqy M sokasdg elséfoki differencidlformdit szabadon interpretdljuk az X*(M)
dudlis modulus elemeiként.

9. Az immerzidk és szubmerzidk lokalis jel-
lemzése

9.1. Ebben az alpontban vektortéren egy I test f6lotti vektorteret értiink. Ha
V vektortér és S C V, akkor S annulldtora a V* dudlis tér

SO.={feVVueS: flv)=0}

altere.
Egy ¢ : V — W linearis leképezés transzpondltja a

oW = V* 1w tp(l):=lop

leképezés, ez szintén linedris. Kompozicid transzponaltja a transzponaltak
forditott sorrendben képzett kompozicidja: ha ¢ : U — V tovébbi linedris
leképezés, akkor

Hpop) = "po fop.

9.1.1. Ha ¢ : V — W linearis leképezés, akkor

Bizonyitds. 1 € (p(V))? <= l(p(V)) =0 < lop(V)=0 <= to()(V)=
0 to(l) =0V s r

9.1.2. Ha V véges dimenzidju vektortér és U vektor-altere V-nek, akkor
dimU + dimU° = dimV .
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9.1.3. Ha V és W véges dimenziéju vektortér, ¢ : V. — W linedris
leképezés, akkor ¢ és 'y rangja egyenld.

Bizonyitds. dimKer(tp) >E" dim(p(V))° L% dimW — dimp(V) = dimW —
rang(p), igy
rang(¢) = dimW — dimKer(*) = rang(*p). o

9.1.4. Legyen V és W véges dimenziéju vektortér, ¢ : V. — W linedris
leképezés.

(1) ¢ pontosan akkor sziirjektiv, ha t¢ injektiv.

(2) ¢ pontosan akkor injektiv, ha ‘¢ sziirjektiv.

Bizonyitds. (1) Felhasznalva az el6z8 bizonyitést is,
Lo injektiv <= dimKer(tp) =0 < rang(p) = dimW <= ¢ sziirjektiv.

(2) ¢ injektiv <= Ker(p) = {0} <= rang(p) = dimV L3
rang(‘e) = dimV* <= Im(') = V* <= ‘¢ szirjektiv. o

9.2. Egy M sokasig egy p pontjanak egy kornyezetében definialt y',..., y*
sima fliggvényekrél azt mondjuk, hogy fiiggetlenek a p pontban, ha
(dyY)p, - - ., (dy*), linedrisan fiiggetlen p-beli kovektorok.

9.2.1. Legyen M n-dimenziés sokasdg. Ha y',...,y" egy p € M pont egy
kornyezetében értelmezett, a p pontban fliggetlen sima fliggvények, akkor y :=
(yl,...,y™) lokélis koordinatarendszere M-nek p koriil.

Bizonyitds. Elegendé azt megmutatni, hogy az (y*)p : Ty M — Ty, R™ derivalt
linedris izomorfizmus, ebbdl az inverz-leképezés tétel (6.1.8.) alapjén kovetkezik
az allitas.
b t s
Tekintsiik a * (ys),, : Ty,
jelolve a p pont koriil egy (ul,...,u™) lokalis koordindtarendszert, tetszdleges

i,j € {1,...,n} indexekre azt kapjuk, hogy

L), (e )y (55), 1= @)y (02), (57),) = (), (20), () =

d(e’o oy’ i
G () = 5i5(p) = (dy) (%)pv

R"™ — T, M transzponalt linedris leképezést. Ki-

kovetkezésképpen
¢ (y*)p (dei)y(p) = (dy")p ,i €{1,...,n}.

Ez azt jelenti, hogy * (y*)p T;‘(p)]R” egy bézisat Ty M egy bazisdba viszi &t. Igy

¢ (y+), linedris izomorfizmus, amibél 9.1.4. alapjén kovetkezik, hogy (y.), is
linearis izomorfizmus. o
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9.2.2. Ha M n-dimenziés sokasig, és y*,...,y" (k < n) egy p € M pont
egy kornyezetében értelmezett, p-ben fliggetlen fliggvények, akkor (yi)i-“:1 P

koriili lokdlis koordinatarendszerré egészitheto ki.

Bizonyitds. Valasszunk a p pont koriil egy (u’)?_; lokélis koordindtarendszert.
Ekkor

((dy")ps - -, (dy")p, (du)y, .., (du")y)

olyan generdtorrendszere Ty M-nek, amelynek els6 k tagja linedrisan fiiggetlen.
A linedris algebra egy jol ismert tétele szerint a mésodik n szamu kovektor koriil
kivélaszthaté n — k szdmd, mondjuk (du't),, ..., (du'*), gy, hogy

((dyl)pv R (dyk);m (duil )p7 B (duinik)p)

bdzisa legyen T, M-nek. 9.2.1. értelmében ekkor (yh, ..oy ui, L ik

lokélis koordinatarendszer a p pont koriil. o

9.2.3. Legyen M n-dimenzids sokasag, s tegyiik fel, hogy y',...,¥y° egy
p € M pont egy kornyezetében értelmezett sima fiiggvények. Ha ((dy) )
generdtorrendszere a Ty M koérintd térnek, akkor kivdlaszthatok ii,...,ip E
{1,...,s} indexek tigy, hogy (y%,...,y*) lokdlis koordindtarendszer a p pont
korul.

Bizonyitds. A ((dyi),[,);1 generdtorrendszer tartalmazza T M-nek egy bazisat,
igy 9.2.1. alapjan kovetkezik az allités. a

9.3. Legyen M m-dimenziés, N n-dimenzids sokasdg. Egy ¢ € C*°(M,N)
leképezésre a kovetkezOk ekvivalensek:

(1) ¢ immerzi6 egy p € M pontban.

(2) ¢ p-beli Jacobi-métrixa valamely (és ezért barmely) p és o(p) koriili
térképparra vonatkozéan m rangu.

(3) Ha (y%,...,y") lokdlis koordindtarendszer ((p) koriil, akkor megadhaték
olyan i1,...,4, € {1,...,n} (m < n) indexek Ugy, hogy
(Yt o, ...,y"m o) lokdlis koordinatarendszer p koriil.

Bizonyitds. Mivel (cp*)p injektivsége ekvivalens azzal, hogy a (go*)p T, M —
Ty(pyN linedris leképezés m-rangt, és egy linedris leképezés rangja megegyezik
tetszbleges métrix-reprezentdnsanak rangjival, (1) és (2) ekvivalencidja 6.1.5.
figyelembevételével nyilvanvald.

(1) = (3) Ugy okoskodhatunk, mint 9.2.1. igazolasanél. Tekintsiik a * (¢, ) bt

T;j(p)N — Ty M transzponalt linedris leképezést. Kijelolve egy (u? ) , lokalis
koordlnatarendszert a p pont korill, tetszbleges i € {1,...,n}, j € {1, coo,m}

indexek esetén

L)y () o) (55, = (A )iy ((92) (u))— Dy (55), ) =
(i) yOSD (( )) (auj)pa

kovetkezésképpen
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i)y (dy) oy = (d(y* o))y , i € {1,... ,n}.

©.), injektivsége esetén ! (p,) sziirjektiv (9.1.4.), ezért generdtorrendszert
P P
ill. specidlisan bézist) generatorrendszerbe visz at. ((d(y® o " tehét ge-
¥ PJi=1
neratorrendszere T;(p)N -nek, amibdl 9.2.3. alapjan addédik az allitas.
3) = (1) Ha y := (y" 0 o, ...,y" o) lokélis koordinitarendszer a p pont
2 2
koriil, akkor 6.1.4. értelmében az (y.), : T,M — T,;,)R™ leképezés linedris
izomorfizmus. Igy a * (y), : T,

y(p)]Rm — Ty M transzponalt is linedris izomorfiz-
mus, s ezért

t (y*)p (dek)y(p) = d(y“c o (p)p yke{l,...,m}

miatt (Id. 9.2.1. bizonyitdsat) ((d(y™ o ¢))p),., bdzisa T;M-nek. A masik
irdnyt implikdcié bizonyitdsa sordn elvégzett szdmolés szerint * () p T;(p)N
koérinté tér ((dy’ )so(p))?zl bézisat T;r M most kapott bazisdba viszi 4t. Ebbol
kovetkezik, hogy * (ga*)p sziirjektiv, és fgy 9.1.4. miatt (go*)p injektiv. O

9.4. Ha M m-dimenziés, N n-dimenzids sokasdg, és ¢ € C°(M, N), akkor a
kovetkezdk ekvivalensek:

(1) ¢ szubmerzi6 egy p € M pontban.

(2) ¢ p-beli Jacobi-métrixa valamely (és ezért barmely) p és o(p) koriili
térképre vonatkozdan n rangu.

(3) Ha (y',...,y") lokélis koordindtarendszer ¢(p) koriil, akkor az
y' o p,...,y" o ¢ fiiggvények p koriili lokdlis koordinitarendszerré
bévithetdk.

Bizonyitds. (1) és (2) ekvivalencidja a 9.3.-ban latottak szerint adédik.

(1) = (3) Ha (), sziitjektiv, akkor * (y.), injektiv. A 9.3.-ban elvégzett
szamoldssal kapjuk, hogy ((d(yi o gp))p)?zl fliggetlen rendszere T, M-nek, igy
9.2.2. alapjan kovetkezik az &llitas.

(3) = (1) (3) teljesiilése esetén ((d(y" o gp))p)?zl fiiggetlen rendszere T,y M-
nek, s igy a 9.3.-ban alkalmazott érveléssel most azt kapjuk, hogy * (cp*)p
7N ((dyi)¢(p))?:1 bézisat fiiggetlen rendszerbe viszi at. Ebbél ! (), in-
jektivsége, és igy (ap*)p sziirjektivsége kovetkezik, ¢ tehat szubmerzié a p pont-

ban. o

10. Részsokasagok
10.1. Egy M sokasag részsokasdga egy N sokasagnak, ha
(1) M topologikus altere N-nek,
(2) aj: M — N kanonikus inklizié immerzidja M-nek N-be.
Ekvivalens médon: az M sokasdg részsokasiga az N sokasdgnak, ha M C N és

aj: M — N inklizio bedgyazds.
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10.1.1. Egy sokasdg nyilt részsokasigai (3.4.4.) részsokasagok a 10.1. sze-
rinti értelemben is; ez vildgos 6.1.3.-bdl.

10.1.2. Ha ¢ € C*(M,N) bedgyazas (6.1.), akkor ¢(M) részsokasiga
N-nek.
Valéban, legyen M7 := (M) C N, és tekintsiik a

p1: M — My, p— p1(p) := ¢(p)

bijekciét. Ez a feltétel értelmében homeomorfizmus. ¢; dltal M maximélis atla-
sza &tvihetd My-re gy, hogy ¢ diffeomorfizmussd valjon. Ekkor My = (M) =
©1(M) olyan sokasdg, amely egyben topologikus altere N-nek. A j : My — N
inklizié éppen a @ o ;! leképezés, és ez (a lancszabaly figyelembevételével)
immerzié. Ily médon ¢ (M) eleget tesz a 10.1. definicié feltételeinek.

10.1.3. Ha M részsokasdga N-nek, akkor M tetszdleges T, M érintétere
természetes médon azonosithaté a (j.)p, : T,M — T,N injektiv linedris
leképezés altali képével. Erre tekintettel egy részsokasdg érintéterei szabadon in-
terpretalhatdk a befoglald sokasag megfelelé pontbeli érintétereinek altereiként.

10.2. A részsokasiag-fogalomnak szamos, nem ekvivalens valtozata hasznélatos
a differencidlgeometridban. fgy példaul azt mondjuk, hogy egy M sokasag im-
mergdlt részsokasdga egy N sokasdgnak, ha M részhalmaza N-nek, ésa j: M —
N inklizié immerzié. A részsokasdgok nyilvanvaléan immergélt részsokasagok
is egyben, a megforditds azonban nem igaz. A klasszikus ellenpélda a kovetkezo.

Legyen M :=R, N :=T7? := S! x S' (3.4.5.). A T? téruszt C? =2 R? x R?
részhalmazaként interpretalva, tekintsiik a

P M —= N , = (P(t) = (eQTrit,e%rin)

leképezést, ahol v tetszblegesen rogzitett irraciondlis szam. Ekkor ¢ injektiv
immerzid, és {gy (M) immergalt részsokasiga N-nek. Ugyanakkor a

p1:M=R—=pi(M)CN=T%,t— p1(t) := (1)

leképezés nem homeomorfizmus, és ezért ¢ nem bedgyazds, mert a p(Z) =
{o(k) € T?|k € Z} C T? halmaznak a ¢(0) = ((1,0),(1,0)) pont torléddsi
pontja, ugyanakkor Z-nek nincs torlédasi pontja R-ben. Ebbol kovetkezik, hogy
©(M) nem részsokasiga N-nek.

10.3. Legyen N n-dimenziés sokasag, (U, u) = (U, (u’)?;) térképe N-nek.

(1) Rogzitsiink egy m € {1,...,n — 1} szdmot és egy a € u(Ud) C R™ pontot.
Ha

S:={peUlu'(p)=e(a),i€{m+1,....,n}},
akkor S m-dimenzids részsokasdga N-nek, (u’ [ S)™, pedig (globalis) koor-
dindtarendszer S szamdra. Ezt az S részsokasdgot az (U, u) térkép egy szeletének
vagy, U egy u-koordindtaszeletének nevezzik.

(2) Tekintsiik az N sokasdg egy M részhalmazét. Az (U, u) térképet M-hez
adaptdltnak mondjuk, ha U N M w-koordinataszelete U-nak. Az altalanossag
sérelme nélkiil foltehetjiik ilyenkor, hogy U N M f6lott az (ul,. .., u™) fiiggvény
n-es utols6 n — m tagja konstans. Ha - specidlisan - M részsokasaga N-nek,
akkor ebben az esetben (ul,...,u™) U N M-re val6 lesziikitése lokalis koor-
dindtarendszer M-en.
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10.4. Ha M részsokasaga az N sokasdgnak, akkor M minden pontja koriil
létezik M-hez adaptélt térképe N-nek.

Bizonyitds. Legyen N n-dimenziés, M m-dimenzids sokasag, az M — N kano-
nikus inkliziét jelolje j. Tekintstink egy tetszbleges p € M pontot, és jeloljiik
ki N-nek egy j(p) = p koriili u = (ul,...,u") lokélis koordinatarendszerét. Mi-
vel j immerzié a p pontban, 9.3. értelmében az u' o j,...,u" o j fiiggvények
kozil alkalmas m szamu, mondjuk az els6 m, M-nek egy p kortli lokélis ko-
ordinatarendszerét alkotja. V-vel jelolve ennek tartoményat, igy az M sokasag
egy (V, (u'oj)™,) p-koriili térképéhez jutunk. Bevezetve a

T :R® = R™ | (al,..., 0™ o™ a") = (a),...,a™)

) )

projekciét,
(utoj,...,u™oj)=mpmouocj =1

irhaté. Legyen

U= (tmou) L (@(V)), fir=ulojout (ie{l,...,m}).
Tekintsiik az U C M nyilt halmazon a
i u', hai€ {1,...,m};
° {ui—fiowmou, haie{m+1,...,n}
fliggvényeket. Ekkor

(du')p, had € {1,...,m};
dzt) = _ noo
(dz;) {(du’)p—Za;-(duj)p,haie{m—|—1,...,n},
j=1
ahol ()% € M(y,_m)xm(R). Valban, i € {m +1,...,n} esetén
i 8.2.1.3) v O(f' 0 T 0w 4
(@ omm 0w, 22 Y NI 20 ) 1),

J=1

és itt

O(fiom,o . _ ; .3.
AT T2 ) () o Dy (0 0 w0 u™ ) (ulp)) = Dy (o ) u(p) "2
S Dif (o (u(p))) D (8 © ) (ulp),

k=1
aholt most (e* ) . R™ kanonikus koordindtarendszere. Mivel D;(e* o m,,) = 0,

haje {m+1,. n} kovetkezik, hogy

(d(f'omp o i ‘o Wm ) )(du?),, Z a; (du?),

Jj=1

Ezzel a (dz'),-re vonatkozé formula igazoldst nyert. Ebb6l kiolvashaté, hogy a
2, ..., 2" fiiggvények fiiggetlenek p-ben, és igy 9.2.1. értelmében létezik a p
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pontnak olyan U kornyezete, hogy (U, (27)%;) térképe N-nek. Mivel M topolo-
gikus altere N-nek, U megvalaszthaté ugy, hogy U N M C V teljesiiljon.

O:=(@woj,...,umo05) | UNM)CR™
nyilt halmaz, ezért U esetleges Gsszehtizdsaval az is elérhetd, hogy
(utoj,...,u™oj)(U)C O

teljesiiljon. Ekkor azonban tetszdleges i € {m +1,...,n} index és g e U N M
pont esetén

Z'(q) = u'(q) = [l omm(u(q)) = u'(q) — [l omm ouoj(q) = u'(q) — flou(q) =
u'(q) —u'ojout(u(g)) = u'(q) — u'(q) =0,
ami azt jelenti, hogy & N M benne van U
S:={qeulz"(q) = =2"(q) = 0}

z-koordinataszeletében. Megforditva, ellenérizheto, hogy S C U N M is fennéll,
tehdat S =U N M. O

10.4.1. Legyen M részsokasidga az N sokasignak. Ha ¢ : L — N olyan
sima leképezés, amelyre p(L) C M teljesiil, akkor a

P:L— M, p=3Bp) =)
indukalt leképezés is sima.

Bizonyitds. Tekintve egy g € L pontot, vdlasszunk a ¢(p) € N pont koriil egy
M-hez adaptalt (U, (u’)? ;) térképet. Simasiga miatt a ¢ : L — N leképezés
folytonos (4.1.1.), s mivel M topologikus altere N-nek, a @ : L — M leképezés
is folytonos. fgy létezik a ¢ pontnak olyan V C L kdrnyezete, hogy ¢ (V) C UNM.
Mivel az (U, (u®)?,) térkép M-hez adaptdlt, a 10.3. (2)-ben mondottak figye-
lembevételével (ul, ..., u™) [ UN M lokélis koordindtarendszer M-en. Tekintve
a j: M — N kanonikus inkluziét,
(WlUNM)op=ulojop=ulop;ic{l,...,m}.

Itt az u’ o ¢ fiiggvények simdk, hiszen sima leképezések kompoziciéi. Azt
kaptuk tehat, hogy a @ : L — M leképezés kompozicidja egy tetszbleges
?(q) = v(q) € M pont korilli térkép koordindtafiiggvényeivel sima, amibol
kovetkezik p simasaga. O

10.4.2. Egy sokasig egy részhalmaza legfeljebb egyféleképpen tehetd
részsokasagga.

Bizonyitds. Ha egy N sokasag egy M részhalmaza részsokasag, akkor 10.1.
(1) értelmében M-nek az altér-topoldgidval kell rendelkeznie. Tegyiik fel, hogy
M-en kijeloltiink két atlaszt, amelyek M-et az N sokasig egy My, ill. My
részsokasagava teszik. Ekkor mind az M; — N, mind az My — N kanoni-
kus inklizié sima leképezés, s igy 10.4.1. alapjan a My — My és a My — M,
identikus leképezés egyarant sima. fgy ezek az izomorfizmusok egymaéashoz in-
verz diffeomorfizmusok, amibdl kévetkezik, hogy My és Mo sokasdg-struktiraja
azonos. o

A most tett észrevétel alapjan értelmesen szélhatunk arrél, hogy egy sokasag
egy részhalmaza részsokaséag (ill. hogy nem az).
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10.5. Egy N sokasdg egy M részhalmaza akkor és csak akkor m-dimenzids
részsokasaga N-nek, ha minden pontja koril megadhaté N-nek olyan M-hez
adaptalt térképe, amely m-dimenzios szeletet szarmaztat.

Bizonyitds. 10.4. értelmében a feltétel sziikséges. Az elegendfség igazolasa
céljabol tegyiik fel, hogy N n-dimenzids sokasag, és hogy M C N rendelkezik
a mondott tulajdonsiggal. Lassuk el M-et az altér-topolégiaval. Tekintve egy
tetszéleges p € M pontot, jeldljiink ki p = j(p) € N koériil olyan (U, (u*)?;)
p-kozéppontu térképet, hogy U N M a

{geU’(q)=0,ie{m+1,...,n}}

szelet legyen. Mivel u = (u?,...,u"™) homeomorfizmus,
ups = (ul, ..., u™) | U N M homeomorfizmusa U N M-nek az u(U) NR™ C R™
nyilthalmazra, ahol R™-et az R™ tér (al,...,a™,0,...,0) alaki pontjai altal

alkotott altérként fogjuk fel.

Ellendrizhet6, hogy az igy nyert térképek M-nek egy m-dimenzids atlaszat
hatarozzak meg, midltal M m-dimenzids sokasdgga valik. Azt kell még belatni,
hogy ez a sokasdg az NN sokasignak részsokasaga. Tekintsiik ismét az okos-
koddsunk elején szerepeltetett (U, (u?)?_;) térképet. Ekkor az

W lUNM=uloj,ie{l,....m}

fliggvények simék, hiszen ezek alkotjak az wuy; koordinatazést. Ebbdl kovetke-
zik, hogy a j : M — N inklizié sima leképezés (v.6. 10.4.1. bizonyitdsdval).
j M minden pontjdban immerzi6, kovetkezményeként a 9.3.-beli (3) — (1)
implikacionak. i

10.6. Egy ¢ € C*(N, Q) sima leképezésnek egy q € Q pont requldris értéke,
ha ¢ a ¢~ 1(q) 6skép minden pontjéban szubmerzié.

10.6.1. Ha N n-dimenzids, @ k-dimenzids sokasig, ¢ € C*°(N,Q), és q €
Im(p) reguldris értéke p-nek, akkor ¢ ~1(q) (n — k)-dimenzids részsokasiga N-
nek.

Bizonyitds. Legyen (y',...,y*) ¢-kdzéppontu lokélis koordindtarendszere Q-
nak. Mivel ¢ szubmerzié a o~ 1(q) 6skép pontjaiban, tetszdleges p € ¢~ 1(q)
pont esetén 9.2.2. alapjan az

n—k+1 . 1 n._ .k
U =y op,...,u" =y op

fiiggvények egy p korili u = (ub,...,u” " F w7 F+ ") lokdlis koor-
dinatarendszerré egészithetdk ki; legyen ezek tartomanya U. Ekkor

UNe(q) = {a cUu" ' (a) =--- = u"(a) = 0},

tehdt U N p~1(q) u-koordindtaszelete U-nak, maga (U,u) pedig ¢~ !(g)-hoz
adaptalt térképe N-nek. Mivel ilyen térkép minden p € ¢~!(g) pont koriil
létezik, 10.5. értelmében ¢~1(q) részsokasdga N-nek, mégpedig (n — k)-
dimenzids részsokasiga, mert a szeletek (n — k)-dimenzidsak. a]
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10.6.2. Egy n-dimenzids sokasdg (n — 1)-dimenzids részsokasdgait hiper-
feliiletekként is emlitjiik. Ha f € C°°(M), A € Im(f) és tetszbleges p € f~1(\)
pontban (df), # 0, akkor f~'(\) hiperfelilete M-nek, amelyet f egy szint-
hiperfeliletének hivunk.

A tett kijelentés igazoldsa céljabdl tekintsiik az R 1-dimenziés sokasdg ()
kanonikus koordinatarendszerét. Ekkor r o f = f, és igy (df), # 0 miatt (o f)
fliggetlen rendszer a p pontban. Ez a fiiggetlen rendszer 9.2.2. miatt p korili
lokdlis koordindtarendszerré egészithet6 ki, ami 9.4. alapjan ekvivalens azzal,
hogy f szubmerzi6 p-ben. Mivel ez a tulajdonsidg f~!()\) minden pontjdban
teljesiil, 10.6.1. biztositja, hogy f~1(\) hiperfeliilete M-nek.

10.7. Legyen M részsokasiga az N sokasdgnak. Azt mondjuk, hogy egy X €
X(NN) vektormez6 érinté vektormezéje M-nek, ha minden p € M pont esetén
X, € T,M (élve azzal a 10.1.3.-ban emlitett megallapoddssal, hogy T, M altere
T,N-nek). M-hez adaptélt térkép alkalmazdsaval adédik, hogy ekkor X [ M :
M — TM sima leképezés, és igy X € X(M). Amennyiben X,Y € X(NN) érint8
vektormezéi M-nek, ugy [X,Y] is az, és [X,)Y] | M = [X | M,Y | M]. Ez
7.6.2. (3) alapjan kovetkezménye annak, hogy X | M ~ X ésY [ M ~Y (v.6.
J J

7.6.5.).

11. Kozonséges differencialegyenletek

11.1. Legyen U C R™ nyilt halmaz, f: U — R" folytonos leképezés. Egy
o' = f()

alak képletet, ahol x és x’ egy-egy szimbdlum, U f6lotti kozonséges, elsérendi,
autonom differencidlegyenletnek, roviden differencidlegyenletnek neveziink. Azt
mondjuk, hogy egy 7 : I — U C*-osztélyi leképezés (k > 1, I C R egy interval-
lum) megolddsa az ©' = f(x) differencidlegyenletnek, ha

VteI:9/(t) = f(r(1)),

roviden, ha v = f o~. Ekkor a v leképezést a differencidlegyenlet egy in-
tegralgorbéjének is hivjuk. Egy v : I — U megoldésra vonatkozd kezdeti feltétel
v (to) = po alaki feltétel, ahol ¢y € I adott paraméter, py € U adott pont.

11.1.1. Egy 2’ = f(z) differencidlegyenlet egy v : I — R™ megoldédsindl
az I intervallum nyilt, zért, félig zart, |a, oo[ és [, oo (a € R) alakd, valamint
a teljes valds egyenes egyarant lehet. A v integralgérbe minden

I+ A ={t+rXeRtel} U, t—=F(t)=v({t—-X) (AeR)

alaki atparaméterezettje is integralgorbe. Erre tekintettel a tovabbiakban az
altalanossdg sérelme nélkiil feltehetjik, hogy az I intervallum tartalmazza a
0-t, és v(0) = p alaku kezdeti feltételt szerepeltethetiink. Egy ilyen kezdeti
feltételnek eleget tevé megoldast a p ponton dtmend, vagy a p pontbdl induld
integrdlgorbeként emlitiink.
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11.1.2. Egy differencidlegyenletnek tobb olyan megolddsa is létezhet,
amely kielégit egy adott kezdeti feltételt, ezért ahhoz, hogy egy eldirt kez-
deti feltételnek eleget tevé megoldas egyértelmiségét biztositsuk, az f : U —
R™ leképezésre tovabbi megszoritdassal kell élni. Ebbdl a célbdl elegendd azt
megkovetelni, hogy f Cl-osztalyt legyen, kényelmi okokbdl azonban feltessziik
a tovdbbiakban, hogy f sima. Megmutathaté ugyanakkor, hogy az '’ = f(x)
differencidlegyenletnek méar f folytonossaga esetén is létezik tetszOlegesen elOirt
kezdeti feltételt kielégité megoldasa.

11.2. (Lokalis egzisztencia-unicitds és simasdgi tétel.)
Legyen U C R™ nyilt halmaz, s tegyiik fel, hogy f : U — R" sima leképezés.

(1) (Egzisztencia) Az ' = f(z) differencidlegyenletnek tetsz6legesen adott
p € U ponthoz létezik p-bdl induld sima integralgorbéje.

(2) (Unicitds) Az ' = f(z) differencidlegyenlet barmely két p-bdl induld
(sima) integralgdrbéje egybeesik értelmezési tartoményaik metszetén.

(3) (Sima figgés a kezdeti feltételektsl) Jelolje v, az 2’ = f(z) diffe-
rencidlegyenlet p-bél induld integralgérbéjét. Megadhaté a p pontnak olyan
V C U kornyezete, valamint egy e pozitiv valds szam gy, hogy a

T2 VX] - 6’6[_> R™, (qvt) = ‘p(Qat) = 'Vq(t)

leképezés sima.

12. Vektormezok integralgorbéi

12.1. Legyen M egy sokasig, X € X(M). Egy v : I — M gorbét az X
vektormezd egy integrdlgorbéjének neveziink, ha 4 = X o~. Amennyiben 0 € I,
gy a p := ~v(0) pontot az integrélgorbe kezd6pontjaként is emlitjiik, és a p
pontbol indulo integrdlgorbérdl szélunk.

12.1.1. Legyen (U,u) = (U, (u’)?_,) térkép az M sokasdgon. Egy v : I —
M gorbe akkor és csak akkor integrdlgérbéje egy X € X(M) vektormezének U
folott, ha 4 :=ulo~y (i € {1,...,n}) koordinatafiiggvényei v~ (U f6lott eleget
tesznek a y ‘

7= fo(vh )
reldciénak, ahol f*:= Xu’ou~", vagyis ha
wory:y HU)C I — ulUd) CR"

integralgorbéje az

f=04 " uUd) CR* - R

leképezés segitségével képzett ' = f(z) differencidlegyenletnek.
Valdban, tetsz6leges t € v~ 1(U) esetén egyrészt 6.5.2. alapjan

n . a
90 =320 ()
i=1 ou y(t)
maésrészt 7.1.1. és a 7.1.2. bizonyitasaban latottak figyelembevételével
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Flo(h . om® (—)
foy (1) = Xy <=7 () = flo(v'...,y™)(®) (i €{1,...,n}).

12.1.2. (Az eltoldsi lemma, v.6. 11.1.1.) Ha «y : I — M integrélgorbéje az
X € X(M) vektormezdnek, akkor tetszéleges A valds szdm esetén a

I+ A= M, t—=750) ==\

atparaméterezett gorbe is az.

Tekintsiik ennek igazoldsdhoz a T : t € R +— t — X € R transzlaciét. Ennek
segitségével 7 = v o T_, frhaté, és igy 6.5.3. alapjdn tetszlleges t € I + A
paraméterre ¥(t) = (T_») (O)Y(T-x(t)) = (§ o T-»)(t), kovetkezésképpen

Y=40T_x=XoyoT_=Xo7.

Az eltolasi lemma alapjan a vektormezok integralgérbéivel kapcsolatban is
feltehetjik, hogy az értelmezési tartomanyuk tartalmazza a 0-t, v.6. 11.1.1..

12.2. Ha X € X(M), akkor tetszileges p € M ponthoz létezik egy és csak egy
olyan v : I — M integralgorbéje X-nek, hogy 0 € I és y(0) = p.
Ez 12.1.1. alapjén kévetkezik 11.2./(1),(2)-bol.

12.3. (Vektormezdk integrdlgorbéinek unicitdsa.) Ha v : I — M és vo : [ —
M integralgorbéi egy X € X(M) vektormezdnek, és valamely ¢ty € I pontban
Y1(to) = 72(to) teljesiil, akkor 71 = 7a.

Bizonyitds. Egyszerii folytonossagi érveléssel addédik, hogy v; ésy, A =
{t € Il71(t) = 72(t)} egybeesési halmaza zért halmaz. Beldtjuk, hogy A egy-
idejlileg nyilt halmaz is. Legyen s € A tetsz6leges. Az eltoldsi lemma értelmében
A1 :=71 0Ty és 73 := 72 o T} is integralgérbéje X-nek, amelyekre

71(0) = 71(s) = 72(s) = 72(0)

teljestil. EbbOl a 12.2.-beli egyértelmiiség tulajdonsdg alapjan kovetkezik, hogy
1 és ¥2 egybeesik a 0 egy kornyezetében, és igy 1 és 72 is egybeesik s € A egy
kornyezetében. Ez azt jelenti, hogy A nyilt halmaz: tetszoleges ,,s” pontjat annak
egy kornyezetével egyiitt tartalmazza. Ily médon A nemiires zart-nyilt halmaza

az I nyilt intervallumnak, amely 6sszefligg6 halmaz; ez csak gy lehetséges, hogy
A=1 o

12.3.1. Rogzitve egy p € M pontot, tekintsiik az X € X(M) vektormezd
mindazon 7 : I, — M integralgorbéit, amelyek p-bdl indulnak, vagyis amelyekre
~v(0) = p teljesiil. Ha « és 8 két ilyen integrélgorbe, akkor 12.3. miatt o | I, N
Ig =B 1 1,N1Iz. Ebbdl 4.1.4. alapjan kovetkezik, hogy ezek az integralgorbék
egyetlen

il = M, I:=|]JI,
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integralgorbét hataroznak meg; ezt az X vektormezé p-bdl indulé mazrimdlis
integrdalgorbéjének nevezziik. (v, értelmezési tartomanya a lehetd legbévebb, de
nem sziikségképpen a teljes valds egyenes!)

12.3.2. Ha egy vektormezo6 két maximdlis integralgérbéje metszi egymast,
akkor ezek csak paraméterezésben térnek el egyméstol. Nevezetesen: ha
X e X(M), v, : I, = M a p pontbdl indulé maximdlis integrilgérbéje X-nek,
q:=p(s) (s € I,,), akkor

s+ 1, =1, és g =y o Ts.

Bizonyitds. A
Fi=qqol_g:s+1—q—>M

gorbe az eltoldsi lemma értelmében integralgdérbéje X-nek. Mivel ¥(s) = v4(0) =
q = vp(s), 12.3. miatt (s + I;) N I, 6l6tt ¥ és v, egybeesik. gy a 12.3.1.-ben
latottak szerint az (s+1,)UI, halmazon 7 és y, egyetlen integralgdrbévé rakhaté
ossze. I, maximalitdsa miatt s + I, C I, igy

Viely: (s +1) =7(s +1) = (v 0 T5)(s +1) = 75(D),

azaz Yq = Yp © Ts. Mésrészt I, is maximalis, ezért —s + I, C I, ill., ekvivalens
médon, s+ I, C I, O

12.3.3. Egy nem konstans v : R — M gorbét periodikusnak neveziink, ha
van olyan k pozitiv valés szdm, hogy minden ¢ € R paraméterre v(t + k) =
~(t) teljesiil; e pozitiv szdmok legkisebbikét a gorbe periddusdnak hivjuk. Azt
mondjuk, hogy egy k peridodusd v : R — M gorbe egyszeri periodikus, ha
valamely [a,a + k[ intervallumon injektiv. 12.3.2. alapjdn kovetkezik, hogy egy
vektormezd mazimdlis integrdlgorbéje csakis injektiv, egyszeri periodikus vagy
konstans gorbe lehet.

12.4. Egy vektormezé teljes, ha valamennyi maximalis integralgérbéje
értelmezve van az Osszes valds szdmok halmazén. Egy X € X(M) teljes vek-
tormezd folyama a

@:Rx M — M, (t,p) —~ o(t,p) :==(t)

leképezés, ahol v, X p-bdl indulé maximalis integralgorbéje.

Rogzitett p € M pont mellett a ¢t € R — o(t,p) € M leképezés éppen az
vp integrélgorbe. Ha egy t valés szamot rogzitiink, akkor egy ¢ : M — M,
p — @i(p) = @(t,p) leképezéshez jutunk, amely ,a p pontot t ideig engedi
folyni”. Azt mondjuk, hogy ¢; a ¢ folyam t-edik stadiuma, és X folyaméara
olykor a stddiumok {y;|t € R} halmazaként hivatkozunk.

12.4.1. Ha ¢: R x M — M egy teljes vektormezd folyama, akkor
(1) ®o = 1um;
(2) @s 0Pt = psit, kOvetkezésképpen @, oy = 1 0 s minden s,t € R-re (a

stadiumok kommutélnak);
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(3) valamennyi stadium diffeomorfizmus, tetszéleges t € R-re (¢;) ™! = ;.

Bizonyitds. (1) Tetszbleges p € M esetén ¢o(p) := ¢(0,p) = 7,(0) = p.
(2) Tekintve ismét egy p € M pontot,

12.3.2.

o1 0 ps(p) =t pi(q) = 74() Yp © Ts(1)

= Tt +s) =
= Yt4s(p) = Ys+¢(P) = 75 0 (D).

(3) 11.2./(3) biztositja a stddiumok simasdgdt, a megeléz6 két tulajdonsig
alapjén pedig s 0 pr = o = @1 0 P, és igy (1) "' = - (t €R). o

12.5. Egy M sokasigon adott egyparaméteres diffeomorfizmus-csoporton olyan
0:RxM— M, (t,p) — o(t,p)
sima leképezést értiink, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
(FL)1 »(0,p) =p, p € M;
(FL)2 ¢(s,¢(t,p)) = p(s+t,p);s,t eR, pe M.

Bevezetve tetszélegesen rogzitett ¢ € R mellett a

et M — M, p i(p) = ot p)
leképezést, ezek a feltételek a
(FL)1 w0 = 1ur,
(FL)2 @50 ¢t =peyt 5 s,t €R

alakot Oltik. A feltételek miatt a ¢, transzformaciok mindegyike diffeomorfizmus,
(o)t = ¢_4. Rogzitve egy p € M pontot, a

Yp R = M, t = y(t) := ¢(t,p)

leképezés gorbe, a diffeomorfizmus-csoport p-n atmend dramwvonala,
Im(vp) = 1 (R) = {¢(t,p) € M|t € R} a p pont orbitja.

12.4.1. értelmében egy teljes vektormezé folyama egyparaméteres
diffeomorfizmus-csoport, amelynek aramvonalai a vektormezd maximalis in-
tegralgorbéi.

12.5.1. Egy ¢ : R x M — M egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport
sebességuektormezdje vagy infinitezimdlis generdtora a

oM —=TM, p— $(p) :=4,(0)

leképezés. Ez vektormezd M -en, amelynek integrdlgorbéi az dramvonalak.

Bizonyitds. Vezessiik be az X := ¢ jelolést.
FL
(1) Tetszdleges p € M esetén X, = (p) € T, 0)M )

70X = 1p7, X tehat durva vektormezo.
(2) Legyen (U, u) egy térkép M-en. Megmutatjuk, hogy tetszbleges
feC®U) esetén X f € C*(U), ebbél 7.1.2. alapjdn kovetkezik X simaséga.

' T,M; gy
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X definicidja értelmében egyrészt

XF(p) = Xp(f) = 20)(f) = 40)(f) “E" (fo7,)'(0) , p € M.

Tekintsiik mésrészt az R x M szorzatsokasédg (0, p) pontja koriil az (R xU, (r, u))
térképet, ahol r := 1. A % € X(R) vektormezd a 7.7.-ben mondottak szerint
R x M-en az

.0 9
iRy (t,q) ER X M (<87’1>t70q> € T, (R x M)

vektormezdt szarmaztatja. fop € C(R x M), {gy ir - (f o p) € C®(R x U).
6.3.1. alkalmazasdval

ing=(f09)(0,p) = ((£)y:0p) (fow) = (), (fopoip) +0,(fopojo) =
(Z(fopospy)(0)=(fopojy)(0)=(for)(0)=Xf(p),

amibdl kovetkezik X f simasaga U folott.
(3) Telintsiik p-nek egy p € M ponton dtmend

Yp it € R = (1) := pp(t) := o(t,p) € M
aramvonalat. Alh’tjuk, hogy X oy, = 7p. Mivel
X 07p(0) = Xp = ¢(p) == ¥(0),

a kivant relacié a 0-ban automatikusan érvényes. Legyen t € R tetszdleges, és
vezessiik be a g := v, (t) roviditést. Ekkor

(FL)
=72 p(s+t,p) = Yp(s+t),

Vs € R :yq(s) := (s, 9) = @(s, (1)) = ¢(s, (¢, p))
igy 44(0) = 4p(¢). Felhasznédlva ezt az észrevételt,
VEeR: X oyp(t) = Xg 1= @(q) = Y4(0) = (1)

-és ezt kellett belatnunk. o

12.6. Legyen M egy sokasag. Az R x M szorzatsokasig egy W részhalmazat
radidlisnak nevezziik, ha minden p € M pont esetén

W N (R x {p}) =1, x {p} , vagy W N (R x {p}) =0,

ahol I, C R a 0-t tartalmazoé nyilt intervallum. Radidlis halmazok unidja és
véges sok radidlis halmaz metszete is radialis.

12.6.1. Minden X € X(M) vektormez6hoz létezik a {0} x M C R x M
halmaznak egy W radiélis kornyezete, valamint egy ¢ : W — M sima leképezés
agy, hogy rogzitett p € M mellett

p it € I, = vp(t) := (t,p)

p-bél indulé integralgérbéje X-nek:

Yp =X 07, 1(0) = 0.
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A ¢ leképezést az X vektormezo egyértelmilen meghatérozza.
Azt mondjuk, hogy ¢ : W C R x M az X vektormez6 altal generalt lokdlis
folyam.

Bizonyitds. Legyen (Ua,Ua)ye 4 atlasza M-nek. 11.2., 12.2. és 12.3. alapjan
kovetkezik, hogy az &llitds az U, kornyezetek mindegyikében érvényes. Igy
tetszbleges o € A esetén létezik a {0} x U, halmaznak egy W, C R x U,
radialis kornyezete, valamint egy ¢, : W, — U, sima leképezés igy, hogy ha

('VQ)p (t) :== pa(t,p), akkor
V(typ) S Wa : ('}/Q)p (t) = X('Ya)p(t)’
és ('Ya)p (0)=p,p€Us,.

Legyen W := U W,. Ekkor W radidlis kornyezete a {0} x M-nek R x M-

acA
ben, és p € Wo N W3 (o, f € A) esetén

(Wa 0 W) N (R x {p}) = I x {p},
ahol I C R a 0-t tartalmazd nyilt intervallum. A
(Va)p: I = Mésa(ys),: 1 =M

leképezés egyarant integralgérbéje X -nek, s mivel

(Ya), (0) = (78),, (0) = p,

mindkét integralgdrbe ugyanabbdl a p pontbdl indul ki. Ebbol 12.3. alapjan az
kovetkezik, hogy ('ya)p és ('yg)p egybeesik I f6lott, s ennélfogva egyben

o | Wa NWs =g | Wa NWp ; (a, ) € Ax A

gy azonban 4.1.4. értelmében a (Pa)qen leképezéscsaldd egy ¢ : W — M
sima leképezést hataroz meg, amely a konstrukciobdl kiolvashatéan rendelkezik
a kivant tulajdonsagokkal. ¢ egyértelmiisége szintén vilagos 12.3. alapjan. o

12.6.2. Megtartva az el6z8 pont feltételeit és jeloléseit, ha (¢, p), (s, p(t, p))
és (t+ s,p) egyarant W-be tartozik, akkor

o(s,p(t,p)) = @(t + s,p).

Bevezetve a 12.4.-ben latottak szerint a o; : p — ¢i(p) := @(t,p) leképezést, ez
a relaci6 a

Ps © Pt = Ps+t
alakba irhaté.

Bizonyitds. Mivel W C R x M radidlis kornyezete {0} x M-nek, van olyan a
0-t tartalmazé I nyilt intervallum, hogy

sel,(t+1I)x{p}CWésIxop(p CW.
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Tekintsiik az X vektormez6

Y107 € 1= (7)) = o7, 0(8, 1) = Ye(e,p)(T)
és

Yo7 €L () ==t +7,p) = Yp(t +7)
integralgorbéjét. Mivel

71(0) = Yp(t.p) (0) = (¢, p) = 72(0),

12.3. alapjan v; és 2 egybeesése kovetkezik. fgy, specidlisan, v1(s) = y2(s),
ami a kivant (s, o(t,p)) = p(t + s, p) reldciét adja. o

12.7. (A menekilési lemma.) Ha v olyan maximdlis integralgérbéje egy X €
X(M) vektormezének, amelynek értelmezési tartomédnya nem a teljes valds
szamegyenes, akkor v képét M egyetlen kompakt részhalmaza sem tartalmaz-
hatja.

Bizonyitds. Jeldlje ]a, b, ahol —oo < a < 0 < b < 0o, v maximélis értelmezési
tartomdanydt, s legyen p := ~(0). Tekintsiik az X vektormez8

yWCRxM-—-M

lokalis folyamat. A maximalis integralgérbe unicitdsa miatt v = -, ahol vy, () :=
o(t,p); (t,p) € W. Tegyiik fel, hogy b < oo, de, ellentétben az allitdssal, v(]a, b[)
benne van egy K C M kompakt halmazban. (Az érvelés az a > —oo esetben
hasonld.) Legyen (t,), oy tetszéleges olyan sorozat, hogy

tn, €la,b] (n € N*) és lim ¢, = b.
n—oo

Ekkor (v(tn)),en+ K-beli pontsorozat. Mivel megszdmlalhaté bazisi Hausdorff-
térben a kompaktsidg ekvivalens azzal, hogy minden sorozatnak van konver-
gens részsorozata, (7y(t,))-nek megadhaté egy ¢ € K ponthoz konvergald
részsorozata. Jeloljik ki a ¢ pont egy U kornyezetét, és adjunk meg egy € pozitiv
valés szdmot ugy, hogy ¢ értelmezve legyen | — ¢, e[xU 616tt. Legyen n € N*
olyan, hogy v(tn) x U és b — € < t,. Ertelmezziink egy o : [a,t, + e[— M
leképezést a

v(t), ha a <t < b;
o(t) :=
Vi1, o, (p), hat, —e<t<t,+e

el6irassal. Ekkor ¢ €]a,b] N |t, — €, t, + €[ esetén 12.6.2. alkalmazdsdval

o(t) = -1, 0, (p) = pi(p) = 1p(t) = (1),

o tehat jol definidlt gorbe, mégpedig X-nek integralgorbéje. Ez az integralgorbe
kiterjesztése y-nak, ami ellentmond ]a, b[ maximalitdsdnak. a]

12.7.1. Kompakt sokasdagon minden vektormezd teljes.

Valéban, tegyiik fel, hogy M kompakt sokasdg, és legyen X € X(M). A me-
nekiilési lemma értelmében nem létezhet X-nek olyan maximaélis integralgorbéje,
amelynek értelmezési tartomanya nem a teljes valds egyenes, hiszen minden in-
tegralgorbe képhalmaza benne van az M kompakt halmazban.
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13. A horgasz derivalas

13.1. (A kiegyenesitési tétel.) Ha X vektormezé az M n-dimenziés sokasdgon
és X, # 0, akkor a p pont koriil megadhaté olyan (U, (u®)?_;) térkép, hogy
X1U=35.

Bizonyitds. (1) Valasszunk elsd lépésként olyan (V,y) = (V, (y*)™,) térképet a
p pont koriil, hogy y(p) = 0 € R™, és hogy

(8) (3>
P 8]/2 p7 ) ayn )

bézisa T, M-nek. Ilyen térkép 1étezését a linedris algebrabdl jol ismert kicserélési
tétel garantdlja.
(2) Tekintsiik az X vektormezd

p:WCRXxM— M, (t,p)— @(t,p)

lokélis folyamat. Az ennek segitségével az R™ tér origdjanak egy kornyezetében
értelmezett

(a',a?,...,a") — f(a',d?,...,a") := @(a’,y™1(0,a?,...,a")) € M
leképezés differencidlhato, és
F(0) = 90,57 (0,...,0)) = ¢(0,p) = p.

3) Megmutatjuk, hogy az (f.), : ToR™ — ToyM = T, M érintSleképezés a
o ) bazist ((e’)™_; R™ kanonikus koordindtarendszere) a T, M érintétér

Oet
)-ben lielolt bazisaba viszi at. A ( )0 vektor érintévektora a

((5
(1
7R =Rt =9 (t) :=(0,...,0)

gorbének a 0 helyen, ezért 6.5.4. alapjan f, (%)0 az f oy M-beli gorbe
érintévektora az fo~;(0) = f(0) = p pontban. Ha a t paramétert a 0 elegendéen
kis kornyezetébdl valasztjuk, akkor (12.6.1. jeloléseivel)

Fom(t) = f(t,0,...,0) :==p(t,y~(0,...,0)) = o(t,p) =: 7,(1),

f o1 tehdt éppen az X vektormezd p-n 4tmend integralgorbéie. Igy
(1 (gar) =70 =530 = X0 = X,

Legyen az egyontetiiség kedvéért (8%1) =X, .Hai € {2,...,n}, jelentse
P
a

teR = 7i(t) == (0,...,t,...,0) € R"
gorbét. Az el6bbi médon kapjuk, hogy

(f+) (aaez) 7m(0) cie{2,...,n}.

Mivel elegendden kicsiny t-re
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6.5.2. alkalmazdsaval

. n ) a n a
o0v(0) = T oy o) (0 <) = Jo i ( > =
for(0) = (4 oyt 07)(0) 57 ) o > (o) oy

j=1 j=1

> (o), = (),
(fe)o (;{;) :<8(Zi)p cie{l,...,n}.

(4) A (3)-ban mondottakbdl kivetkezéen (f,), : ToR™ — T, M linedris izo-
morfizmus, {gy az inverz-leképezés tétel (6.1.8.) alapjan a 0 € R™ pontnak van
olyan Uy, a p € M pontnak pedig olyan U kornyezete, hogy
f 1 U : Uy — U diffeomorfizmus. Ha u := (f | Up)~!, akkor (U,u) térkép
p koriil; azt ellendrizziik végiil, hogy ez a térkép rendelkezik a kivant tulaj-
donséaggal.

Legyen a := (a',a?,...,a") € uUU) = f~*U) C R" tetszéleges. Ekkro

egyrészt
uf ou~ (@) <3> B
0 J ya)

o (), = (&)
= %(a) (‘9?”> o) <38“1) f(a)

adédik. Tekintsiik mésrészt a

fgy tehat

HM

v:5 €]l —e€ el (s) = (a* + 5,02, ...,a") € ulld)

gbrbét, ahol e alkalmas pozitiv szam. ~y 0-beli érintévektora (%)a, s igy
(fe), (%)a az f o~ gorbe 0-beli érintévektora. Ugyanakkor f o~ X-nek az
f(a) ponton dtmené integralgérbéje, mivel

fory(s) = fla' +5,a2,....a") = p(a' + 5,571(0,a?, a™)) =
pa 0,2, 7)) P2 o (0,07 ")) = (@) =
Yf(a)(8)

miatt .
1 .
fo(0) =97(0)(0) = Xy(a)-

Osszevetve a tett észrevételeket,

e 0 0
Xy = for(0) = (f), (661> = (aul)f( .

tehat X | U = 525 D
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13.2. Legyen V véges dimenziéju valds vektortér, ellitva a természetes to-
polégidval (3.4.2.). Ha I C R nyilt intervallum, f: I — V egy leképezés, s € T
tetszOlegesen rogzitett, akkor képezhetd a

1
lim = (£(s +1) = £(5)

hatdrérték. Létezése esetén ezt f s-beli derivdltjdnak nevezzik, és f’(s)-sel
jeloljik. Ez a derivaltképzés egy M sokasdg érinttereiben is értelemszertien
miikodik; a segitségével leirunk egy eljardst, az in. , horgasz-derivalast”, amely
tetsz6leges X,Y € X(M) vektormez6 és p € M pont esetén ,az Y vektormezd
X szerinti derivaltjat” szolgaltatja a p pontban.

1. lépés Tekintjiik az X vektormez6

o WCRXxM— M, (tq) — »(t,q)

lokélis folyamat. Kovetjik X p-n dtmend integrélgorbéjét egy ¢:(p) pontig, és
kiértékeljiik az Y vektormezét ebben a pontban.

2. lépés Visszahizzuk az Y, () vektort a T}, M érintétérbe a ¢4 diffeomor-
fizmus érintéleképezése segitségével.

3. lépés T, M-ben képezzik a

1
}141)%; ((@—t)* (th(P)) - Yp)

hatarértéket, azaz az

fp =€ el=ToM , t— fp(t) == (p-1), Yo,p)) (€€RY)

fliggvény 0-beli derivaltjat.

Képletesen: A horgasz a folyéparton iil. A folyam kiilonféle objektumokat
visz el6tte, esetiinkben az Y vektormezot. Egy ¢ idépillanatban beakasztja a
horgat (1. 1épés), maga elé rdntja az objektumot (2. 1épés), végiil elvégzi a
derivalast (3. 1épés).

Kidertiil, hogy az eljdards eredménye az[X,Y] vektormezd p-ben folvett értéke.

13.2.1. Legyen X és Y vektormezd az M sokasagon, és tekintsiikk az X
vektormezd ¢ : W C R x M — M lokélis folyamat. Tetszéleges p € M pont
esetén

X Y]y = m 7 (), (Vo) — ).

Bizonyitds. Alkalmazva az fy(t) := (¢—¢), (Yo, (p)) roviditést, azt kell igazolni,
hogy f(0) = [X, Y],

1. eset: X, # 0. Ekkor a kiegyenesitési tétel értelmében megadhaté a p
pont kériil olyan (U, (u®)™ ) térkép, hogy X [ U = %. Tekintsiik, valtozatlan
jeloléssel, X, p korili”

o] —eelxt = M, (t,q) = o(t,q) = pr(q) =: (1)

lokélis folyamat. Megmutatjuk el6szor, hogy ¢ az U-beli pontoknak csakis az
elsd koordindtdjat véltoztatja meg, nevezetesen: tetszéleges (t,p) €] — e, e[xU
esetén

u(pe(q)) = u'(q) +t 5 v/ (pi(q)) = (q) , j€1{2,....n}.
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Valéban, 4,(t) = X, ) = (6%11)7 ® miatt 6.5.2. alapjén azt kapjuk, hogy

n ) 0 0
(i 07,)' () ( ) _ () :
Z ! au Yq (t) 8U1 Yq (t)

i=1

innen (u' o,) =1, (u or,) =0 (j € {2,...,n}), ami 7,(0) = ¢ figyelem-
bevételével a felirt relacikhoz vezet. Igy tetszéleges (t,q) €] — €, e[ xU-ra

(1)) (fui)q = z": W(Q) (é)if>%(q> B (3ii>w<q>

j=1
ie{l,...,n}

ha tehdt Y | U = Zyi%, akkor
u

i=1

Fol®) = (p-0), (; Vi) 8@)%@) =S¥ ( o)

Ezek alapjan

> (17 (7 n(0) = ¥ 00) ( ai) B ALt ( 8‘i) 651

[af’;,zyiaii] 0 = | Y] 0 =110

i=1

amint allitottuk.

2. eset: X eltinik a p pont eqy kérnyezetében. Ekkor X-nek az illet6 kornyezet
pontjaibdl kiindulé integrélgorbéi konstans gorbék, és igy ¢; (t €] — €,¢€]) az
identikus transzformaci6 az értelmezési tartomdnyan. Ily médon (o), Yo, ) =
Yy,) (t €] — € ¢€[), kovetkezésképpen f,(0) = 0. Mésrészt [X,Y], = 0 is teljesiil,
ugyanis tetszéleges h € C° (M) esetén

X Yp(h) = X,(Yh) = Y, (Xh) = Y, (Xh) =0,

hiszen Xh eltlinik a p pont egy kornyezetében, és ebbdl 5.1.2. alapjan kovetke-
zik, hogy Y,(Xh) = 0.
3. eset: X, =0, de van olyan (p,,)nen+ M-beli pontsorozat, hogy p = lim p,
n—oo
és X, # 0, n € N*. Ekkor az allitas kovetkezik az 1. eset alapjan, tekintettel
arra, hogy (példdul a koordindtds eléllitasokbdl kiolvashatéan) a
pr f(0) ésap— [X,Y],

leképezések folytonosak. O
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13.2.2. Legyen M és N sokasag, F' € C*(M,N), X € X(M), Y € X(N).
Jelolje ¢ és ¢ az X, ill. az Y vektormezo lokalis folyamat. X és Y akkor és csak
akkor F-megfelel6, ha 1, o F' = F o ¢, teljesiil minden olyan esetben, amikor e
relacié egyik oldala értelmezve van.

Bizonyitds. (1) Legyen Wiy C R x M a ¢ folyam, Wy C R x N a ¢ folyam
értelmezési tartomédnya. Az allitasbeli felcserélési reléacié azzal ekvivalens, hogy
ha (t,p) € Wiy és (t, F(p)) € Wy, akkor

Vrp)(t) = Fopp(t).

(2) Tegylik fel, hogy X és Y F-megfeleld, vagyis hogy Yo F = F,0 X (7.6.).
Képezziik, alkalmazva 12.6. jeloléseit, a

vi=Fop,: I, > N ,t— Fop,(t)=F(e(t,p))
gorbét ((¢,p) € Was). Ennek tetszbleges t € I,-beli sebességvektora
. 7, 6.5.4. . feltétel
() =Fopp(t) "=" Fu(p(t)) = Fi (X)) "= Y o Flpp(t)) =
Yr@, ) =Y 07(t),

kovetkezésképpen v a v(0) = F(¢(0,p)) = F(p) pontbdl kiindulé integralgdrbéje
az Y vektormezének. Az integralgérbék unicitds-tétele (12.3.) alapjan igy a
Y (p) maximdlis integralgorbének legalabb az I, intervallumon értelmezettnek
kell lennie, és ezen az intervallumon az v p(,) = v = F o @, relaciénak kell
teljestilnie.

Ezzel megmutattuk, hogy X ~ Y esetén érvényes az (1)-ben szerepld, az

allitasbelivel ekvivalens, felcserélési relacio.
(3) Megforditva, tegyiik fel, hogy

Vrp)(t) = Fopy(t) ; (t,p) € War.

Ekkor tetszoleges p € M esetén

Fi(X,) = Fo(p(0)) =F o pp(0) = () (0) = Y,

tehat X és Y F-megfelelo. O

13.2.3. Legyen X,Y € X(M). Ha X lokélis folyama ¢, Y lokélis folyama
1, akkor a kovetkezdk ekvivalensek:

(1) [X.Y] =0.
(2) Vp e M:limg ((p-0)r (Vo) = ¥p) = 0.
(3) Vpe M: tlg%% (¥—t)« (Xyu() — Xp) =0.

(4) ¢ tartomdnyanak minden (t, p) pontjaban ()Y, = Y, (p) - Y invaridns
X folyaméval szemben.

(5) ¥ tartoméanyanak minden (¢,p) pontjdban (v;).X, = Xy, (p) - X invaridns
Y folyaméval szemben.
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(6) @i 0 1hs = s 0 @y, valahdnyszor a két oldal egyike definidlva van.

Bizonyitds. (1), (2) és (3) ekvivalencidja nyilvdnvalé [X,Y], horgdsz-
derivaltként vald eléallitdsa (13.2.1.) és [X,Y] = —[Y, X] alapjén.

(4) = (2) A feltételbeli relaciobol (p—i)« (Yo, (p)) = Yp, 18y (2) teljesiilése
evidens. Ugyanigy kapjuk, hogy (5) — (3).

(2) — (4) Kivélasztva egy p € M pontot, X p-bél induld integralgrobéje
12.6.1. értelmében

wp Iy = M, t— @,(t) == p(t,p).

Tekintstik a
vit€ Ly (1) = (p-t)s (Yo, ) € THM

gorbét. Ezt szerepeltetve, a (2) tulajdonsag igy fogalmazhaté meg, hogy +'(0) =
0. Megmutatjuk, hogy ' ekkor mindeniitt eltlinik. Valéban, tetsz8leges t € I,
esetén

. . 12.6.2.
Y1) = lm (vt +8) = 7(1) = lm < ((pei-s)e (Vorratm) = Yorw) =

. ©)
(o) im < ((0-5)« (Youtouton) = Yeum) = O
Igy ~ konstans, s mivel v(0) =Y, kovetkezik, hogy
Vt € Ip : ((p,t)* (th(p)) = Yp — Vte Ip : ((pt)*yp = th(p).

Ezzel igazoltuk (4) teljesiilését. A (3) — (5) implikdcié analég médon bi-
zonyithatoé.

(5) — (6) Jelolje Wy az Y vektormezd 1) folyamdnak értelmezési tar-
tomanyat, s rogzitett s paraméter mellett legyen M a

Vs 1 q = s(q) == U(s,q) 5 (s,9) € Wy

leképezés értelmezési tartomanya. 95 diffeomorfizmusa Ms-nek M_g-re. Az (5)
feltétel ugy fejezhetd ki, hogy

X[ M, ~ X [ M.

Ebbdl 13.2.2. alapjan kovetkezik, hogy ¢ o ¥ = 14 o py érvényes azon a
halmazon, amelyen 10y, értelmezve van. Mivel az eddigiekbdl adéddan (4) <
(5), X és Y szerepének felcserélésével kapjuk, hogy ¢; o 15 = 15 o 4 teljesiil
azon a halmazon is, ahol ¢; o s van értelmezve.

(6) — (5) (6)-bdl 13.2.2. alapjén kovetkezik, hogy X [ M > X | M_,,

minden sz6bajové s € R esetén. Ez azt jelenti, hogy X invaridns Y folyamaval
szemben. O

14. Frobenius tétele

14.1. Legyen M n-dimenzids sokasdg, k € {0,1,...,n} rogzitett egész szdm.
M-en adott k-dimenzids sima altérdisztribicion olyan & leképezést értiink,
amely minden p € M ponthoz a T,M érint6tér egy %, alterét rendeli hozza,
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eleget téve a kovetkezd feltételnek: tetszbleges p pontnak van olyan U kornye-
zete, amelyen megadhaté k szadmu sima X1, ..., X vektormez6 azzal a tulaj-
donsaggal, hogy

VgelU: Dy =span((Xi)g, ..., (Xi)q)-

Megjegyzés.,, Altérdisztribicié” helyett a kovetkezSkben egyszeriien diszt-
ribiciorol szélunk. Ezek a disztribtcidk természetesen nem tévesztenddk Ossze
a matematikdban szintén igy nevezett olyan tovabbi objektumokkal, mint
altalanositott fliggvény vagy valdszintliségi eloszlés.

14.1.1. Azt mondjuk, hogy egy X € X(M) vektormezd érint eqy 2 diszt-
ribiicidt, ha X, € Z,, minden p € M-re. Egy 2 disztribuciét involutivnak
vagy teljesen integrdlhatonak neveziink, ha barmely két Z-t érinté vektormezé
Lie-zardjele is érinti 2-t.

14.1.2. Egy M sokasdg egy immergdlt részsokasdgén (altaldnosabb
értelemben, v.6. 10.2.) olyan (N, ) part értiink, ahol N egy sokasédg, t : N — M
pedig injektiv immerzi6. Egy M-en adott 2 disztribucié egy integrdlsokasdga
M-nek egy olyan (N, ) immegralt részsokasdga, amelyre teljesiil, hogy

Vg e N : (t)gTyN = Dyq)-

14.2. Ha 2 olyan disztribtcid, amelynek az M sokasdg barmely pontjan at
halad integréalsokasiga, akkor & involutiv.

Bizonyitds. Legyen X és Y 2-t érint§ vektormez6, p € M. Azt kell
beldtnunk, hogy [X,Y], € %,. Tekintsink ebbdl a célbél egy p-n atmend
(N,:) integrélsokasdgot. Az integrélsokasdg definiciéjabdl kovetkezik, hogy
egyértelmiien létezik olyan X € X(N) és Y € X(N) vektormezd, hogy

X~X,Y~Y.

Ekkor egyeben [)Z', Y] ~ [X,Y] is teljesiil (7.6.2. (3)), {gy ha ¢ := +~!(p), akkor

(X, Y], = [X,Y]0u(q) = tu o [X,Y])(q) = (t)4X, Y]y € (t)g(TyN) = D,

14.3. (Frobenius tétele) Ha 2 involutiv k-dimenzids sima altérdisztribicié
az M n-dimenziés sokasigon, akkor M minden pontjan athalad Z-nek egy
integralsokasdga. Kozelebbrsl, minden p € M pont koril megadhaté egy
U, (u*)*_,) térkép gy, hogy az

u'=c,ie{k+1,...,n}

egyenletrendszerrel adott részsokasag a & disztribicionak integrélsokasiga a
c* € R konstansok minden olyan vélasztésa esetén, amelyre az egyenletrendszer-
nek van legaldbb egy megolddsa. Az integralsokasdgok lokalisan egyértelmiiek
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abban az értelemben, hogy ha (N, ¢) U-ban fekvé Gsszefliggd integrélsokasiga
2-nek, akkor az '
wor,ie{k+1,...,n}

fliggvények konstansok.

Bizonyitds. Az é&llitdsban az (U, (u®)?_;) térképre kiszabott feltétel ekvivalens

azzal, hogy
0 0
VqGU:?%zspan(() ,...7(>>;
Oout q ouk v

ami szemléletesen szolva azt jelenti, hogy & ,kiegyenesithetd”: lokalisan diffe-
omorf egy R™-en adott parhuzamos linearis sokasdgok alkotta disztribicioval.
Ilyen térkép létezését fogjuk elészor igazolni, a disztribicié dimenzidja szerinti
teljes indukciéval. k = 0 esetén az allitas nyilvanvald.

1. lépés Megmutajtuk a kivant térkép létezését a k = 1 esetben.

Ha 2 1-dimenzidés sima altérdisztribiicié M-en, akkor a definicié (14.1.)
értelmében minden p € M pont egy alkalmas V kornyezete folott 1étezik olyan
X1 € X(V) vektormez8, hogy

VgeV: 9, =span(Xi(q)) C T, M.

Ekkor X; seholsem tiinik el V fol6tt, igy a kiegyenesitési tétel (13.1.) alapjan
megadhaté olyan (U, (z°)™_ ;) térkép a p pont koriil, hogy

0
VgelU: Xi(q) = (axl)q.
Ez azt jelenti, hogy a k = 1 esetben érvényes az allitas.

2. lépés Megmutatjuk, hogy ha az allitds - azaz a mondott tulajdonsigui
térképek létezése - teljesiil a (k — 1)-dimenzids disztribucidkra, akkor teljesiil a
k-dimenzidsakra is.

Tegyiik fel tehdt, hogy 2 k-dimenzids, involutiv sima altérdisztribtucié M-en.
Ekkor tetszoleges p pont alkalmas V kornyzete folott 1éteznek olyan X, ..., X
vektormezék, hogy minden g € V esetén (Xi(q), ..., Xx(q)) bazisa Z,-nak. Ek-
kor specidlisan X;(q) # 0 (¢ € V), ezért az 1. 1épésben mondottak szerint 1étezik
olyan (W, (z*)"_;) térkép a p pont kériil, hogy W C V, (z!(p),...,2"(p)) =0 €
R™ és 9

e

Mivel k > 1, képezhetjiik azokat az Y7, ..., Y, W {0lotti vektormezdket, amelyek
az X1q,..., Xy vektormez&kbdl az

X Tw

Vi =X ;Y =X, — (X2 X, ,i€{2,...,k}
Osszefiiggések szerint allithatok eld. Ezekre teljestilnek a kovetkezok:
(1) (Y1(q),-..,Yx(q)) bazisa Z,-nak, minden g € W esetén.
(i) Vge W ; Vi,j e {1,....k} : [Y3,Y;](q) € Z,.
(i) izt =0,i€{2,...,n}.
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(i) adédik abbdl, hogy

k
i=1
esetén
k: .
0=AXi(a) + Y N(Xla) - (X;(9)2")X1(a) =
j=2
(A =D VX (@)ah)Xa(a) + YN X;(9),
j=2 j=2
ésfgy A\l =-.. = \F =0.
Az (ii) észrevétel a Lie-zardjelek kiszamitdsa utdn vildgos abbdl, hogy a 2
disztribiicié involutiv. Végiil tetszbleges i € {2,...,k} indexre

E.’L‘l = (Xl — (Xixl)Xl)xl = Xixl — (Xil‘l)(Xlxl) = Xixl — Xixl% =0.
Tekintsiik ezek utén az
N:={qeW |z'(q) =0}

halmazt; ez (n — 1)-dimenzids részsokasaga M-nek. Belatjuk, hogy az Ya, ..., Yy
vektormezék N-re valé lesziikitései érinté vektormezdi N-nek. Tetszéleges ¢ €
{2,...,k} index esetén tekintsiikk az Y; vektormezd egy ~v; : I — M in-
tegralgorbéjét. Ekkor minden t € I-re

(W o) () = %(y* = Yitv(1)y' P o,

amibdl kovetkezik, hogy ha ~; egy pontja az NN részsokasdgban van, akkor ;
képe is N-ben van. Igy

Yi(v(t) =3(t) € TyyN , t € 1.

Az Yy | N,...,Y; | N vektormezdk egy (k — 1)-dimenziés 2’ disztribiciét
definidlnak. Ez involutiv, ugyanis (ii) szerint

Vge N:[Y; [ N,Y; | N|, € D, (i,j €{2,...,k}),

masrészt,

Yge N:[Y; [ N,Y; | N|, € T,N (i,j € {2,...,k}),

hiszen az N sokasag érint6 vektormezdir6l van szé; tehat
Vge N:[Y; [ NY; [ Nl € 2,nTyN =2, (i,j €{2,...,k}).

Ily médon az indukciés feltevés alapjan létezik a p pont koril olyan
(W', (y")i=,) térkép, hogy W' C W NN és

(), (5).)
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béazisa a @é C T, N altérnek, minden g € W’ pont esetén. Tekintsiik most az

u =2t uti=ylom;ie{2,...,n}

fliggvényeket, ahol = : W — N a természetes projekcié az z-
koordindtarendszerben: tetsz6leges ¢ € W esetén m(q) € N az a pont, amelynek
koordinatéi (22(q), . ..,2"(q)). Az igy definialt fiiggvények értelmezve vannak a
p pont egy kornyezetében, p-ben fiiggetlenek, és mindegyikiik eltiinik p-ben.
Létezik tehdt a p koriil olyan (U,u) térkép, amelynek koordindtafiiggvényei
az ul,... u" fiiggvények U-ra vald lesziikitései; erre egyszertien az (U, (u®)? ;)
jelolést haszndjiik. Megmutatjuk, hogy az (U, (u')™ ) térkép a kivant tulaj-
donséag.

Vegyiik elészor is észre, hogy

6uj_{ Lhaj:l;

oc* 10, ha j € {2,...,d},
és igy
Y u= 0
~ oul’

hiszen a konstrukcié szerint U folott Y1 = X1 =

.,n}, akkor

2 (Vaud) = 52 (Yud) — Y (OL) = [, Y] W = [V, Vi]ud

oul Oul?

2 involutivitdsa miatt 1éteznek olyan o, (i,l € {1,...,k}) sima fiiggvények,

hogy
Y17 Zalz}/lv

fgy
Yu] Z ol (Yud).

Ez azt jelenti, hogy az Y;u’ (i,7 € {1,...,n}) fiiggvények tgy is el6allithatdk,
mint egy homogén linedris differencialegyenlet-rendszer megoldasai. Mivel az
Y;u? fiiggvények j > k esetén az u' = 0 egyenlet{i halmazon eltiinnek, és adott
kezdeti feltétel mellett egy ilyen rendszer egyértelmii megoldéssal rendelkezik,
kovetkezik, hogy a zérus fliggvény az egyetlen megoldds. Ez arra vezet, hogy

V= Yo = 3 (Vi) o

J<k

teljestl U folott, kovetkezésképpen a (%)q ey (%)q vektorok a 7, altér
bézisat képezik, minden ¢ € U esetén.

3. lépés Belatjuk, hogy a & disztribucié integralhaté. Valasszunk ki egy
tetsz6leges p € M pontot, és legyen (U, u) = (U, (u?)™_;) olyan p koriili térkép,
amelynek 1étezését az el6zbekben igazoltuk. Konstrukcidnk szerint u(p) = 0 €
R™. Ha

N:={veul)| ()= =e"(v) =0},
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akkor N k-dimenzids sima sokasédg, az
t=u ' N:N—>M

leképezés injektiv immerzid, és (N, ) immergdlt részsokasdga M-nek. Kozvet-
leniil adédik, hogy (N, ) olyan integrdlsokasdga Z-nek, amely dtmegy a p pon-
ton.

Belathaté végiil a kapott integrdlsokasag mondott értelmii egyértelmiisége,
az ehhez vezet6 rovid gondolatmenetet azonban mell6zziik. o

14.4. Egy disztribiicié maximélis integrdlsokasdgdn olyan osszefiiggd (N, ¢)
integralsokasdgot értiink, amelynek ¢(N) részhalmaza nem valddi részhalmaza
egyetlen tovabbi Osszefiiggd integrélsokasag képének sem.

Chevalley-Ehresmann-tétel. Ha 2 involutiv disztribicid eqy M so-
kasdgon, akkor minden p € M ponton dimegy Z-nek egyetlenegy maximdlis
osszefliggd integrdlsokasdga.

A tételbeli egyértelmiiség tigy értendd, hogy ha (N, 1) és (INa, t2) két olyan
maximélis Osszefliggd integralsokasig, hogy p € ¢1(N1)Nea(N2), akkor van olyan
h : Ny = N diffeomorfizmus, hogy t1 = t5 0 h.

15. Vektormezok az érintonyaldbon

Ebben a fejezetben eqgy M n-dimenzios sokasdgot vesziink alapul, s tekintjik

ennek T : TM — M érintényalabjat. Koordindtds szdmoldsokhoz eqy M -en

kijelolt (U, (u)?_,) térképet és a TM-en dltala indukdlt (1= (U), (2, y*)™ ;)
térképet (5.2.) haszndljuk.

15.1. Egy f € C*(M) figgvény vertikdlis liftje f¥ := for € C®(TM), f
teljes liftje az
forveTM = f9(v) :=v(f) = (df)r(v)(v)

fliggvény.
15.1.1. Ha f,g € C>*°(M), akkor
(f9) =1'g", (f9)* = f9"+ ['g"

Bizonyitds. Az els6 relécié nyilvanvald. A mésodik igazolasdhoz legyen v € TM
tetsz6leges. 8.2.2. (2) alkalmazdsdval kapjuk, hogy

(90 T)()(df )70y (V) + (f 0 T)(v)(dg)7(v) (v) = (f9" + [Yg°)(v).
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15.1.2. Tetszbleges f € C°(M) esetén
c - 7 6f _ - 7 af V.
/ @;y (3“07) _;y <5ui) ’

specialisan (u®) =y, i € {1,...,n}.

Bizonyitds. Ha v € 771(U) tetszdleges, akkor

F) 1= @)y () 22O S L)) )0y 0) =

15.1.3. Ha egy £ € X(T'M) vektormezére minden f € C°(M) fuggvény
esetén £ f¥ = £f° = 0 teljesiil, akkor £ = 0.
n

0
Valéban, legyen & = ; (51 i 4 gnti
i€ {l,....,n}. f:=au) (j €{l,...,n}) vélasztassal élve, feltételiink azt adja,

hogy

o ) alol €,6777 € C (@)

0= &) =’ = Zeaxl:j,

0=¢(w)° =&y = S, enHioL = gnt;
kovetkezésképpen & = 0.
@)

15.1.4. Tovébbi munkédval megmutathatd, hogy & € X(T'M) eltlinését mér
annak megkovetelése is biztositja, hogy £f¢ = 0, minden f € C°°(M) esetén.
Ebbdl kovetkezik, hogy ha &,n € X(T'M), és minden f € C*°(M) fliggvényre
Efc =nfe, akkor £ =n. A TM-en adott vektormezdket ily modon egyértelmiien
meghatdrozza az M sokasdg sima figguényeinek teljes liftjein valo hatdsuk. Ezt
K. Yano és A. Ledger vette észre (Journal London Math. Soc., 39 (1964), 495-
500).

Meggondolasainkban nem fogunk tadmaszkodni erre az erésebb allitasra.

15.2. Egy & € X(T'M) vektormez&t vertikalisnak neveziink, ha £ ~ 0. Ha &
és &y vertikdlis vektormezo, akkor a Lie-zardjeliik is az, mivel & ~ 0 és & ~ 0
esetén 7.6.2. (3) miatt [¢{1,&2] ~ 0 is fenndll. Kovetkezik ily médon, hogy a

vertikélis vektormez&k részalgebrajat alkotjdk az X(T'M) valds Lie-algebrénak;
erre a részalgebrara az X¥(T M) jelolést hasznaljuk.
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15.2.1. Egy £ € X(T' M) vektormezdre a kévetkezék ekvivalensek:
(1) & vertikélis.
(2) Tetszbleges f € C°(M) esetén & f¥ = 0.

(3) £ koordindtaeldallitdsa
= 0
— n—H’i‘ : n—+1 c Coo 7_—1 Uu
o g o ()
alaku.

Bizonyitds. (1)<=(2) 7.6.1. miatt.
Legyen

_ - '3 n+1 a) 7 n—+1 Coo
é(u)z(é LI S G U

?

(2) teljesiilése esetén f:=u? (j € {1,...,n}) valasztdssal kapjuk, hogy

0=¢&((w)) = a! = Zgay: ¢,

kovetkezésképpen & & Sy €7 ls. Tehat (2)—(3).
Megforditva, ha (3) teljesiil, akkor tetszdleges f € C°(M) esetén
n n a(u] o 7_)
n+z n+i — 2 =0
e = e (Gher) A5 o
i=1 j=1
és igy (3)—(2). o
15.2.2. Tetszbleges X € X(M) vektormez8hoz egyértelmiien létezik olyan
XY € XV(T'M) vektormezd, hogy
XVfe=(Xf)Y, minden f € C°(M) figgvényre.

Az XV vektormezot az X vektormez6 wvertikdlis liftjének nevezzik. Ha X =

dox 0 (X* e C*°(U)), akkor
i=1 Ou!

Bizonyitds.
Egyértelmiiség. Ha X Ve %"(TM ) a kivént tulajdonsdgi vektormezd, akkor

15.2.1. miatt X" = Zr] —. Alkalmazva az XV f¢ = (X f) feltételt f := u’

(je{1,...,n}) Valasztassal
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Xv(uj)C:XVyJ :an% :,'7] és (Xu])v:(Xj)v
i=1

., 0
miatt XV = X")Y— kovetkezik.
) ;( ) dy*

. , ,1 v 1 Y - P\V a

Létezés. Ha - lokdlisan - az XV vektormez6t az X' := Z(X) .

o) = Ay’

el6irdssal értelmezziik, akkor 15.2.1. értelmében XV € XV(T'M), és tetszéleges
f € C®(M) fiiggvény esetén 15.1.2. figyelembevételével

o g 3 (v (7)) =L 3 (35) -

i=1j=1 i=1 j=1
n \Y n
v [ OF ; Of
X’L v —_— = X’LiA = (X = (X v
TZ:;( ) <8UJ) (12_; aul>07(u)( f)OT ( f)7
XV tehat rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal. O

15.2.3. Tetszbleges X,Y € X(M), f € C°(M) esetén
(X+Y)=X"+Y", (fX)'=fX", [ X", Y] =0.

Bizonyitds. Legyen h € C*°(M) tetsz6leges. Ekkor

[XV, YV] hY = XV(Y"h") _ Y"(X"h") 15%.1. 0,
[XV,YV} ht = XV(YVhC) _ Yv(thc) 15%-2. XV(Yh)V _ YV(Xh)V 2.1, 07

igy 15.1.3. alapjén [ X", Y] = 0. A mdsik két reldcié ugyanilyen meggondoldssal
(vagy a koordindtakifejezések alkalmazdsdval) adédik. o
15.2.4. Ha X € X(M) és
p:RxTM —-TM , (t,v) = v+ tX(7(v)),

akkor ¢ egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport TM-en, amelynek se-
bességvektormezdje az XV € XV(TM) vertikélis lift.

Bizonyitds. Kozvetleniil ellenorizhetd, hogy ¢ olyan sima leképezés, amely ele-
get tesz a 12.5.-beli (FL); és (FL)q feltételeknek. Kivalaszva egy v € 7-H(U)
vektort, a diffeomorfizmus-csoport v-n dtmend dramvonala

Yo it ER 4, (t) i =v+tX(7(v)) € TM,
a sebességvektormezo
O:ve€TM— o(v) :=4,(0) € TTM.
6.5.2. alkalmazasaval

500 = o0 () 430000 (57)

i=1




Itt 7, (0) = v. Az 2% oy, fiiggvények konstans fiiggvények, ugyanis ha v € T, M,
akkor ' | |
VEER ot 0, () = ul o r(v+ X (7(v))) = u'(p),

kovetkezésképpen (z° 0v,) =0, 4 € {1,...,n}. Mivel
VEER: (y' 0y)(t) = y' (v + X (7(v))) = ' (v) + ty' (X ((v))),

(4" 0 7)'(0) = 5 (X(7(v))) = X' o 7(v) = (X")"(v),

n

amivel igazoltuk, hogy ¢ = XV. O

15.3. A
©0:RxTM — TM , (t,v) = @(t,v) := e'v

leképezés egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport T'M-en. Ennek C = ¢
sebességvektormezdjét a TM-en adott Liouville-vektormezdének nevezziik. A
Liouville-vektormez6 vertikalis vektormezo6, koordindtakifejezése

C@Zy oyt

i=1

Bizonyitds. ¢ simasdga, valamint (FL); és (FL)2 teljestilése most is kdzvetlentil
ldthat6. Legyen v € 771 (U) tetszéleges. ¢ v-n dtmend aramvonala

Yo it ER v, (t) :=e'v € TM,

a sebességvektormezo

P e TM o §(v) = 4,(0) = Z (00 (5) +W erro) (5 ) ) 7T

Itt tetszOleges i € {1,...,n}, t € R esetén

x' o, (t) = u' o 7(e'v) = u'(p), ha v € T, M;
Y o v(t) = y'(e'v) = 'y’ (v),

kovetkezésképpen

és igy
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15.3.1. Tetszbleges f € C°(M), X € X(M) esetén
Cf'=0,Cf =f,[C,X"]=-X"

Bizonyitds. CfY 15.2.1. alapjan adddik abbdl, hogy C' vertikalis. A koor-
dinatakifejezéseket hasznalva (15.1.2., 15.3.),

e ( 7832‘) () | - (55) -

i=1 j=1
Ezt is felhaszndlva, tetszbleges h € C°°(M) esetén
5.2.2

- 7 8f _ c
2 (W) @f'

i=1

[C, X¥]he = C(X¥hE) — X¥(Che) *

amibél [C, XV] és XV vertikdlis volta miatt 15.1.3. alapjan [C,XY] = —XV
kovetkezik. a]

“C(Xh)Y — XVhS = —X"h,

15.4. Tetszbleges X € X(M) vektormez6hoz egyértelmiien 1étezik olyan
X¢ € X(TM) vektormez8, hogy X¢ ~ X, azaz 7. 0 X =X o7, és
T

Xefe = (Xf), minden f € C®(M) figguényre.

Az X°© vektormezOt az X vektormezd teljes liftjének nevezziik. Ha X (;)

X 5 (X' €CxU)), alkor

i=1

n ) a ) a
XC — Xl Vv , Xl (o} i
(u);(< Vo + (X5 )
specidlisan (52;)" = 52 (i € {1,...,n}).

Bizonyitds.
Egyértelmiiség. Tegyiik fel, hogy

"/ 9 o
Xc — 7 i 7 i Lt oo/ -—1 .
o (Eam igg) e e o)

TelSZ()legeS VET (U) \/ekt()rl lekIIll \/67
Z ’L ( Z)
) >> U I(U)

(X5 =7, (Z (¢ (55) +70) (5
~(50), " R0 (50)., R w0 (50),,, -

mert
Jj=1




és 7. (225) = 0, hiszen a -2; koordinatavektormezék (példaul 15.2.1.-bél
oy v dy
adéddan) vertikélisak. Igy a 7, 0 X€ = X o 7 feltétel azt adja, hogy

S (2 o) = Swen (Ler),

; ou’ ;
=1 =1

amibdl 4 4
=X ie{l,...,n}

kovetkezik. Az X ~ X kovetelmény tehat azt eredményezi, hogy

T

" 0 -0
XC — XZV _ 1 i .
(u);(< 2 ayl)

.,n}

Alkalmazzuk ezutdn az X°f¢ = (Xf)° feltételt f = w’, j € {1,

valasztassal. Ekkor egyrészt
n ) ay] B

7

X)) =Xy => g By W,

i=1

mésrészt (Xu’)® = (X7)¢, tehat
77‘7 = (XJ)C ;je {17"'7n}7

és igy
" ., 0 .0
X¢ = XY 4 (X7
<u>z<( Vo T 8@/1)’

i=1

ami igazolja az egyértelmiiséget.
Létezés. Ha az X© vektormez6t (lokdlisan) a most nyert formuldval de-

finidljuk, akkor X< ~ X nyilvdnvaléan teljesiil. TetszOleges f € C*°(M)
T
figgvényt tekintve, 15.1.2. alapjan

cpc n.on iva ica ) 8f B
X<f (M)ZZUZI((X) o+ (X0) ayi> <ya <(‘3ui> )
n n ) <8f>\l:

n n o n i 62f 8( ko ) e
Z; = Z(X v (aukaua‘ OT) % +ZZ(X )0 55
=1 j=1 k=1 i=1 j—1
SN (xiy (_ AN
;;(X ) yJ <8uiauj oT> —|—;(X) (&ﬂ) =
- iw (O \° e [(OF\ 15101, [x= i O ‘ B .
Z <(X ) ((91#) + (X (81&) ) N (;X am) ) (X5

=1

tehat X°© eleget tesz a masodik feltételnek is.
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15.4.1. Tetszbleges X, Y € X(M), f € C°(M) esetén
XPY = (X[)Y, (X +Y) = X+ Y°, (FX)° = ['X+ [X,
(XY, Y] =[X,Y], [X, Y] =[X,Y]5, [C,X] =0.
Bizonyitds. X°¢ ~ X miatt 7.6.1. alapjan

X(for)=(Xf)or,azaz Xf¥ = (Xf)Y, f € C(M).

A tobbi relacié példaul 15.1.3. alapjan annak megmutatasdval igazolhatd, hogy
mind a bal, mind a jobb oldal ugyanazt az értéket veszi fel a C*(M)-beli
fliggvények vertikalis és teljes liftjein.

Tllusztracioként igazoljuk az utolséd relaciot.

[C, X fY = C(XfY) = X(OfY) = C(X )" =0,
[C, X€]fe = O(Xf) = X(Of) = C(X )" = Xfe = 0.

15.4.2. Tegyiik fel, hogy X € X(M) teljes vektormezd, és tekintsiik az
altala generalt

P :Rx M — M, (t,p) = ¢t p) =: pi(p) =: 1(t)
folyamot. Ha
P:RXxTM —TM , (t,v) = p(t,v) := (1)« (v),

akkor ¢ egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport T M-en, amelynek se-
bességvektormezbje az X vektormezo teljes liftje.

Bizonyitds. Mivel ¢; minden ¢ € R esetén diffeomorfizmus, (p;). simasdga
addédik az érintéleképezés 6.1.6.-ban leirt koordinataeléallitasabol, és ebbol
kovetkezik ¢ simasdga. (FL); és (FL)2 kozvetlentil ellendrizhetd, a ¢ leképezés
tehat valéban egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport T'M-en. g-nak egy v €
7-1U) ponton dtmend dramvonala

Yo 1t € R 7, (t) := @(t,0) = (pr)s(v) € TM,
igy ¢ sebességvektormezdje

_: ((xi °%)'(0) <aii)v +(y' 0 7)'(0) <£>> € TTM.

K2

5:veETM s~ (0) =
piveE H%()(u

=

Mivel tetszéleges ¢t € R pontban, barmely ¢ € {1,...,n} indexre
' 07y (t) = 2" 0 (1) (v) = u' o 7 (1) (v)) = u' 0 pr 0 T(v) = u’ 0 Y1) (1),

azt kapjuk, hogy . ‘
(@' 07) (1) = (' 0 Yr(w)) (1)
Azonban 7, integrélgérbéje X-nek, azaz X o v.(,) = Yr(v), amibél

Xi O Yr(v) = (ui O’V‘r(v))/ 5 Xl = yi oX = Xul
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adédik, és igy
(2" 070)'(0) = (u' 0 Y7())' (0) = X" 0771 (0) = X'(7(v))
(i € {1,...,n}) kovetkezik. Ezzel 5 koordindtacldallitdsaban az elsé n kom-

ponenst meghatdroztuk. A tovabbiak hasonléan nyerhetSk. Tetszbleges ¢t € R,
i€ {l,...,n} esetén

v oFu(t) = ¢ o (pr).(v) “E* ZW(“Q?”“)<“

=1
s mivel
A(u’ o ;) ! B A(u’ © Yr(w)) ' _0X!
QeRHamvw»<m—teR~‘%jm )= 5 (),
$ koordinatael6allitasaban a masodik n komponensfiiggvény
n ;
/79X .
;yj <8uj 07') = (X*)°. Tehat

A iv8 ica _ c
(p@.z((X) PR W’)@X‘

n
i=1

15.5. Atvisszitk a 2.1.-ben bevezetett homogenitas-fogalmakat a TM
érintOsokasag egy alkalmas részhalmazan értelmezett valésértékii fliggvényekre.

(1) Legyen V C T'M olyan nemiires halmaz, amelyre teljesiil, hogy minden
veViéste R esetén tv € V. Egy F : V — R fliggvény r-edfoki pozitiv
homogén, ahol r € R, ha

F(tv) =t"F(v) ;t e RL ;v e V.

(2) Legyen k € Z. Egy F' : V C TM — R fiiggvény k-adfokd homogén, ha
minden v € V vektor és t € R* valés szdm esetén tv € V és F(tv) = t*F(v).

15.5.1. Tegyiik fel, hogy V C T'M nemiires nyilt halmaz, amelyre teljesiil,
hogy hat € R} ésv €V, akkor tv € V. Egy F': V — R, C'-osztalyu fiiggvény
akkor és csak akkor r-edfoku pozitiv homogén (r € R), ha CF = rF.

Bizonyitdas. A 2.2. Euler-tétel igazoldsa sordn alkalmazott gondolatmenetet
iiltetjiik at érintosokasag-kontextusba. Rogzitett v € V érintévektor mellett sze-
repeltetni fogjuk az

my Ry =V, t=my(t) ==t

leképezést. Okoskodasunkat lokdlisan, 7=1(U) NV folott végezziik, amelyet
értelemszeriien nemtiresnek tételezhetiink.

(1) Tegyiik fel el6szor, hogy F' r-edfokd pozitiv homogén, és képezzik a
h := F om, fiiggvényt, ahol v € 71 (U) NV rogzitett. TetszOleges ¢t € R% esetén
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- OF

!/
> =3 (Fm 6 om ) () + S en)(st o) )
mert 2t om, (t) = vl o7(tv) = u'(7(v)) miatt az z* om,, fiiggvények konstansok,
mig y' o m,(t) = y'(tv) = ty'(v).
Igy

1) =350 550 2 (P = (CF))

M4srészt a feltétel értelmében h(t) = F(tv) = t"F(v); innen h/(t) = rt" "1 F(v),
K(1) = rF(v). A B/(1)-re nyert két kifejezést Osszevetve a kivint CF = rF
relacié adédik.

(2) Megforditva, tegyiik fel, hogy CF = rF. TetszOlegesen rogzitett v €
77HU) NV mellett képezziik a

@Ry 2 Rt @(t) == F(to)t " = (Fom,)(t)t™ " =h(t)t™"
fiiggvényt. Ez differencidlhatd; tetszdleges ¢ € R esetén

aF -r _ r —r—1 —
" (w)) t £ 1h(t)

¢ (1) = W (e — vt () 2 (Z y'(v)

i=1

(Zy (tv) 5~ )t"“ Lt R (t) = (CF) (to)t "1 =t~ h(r)
F<tv>t Tt R = rh(0ET T = rh(0E T =0,

kovetkezésképpen ¢ konstans fiiggvény. Igy tetszbleges v € V, t € R} esetén

F(v) = ¢(1) = ¢(t) = F(to)t™",
ami ekvivalens a kivant F(tv) = t"F(v) reldciéval. o

Megjegyzés. Ha (15.5.1. feltételeinek megtartdsa mellett) F:V C TM — R
r-edfoki homogén (r € Z), akkor eleget tesz a CF = rF  Euler-relaci¢”-nak,
mig CF = rF teljesiilése csupdn pozitiv homogenitast (és nem homogenitdst)
von maga utan.

15.5.2. Legyen TM = U (T, M\ {0,}), és tegyiik fel, hogy F : TM — R
peEM

TM folstt sima fliggvény.

(1) Ha F T M-en nulladfokt pozitfv homogén és T'M-en folytonos, akkor F'
vertikdlis lift: van olyan f € C*°(M) fliggvény, hogy F' = fV:= for.

(2) Ha F T M-en elssfoki pozitiv homogén és T M-en C'-osztalyt, akkor F
fibrumonként linedris: tetszéleges p € M esetén F' | T,M € (T,M)*.

(3) Ha F k-adfokd pozitiv homogén TM-en és TM-en (legaldbb) C*-
osztalyd, akkor F' fibrumonként k-adfoki homogén polinom.

Ezek az eredmények kozvetleniil adédnak 2.1.1. és 2.1.2. alapjan, ill. 2.2.1.
mintajara.
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15.6. Legyen & : TM — TTM olyan durva vektormezo, amely TM folstt
sima. Azt mondjuk, hogy & k-adfoku pozitiv homogén, ahol k € Z, ha T M {olott

[C ¢l =(k—1)¢
teljesiil. Mivel 15.3.1., ill. 15.4.1. alapjan tetszéleges X vektormezé esetén
[C, XY] = =XV, ill. [C,X€] = 0, XV nulladfoki, X¢ elséfokd pozitiv homogén.
627., = ( 8?“ )c, ill. 8%, = ( aii)v miatt igy a % koordinatavektormezok nullad-
fok, a 3%1- koordindtavektormezdk els6foki pozitiv homogének. Amennyiben

(O i O
f@z(ﬁaxﬁs W.),

i=1

gy & akkor és csak akkor k-adfoki pozitiv homogén, ha a & figgvények (k—1)-
edfoki, a £ figguények k-adfokd pozitiv homogének.
Valéban, felhasznédlva iménti észrevételiinket,

caz s ([oeam] s foeg])-

=1
; 0
C n+i _ ¢n+i i
+(C¢ &) y)

n

> (e

=1

0
ozt

QD

s fgy [C, €] = (k — 1)§ pontosan akkor teljesiil, ha

Ce = (k-1 , Ce"T = k&' (i € {1,...,n}).
Ezek a relacidk 15.5.1. alapjan a ¢ fiiggvények (k—1)-edfok, a "1 fiiggvények
k-adfoku pozitiv homogenitasat jelentik.

16. Masodrendii vektormezok

16.1. Legyen M n-dimenziés sokasag, v : I — M egy gorbe. A

d d
yi=~,0—:1—>TM  t Y(t) = (s —
im0 g IS TM L300 = (0 (7).

leképezést a v gorbe sebességvektormezdjének (v.6. 6.5.) vagy v TM-be vald
kanonikus liftjének hivjuk. A 4 : I — T M gorbe

d
V=(¥)s0o—: I —=>TTM
=00y,
sebességvektormezbje a -« gorbe gyorsuldsvektormezdje. Kivélasztva M-en

egy olyan (U, (u)™_,) térképet, amelyre v~1(U) # 0, tekintsiik TM-en a
(=1 U), (=%, y*)™ ;) indukalt térképet. Ha v :== u’ oy (i € {1,...,n}), akkor

0= (7 0 (5m),, 70 (;f/)()) ey,

Valéban, 4 komponensfiiggvényei az indukalt térképre vonatkozdan

AN i i i . 6.5.2. i .
gtof=uoy=x9",y oy =" (1) (i€ {l,...,n}),
gy 6.5.2. alkalmazdsdval ¥(t)-re a felirt formula adédik.
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16.1.1. Egy c: I — TM gorbe akkor és csak akkor kanonikus liftje egy
v : I — M gorbének, ha ¢ =7, o ¢.
Bizonyitds. (1) Ha c¢ kanonikus liftje egy v : I — M gorbének, azaz ¢ = 7,
akkor 7 o ¢ = 7 0 4 = «y figyelembevételével

. d . d . d . .
CZVZV*OEZ(TOV)*Oﬁ:T*O(’Y*Oy):T*O’}/:T*OC
adédik, ami éppen a kivant relacio.

(2) Megforditva, tegyiik fel, hogy c eleget tesz a 7, o ¢ = ¢ feltételnek. Legyen
ekkor v := 7o c. v M-beli gorbe, amelynek sebességvektormezdje

#::7*0% = (TOC)*O% = Tx« O (C*O%) :T*Oc.felﬁtelc;
c tehdt a v = 7 o ¢ vetitett gérbe kanonikus liftje. O

16.2. Egy & : TM — TTM vektormezot mdsodrendi vektormezének ne-
veziink, ha eleget tesz a 7, 0 £ = 1y, feltételnek. Ha, raadasul, tetszoleges
t € R*, v eTM esetén

§to = t(mt)*(fv)a
teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy £ affin spray M folott. (my : TM — TM a
6.1.7.-ben leirt leképezés.)

16.2.1. Egy ¢ : TM — TTM vektormez6 akkor és csak akkor
mésodrendii vektormezd, ha tetszéleges M-en adott (U, (u?)?;) térkép esetén
a (t7Y(U), (2, y*)*_,) térképre vonatkozé koordindtaeldallitdsa

- ia 16
‘@ ; (y oa ¢ ayi)

alakd, ahol G* € C®°(r~Y(U)) (i € {1,...,n}; a -2 egyiitthat szerepeltetése
tradicionalis okokbdl torténik).

Bizonyitds. (1) Tegyiik fel, hogy

n ) )
= L —2G"— ).
¢ ) 1:21 (y ox? 8y1>
Legyen v € 7-1(U) tetszéleges. Mivel a 15.4. bizonyitasdban ldtottak szerint
T (), = (), 0y ™ (%) —0(ie{l,....,n}),

T 0&(v) = (&) = Tu (i: y'(v) (633:2)@ ~26'0) <£/z>v> B
iyi(v) (aauz) =

7(v)

kovetkezésképpen 7, 0 £ = 17y, € tehdt masodrendil vektormezd.
(2) Legyen, megforditva, & € X(T'M) mésodrendii vektormez6. Mint vektor-
mez6, U folott € elballithato a

" .0 .0
= X'— —2G"—
¢ o) Z( o’ ¢ 8y1)




alakban, ahol Xt G* € C°°(r=Y(U)); (i € {1,...,n}). Ekkor tetszéleges
v € T7HU) esetén

~ (i 9 ; 9
T (§0) = Tu (; <X (v) <8xi)v —2G"(v) <3y’>v>> =
> ()
i=1 Ou 7(v)
és igy a 7, 0 & = 1)y feltétel azt adja, hogy

i=1

kovetkezésképpen X¢ =yt (i € {1,...,n}). Igy ¢ koordindtael8allitasa a kivant
alaku. O

16.2.2. Egy £ : TM — TTM vektormez6 pontosan akkor méasodrendii
vektormezd, ha valamennyi integralgérbéje kanonikus lift.

Bizonyitds. (1) Tegyiik fel, hogy & mdsodrendii vektormezd, és legyen
c: I — TM integralgorbéje &-nek. Ekkor ¢ = € o ¢, és igy

. feltétel
Tv0c¢=(Tx0&)0cC eltcte lryoc=c.

A kapott T,.0¢ = crelacid az el6z6 pont szerint ekvivalens azzal, hogy ¢ kanonikus
lift.

(2) Megforditva, tegyiik fel, hogy ha ¢ : I — TM integralgérbéje &-nek,
akkor ¢ kanonikus lift. Ebben az esetben

611 i (rof)oc,

c
s mivel minden v € TM vektor megkapthaté £ egy integralgérbéjének
kezdGsebességeként, innen kovetkezik, hogy 7, 0o & = 1. € tehdt mésodrendli
vektormezd. O

16.3. Egy £ : TM — TTM mésodrendli vektormez6 pdlydjan vagy geodeti-
kuséan olyan «y : I — M gorbét értiink, amelynek kanonikus liftje integralgorbéje
&-nek, vagyis amelyre 4 = £ o ¥ teljestl. Ezt a relaciét a v gorbére vonatkozo,
& altal meghatarozott mdsodrendd differencidlegyenletként is emlitjiik. Ha egy
~v: I — M gorbe eleget tesz ennek a reldciénak és a 4(0) = v feltételnek is, ahol
v € TM adott vektor, akkor azt mondjuk, hogy v a v kezdeti feltételhez tartozo
megoldds.

16.1.1. bizonyitasabdl kideriil, hogy ¢ geodetikusai éppen az in-
tegralgorbéinek a 7 projekcié altali képei. Igy a vektormezék integralgdrbéivel
kapcsolatos alapvetd eredmények (12.1.-12.3.) kozvetleniil alkalmazhatdk egy
mésodrendli vektormezd geodetikusaira.
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16.3.1. Legyen & : TM — TTM maéasodrendii vektormez6. Kijelolve egy
v € T, M érintévektort, létezik egy és csak egy olyan v : I — M geodetikusa
&-nek, hogy I a 0 koriili nyilt intervallum és 4(0) = v.

Ez a megéllapitds adédik 12.2.-b8l. A 4(0) = v feltétel értelemszertien
magdban foglalja azt is, hogy v(0) = p, a v geodetikust ezért a p pontbdl induld
v kezddsebességi geodetikusként is emlitjiik.

16.3.2. Tegyiik fel, hogy v1 : I — M és v, : I — M geodetikusai a &
mésodrend{i vektormezdnek, amelyekre valamely ¢ty € T pontban 41 (tg) = 42 (o)
teljesiil. Ekkor v1 = 7s.

Bizonyitds. Okoskodjunk indirekt médon. Ha 3 # 79, akkor van olyan 7 € I,
hogy 71 (7) # v2(7); tegyik fel példdul, hogy 7 > to. Legyen

H = {t S I‘t > tg és ’}/1(t) 3&’}/2(25)}.

Ekkor H nemiires, alulrdl korlatos szamhalmaz, igy van t; € R pontos alsé
korlatja, amelyre t; > tq teljesiil. Megmutatjuk, hogy 1 (t1) = v2(t1). Ez auto-
matikusan igaz, ha t; = tg, tegyiik fel ezért, hogy ¢; > tg. Ekkor

7 [to, t1[= 72 [lto, ta .

A v cJto,ti[—= TM, t — A(t) (i € {1,2}) leképezések folytonosak (hiszen
simdk), ezért
() = lim () = lim 5o(t) = F2(t)-

1— 1—

Mivel a t — v (t +t1) és a t — Yo(t + t1) gorbék is geodetikusai &-nek (v.o.
12.1.2.), amelyeknek a most tett észrevétel szerint a 0-beli kezdésebességei meg-
egyeznek, 16.3.1.-bol kovetkezben 1 és o egybeesik egy t; kortli nyilt inter-
vallumon. Ez azonban ellentmond ¢; definiciéjanak. O

16.3.3. Legyen & : TM — TTM masodrendii vektormez6. Kijelolve egy
v € T, M érintévektort, létezik egy és csak egy olyan v, : I — M geodetikusa
&-nek, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:

(1) 7, kezd8sebessége v, azaz 4, (0) = v;

(2) v, értelmezési tartomdnya a leheté legb6vebb: ha v : J — M is v
kezdOsebességli geodetikus, akkor J C I és v =1y, [ J.

Bizonyitds. Legyen
G :={v: I, = M|y geodetikusa {-nek és ¥(0) = v}.

16.3.1. miatt G # 0. 16.3.2. értelmében tetszbleges a, 8 € G esetén o | [,NIg =
B T I, NI, igy 4.1.4. figyelembevételével a G kollekcié konzisztens médon
definidl egy

Yo il — M, I:= Ug

gorbét, amely nyilvanvaléan rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal. a
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Tekintettel a (2) tulajdonsigra, a v, geodetikust mazimdlisnak, vagy geode-
tikusan kiterjeszthetetlennek mondjuk. Egy € masodrend(i vektormez6t (geode-
tikusan) teljesnek neveziink, ha valamennyi maximélis geodetikusa értelmezve
van az Osszes valds szamok halmazan; ez a tulajdonsag nyilvdnvaléan ekvivalens
azzal, hogy £ mint T M-en adott vektormezd teljes (12.4.).

16.3.4. Legyen & : TM — TTM mésodrendii vektormezd, amely-
nek koordindtaelééllitdsa egy M-en kijelolt (U, (u')i;) térkép dltal indukalt
(771 U), (z*,y*)™ ) térképre vonatkozban

—~( ;0 ; 0
@’)Z( Va2 8yi)

(v.6. 16.2.1.). Egy v : I — M gorbe akkor és csak akkor geodetikusa &-nek, ha
vt := u' o koordindtafiiggvényeire v~ (U) folott

v +2G 05 =0 (i€ {1,...,n})

teljesiil. Ezt a reldciét (némi pongyolasdggal) a {-re vonatkozé geodetikusok dif-
ferencialegyenleteként is emlitjik.
Bizonyitasként gondoljuk meg, hogy a 16.1.-ben mondottak szerint egyrészt

EOIUCIDERC )

érvényes vy~ (U) folott, masrészt ¢ koordindtaelSallitasa alapjan ugyanezen a

halmazon
co=3 (o) (g o7) -2 o) (o))

i=1

2_; ((v”)’ (£ v) ~2(Gi o) (az 7))

fgy (y~1(U) folott)

fod =% <= 7 = 2G04 <= " +2G 05 =0 (i€ {L,...,n}).

16.4. Ha & : TM — TTM mésodrendli vektormezd, f € C®(M) és X €
X(M), akkor

(1) &Y = fe,
(2) [X€,£] vertikdlis vektormezo,
(3) [XVY,¢] vetithetd vektormezd, mégpedig [XVY,£] ~ X
Bizonyitds. (1) £ 16.3.4.-ben leirt koordinataelSéllitdsat alkalmazva, és figye-

lembe véve, hogy a vertikdlis vektormezok a fiiggvények vertikalis liftjeit an-
nullaljak,

v "/, 0 = 15.1.2. ,c
S (Z (y ozt ¢ >> Zy (C’W) w T

i=1

72



(2) [X<, €& € X¥Y(T'M) igazoldséhoz 15.2.1. értelmében elegendd azt el-
lenérizni, hogy tetszdleges f € C°(M) esetén [X<,&]fY = 0. Ez X°fY = (X f)"
(15.4.1.) és az (1) észrevétel alapjén kozvetleniil adédik:

(X &Y = X(EfY) = §(XfY) = Xfe = &(X f)Y = Xof = (Xf)° 0.

(3) 7.6.1. értelmében [XV,€] és X pontosan akkor 7-ekvivalens, ha
tetszbleges f € C*°(M) fiiggvény esetén

(XY, &(for)=(Xf)or, azaz [X¥, ] f = (Xf)".
Itt 15.2.1., 15.2.2. és (1) alapjén
[Xv’g]fv — Xv(gfv) _ é—(XVfV) — XVfC — (Xf)v’

ami igazolja az allitast. O

15.4.

Megjegyzés. (3) igazolasdra bemutatunk egy tovdbbi, M. Crampintdl
szarmazo tanulsagos érvelést. 15.2.4. értelmében X"V folyama a
0:RxTM —TM , (t,0) — @(t,v) := v+ tX(1(v))

leképezés, igy 13.2.1. alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

1
[vaﬂv = }5%; ((‘pft)* (fgpt(v)) - €v) .
Innen
T ([XY, €]o) = }g%% (T* o (P—t)« (fw(v)) - T*(gv)) =
lim 3 (7. 0 (¢—0)s (Sorrxron) —v) = Hmg ((ro@0)s (Soixrey) —v) =
tlg%% (7« (Eorex(ry) —v) = }g%% (v+tX(r(v)) —v) = X o7(v),

tehdt 7. o [XY,€] = X o7, azaz [X¥,&] ~ X.

16.5. Egy masodrendii vektormezé akkor és csak akkor affin spray, ha
tetszOleges v : I — M geodetikusaval egyilitt minden olyan 6 o
atparaméterezettje is geodetikus, ahol 0 : J — [ affin paramétertranszformécio,
azaz,
teJ—=0t)=at+p€l;apB¢eR rogzitett ; a #£0

alaku.
Bizonyitds. Rogzitett A valds szadm esetén py-val jeloljik a w € TR — dw € TR
leképezést, my-val pedig - az eddigieknek megfeleléen - a v € TM +— \v € TM
leképezést.

(1) Tekintsiik a valds egyenesen az r := 1g kanonikus koordindtdzast. Azt
ellenorizziik elészor, hogy
d d
= o —
dr Ho dr
Valéban, tetszéleges t € R esetén 6.1.5. alkalmazasaval

(3),-eomn(3), w0 (2),, -+ (2),,

ami a felirt reldcié helyességét jelenti.
(2) Kiszémitjuk v o 6 sebességvektormezdjét.

0, o od.
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— 1) .
Yo :=(yol),0ok =v,00,04 W Ve Oa 000 = myoy.0 00 = mgy o500,

tehat )
Yol =mgyoyol.
(3) Meghatdrozzuk « o 6 gyorsuldsvektormezgjét:

yo#:= ’yoﬂ*o%@ (mao‘yoﬁ)*o%:(ma)*o?y*oé)*o% =

(ma)*o/y*ouao%OQ:mao(ma)*o&OO,

—~
~—

azaz .
vob=mgyo(my),0500.

(4) Tegyiik fel ezek utén, hogy a & : TM — TTM mésodrend(i vektor-
mezonek tetszoleges v geodetikusaval egylitt annak v o 6 atparaméterezettje is

geodetikusa. Ekkor a & om:mrelécié (2) és (3) alapjén azt adja, hogy
Eoma 0400 =myo(mg), 04 00,
ami 0 invertalhatésdga folytan azzal ekvivalens, hogy
€0 1M 04 = Mg 0 (ma), o5,

Itt a jobb oldalon 4 = & o 4, hiszen v geodetikus, igy egy mér alkalmazott
érveléssel (I1d. 16.2.2.) kovetkezik, hogy

Eomey =mg o0 (Mmg), o&.

Ez pontosan azt jelenti, hogy & affin spray.

(5) Legyen végiil € : TM — TTM affin spray. Tekintstik é&-nek egy v : I — M
geodetikusdt, és ennek egy 7 :=yo 6 : J — M affin dtparaméterezettjét (ahol
0(t) =at+ ;0,0 €R, a#0). Ekkor

ﬁz’yoe@mao(ma)*o‘yoﬂzmao(ma)*ofo‘yoé)felgtel{omao‘yoe(:m
goyolf=¢07,
tehdt 7 is geodetikusa &-nek. o

16.6. Legyen ¢ : TM — TTM méasodrend(i vektormezd, (U, (u')™ ;) egy
tetszdlegesen kijelolt térkép M-en, (771 (U), (x%,y")?,) az dltala indukdlt térkép
TM-en. A kovetkezok ekvivalensek:

(1) ¢ affin spray.

" ;) ) .
(2) Ha ¢ (ﬁ) ; (y’ i 2G’ayi>, akkor a G* fliggvények maéasodfoki ho-
mogének:

Gi(tv) = 2Gi(v) , v e T (U) , t e R* (i € {1,...,n}).

74



n . 9 n . ' 9 ' .
(3) ¢ ) Z YVomi T Z (ijor)yjyka—yi , ahol G + U — R sima

i=1 jk=1

fliggvények, melyeknek vertikdlis liftjei % (i,7,k €{1,...,n}).

Bizonyitds. (1) <= (2) Legyen v € 7 1(U), t € R* tetszdleges. Ekkor egyrészt

=3 (o) (5), —26o (7). ).

masrészt

(M)« (o) = ()4 (g (yi(v) (;ﬂ)v —2Gi(v) (82%))) 6.1.7.

(o), 200 (4).)

¢ affin spray €% ¢, = t(my).« (&) (veTIU) ,t eRY) = Gi(tv) =
t2Gi(v) (i € {1,...,n}) <= a G' fiiggvények masodfokid homogének.

igy

(1) < (3) A most mondottak szerint & akkor és csak akkor affin spray, ha

tetszOleges
= t— —2G"—
¢ ) ; (y dat 8y1)

koordinataeléallitdsaban a G fiiggvények masodfokid homogének. 15.5.2. (3)
alapjdn ekkor ezek a fiiggvények fibrumonként kvadratikus formdk, megadhatok
ezért G7; : U — R sima fliggvények gy, hogy

ol =, kg
G'=5 3 (@onyt (i€ {1n])
Jok=1

és G;k = G};j. Innen ismételt parcidlis derivalassal azt kapjuk, hogy

0*G!

W:G;kOT,Z,],kG{:l,,TL}

Beldttuk ezzel, hogy az affin sprayk koordindtaeléallitdsa megadhaté a (3)
alakban. Megforditva, ha egy médsodrendii vektormez6 koordindtaeléallitdsa (3)

alaku, akkor a

G' = Z (G;k o)yt ie{l,...,n}

j,k=1

fiiggvények masodfoki homogének, és igy (1)<=(2) miatt £ affin spray. O
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16.6.1. Megtartva az el6z6 pont jeloléseit, ha £ : TM — TTM affin spray,
akkor a geodetikusainak differencidlegyenlete

n
&+ Z G”koa: atjxk =0,ie{l,...,n}
J,k=1

alakt, értve ezen azt, hogy egy v : I — M gorbe pontosan akkor geodetikusa
&-nek, ha 7% := u’ o v koordindtafiiggvényeire v~ (U) folott

At +Z ko*y'y’y —O,ie{l,...,n}
J,k=1

teljestl.
Ez kozvetleniil adédik a 16.3.4.-ben mondottak és az affin sprayk 16.6.-ban
leirt koordinataelballitasa alapjan.

16.7. Legyen adva egy & : TM — TT M maéasodrendii vektormezd. TetszOleges
v € TM esetén jelolje ¢, a & vektormezd v-b6l indulé (azaz a ¢,(0) = v
feltételnek eleget tevd) integralgorbéjét (12.2.). A kovetkezd kijelentések ek-
vivalensek:

(S1) ¢ affin spray, azaz

Eomy=myo(my). 0 ,teR".

(S2) Egy t valés szdm akkor és csak akkor van benne & egy c¢g (s €
R*) integralgorbéjének értelmezési tartoménydban, ha st benne van ¢,
értelmezési tartoméanyaban, és ekkor

Cop(t) = scy(st).

(S3) Legyen s,t € R, s # 0. st pontosan akkor van benne ¢ egy
¢, integralgorbéjének értelmezési tartomanyaban, ha ¢ benne van cg,
értelmezési tartoméanyaban, és ebben az esetben

T 0 Cgy(t) = 7T 0 ¢y ().

(S4) Egy t valés szam akkor és csak akkor tartozik ¢, értelmezési tartomdnyéba,
ha az 1 eleme ¢, értelmezési tartomanyanak, és ekkor

T o ¢y(t) = 7oy (1).

Bizonyitds. (S1)—(S2) Legyen s € R* rogzitett valds szdm, és jelolje 05 a
t € R — st € R transzformaciét. Minden olyan ¢ € R esetén, amelyre st
benne van ¢, értelmezési tartomanyaban, ¢, o 05 értelmezve van. Kiszamitjuk
az Mg O ¢, o B gorbe sebességvektormezdjét.

Mg 0 ¢y 00s := (mg o cv 00s)s 0 % (mg)s 0 (cy)s 0 (9 )« © ddr ®)
(Mg)s 0 (Cy)s 0 s 0005 = (Mmg)x0mg 0 (cy)s0 =00 =
(ms)*omsoévoeszmso(ms) ofocy00, (Sl)f (msocvoes),
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a (%) lépésben a 16.5. bizonyitdsdnak (1) lépésében tett észrevételt hasznilva
fel, a 0 := 0, szereposztassal. A kapott eredmény azt jelenti, hogy mg o ¢, o 0,
integrélgorbéje &-nek. Ez az integralgérbe az mg o ¢, 0 05(0) = my(c,(0)) = sv
pontbdl indul ki, igy a 12.3. unicitas-tétel alapjan

msocvoaszcsv

kovetkezik, amivel megkaptuk So-t.
(S2)—(S1) csp E-nek az sv-bol indulé integrélgorbéje, ezért ¢q,(0) = &sp. A
feltétel értelmében
Cop = Mg O Cy 0 b

Innen az imént elvégzett szdmolds egyik részeredménye alapjan

Csv :mso(;voes :mso(ms)*oévoesv
igy specidlisan
¢s0(0) =m0 (M) 0 ¢4 (0) = mi 0 (M) (&)
Osszevetve a ¢, (0)-ra kapott két eredményt, a

gsv = Mmso (ms)*(gv)

relacidhoz jutunk, ami s € R* és v € T M tetszblegessége folytan azt jelenti,
hogy ¢ affin spray.

(S2)—(S3) - ez evidens.

(S3)—(S2) Csak az integralgdrbék kozotti relacid igényel ellenérzést. Mivel
Csp integralgérbéje &-nek, 16.2.2. értelmében c,, kanonikus lift. fgy

(S (%)
= d d
Csp = TOCsy = TOCUOHSZT*O(Cv)*O(Hs)*OE :T*O<Cv)*0/1'soﬂoes:
— (%)
mSOT*O(Cv)*O%OQS:msO(TOCU)*O%OQS:mSOTOCUOQS =" mgoc, o0,

a (x)-gal jelolt 1épésben ismét 16.5. bizonyitdsdnak (1) lépésében nyert reldcidt
alkalmazva, a (xx)-gal jelolt 1épésben pedig felhasznélva, hogy ¢, is kanonikus
lift. Ezzel megkaptuk a kivant (Sy) Osszefiiggést.

(S4)—(S3) Tetszleges v € TM vektor esetén jeldlje I, a ¢, integrdlgorbe
értelmezési tartomdanyat. Ekkor a feltétel értelmében

stel, < 1€ Iy,,

tEISv —= 1 GItsv :Ist;

kovetkezésképpen
stel, < tel,

amivel beldttuk (S3) elsd észrevételét. (S4) mésodik feltételének alkalmazdsgval
kapjuk, hogy
T 0 Cy(8t) = T o Cspp(1) , T O Csp(t) = T 0 Cs10(1)
amibdl a kivant
T 0 Cgyy(t) = T 0 ¢y (st)

relaciéhoz jutunk.
(S3)—(S4) - ez a most ldtott mintara adddik. o
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16.8. Tegyiik fel, hogy & : TM — TTM affin spray, és tetszéleges v € TM
esetén jelentse ¢, : I, = TM &-nek a v-bol indulé integralgérbéjét. Legyen

E:={veTM|0,1] CI,}.
12.6.1. biztositja, hogy £ nyilt halmaz és a
veEre,(l)eTM
leképezés sima. Az
exp: ECTM — M , v exp(v) :=7o0c¢,(1)

leképezés szintén sima, ezt a £ affin sprayhez tartozé exponencidlis leképezésnek,
E-t az exponencidlis leképezés tartomdnydnak nevezzik.

16.8.1. Megtartva a bevezetett jeloléseket, legyen
O(M) :=TM\TM = {0, € TM|p € M} .
Ekkor O(M) C &, és
exp | O(M) =1 ] O(M),
azaz exp(0p) =p, p € M.

Bizonyitds. Tetszéleges p € M esetén §, = 0, amint az példaul az affin
sprayk koordindtael6allitasabdl (16.6./(3)) kiolvashaté. £-nek a 0, pontokbdl
kiindulé integralgorbéi értelmezve vannak a teljes valos szamegyenesen, ugyanis
tetsz6leges s € R* esetén (Sg) miatt

t€ls, =1y, < stel,
és fgy lp, minden elemével egyiitt tartalmazza annak Osszes nemnulla
skalarszorosat. Tetszoleges t € R esetén

exp(0p) :=Tocp, (1) =T ocy,(1) IU co, (1),

igy specidlisan t := 0 valasztassal azt kapjuk, hogy

exp(0,) := T o cp, (0) = 7(0,) = p.

16.8.2. Tovéabbra is megtartva az eddigi feltételeket és jeloléseket, ha exp :
E — M a ¢ affin sprayhez tartozd exponencialis leképezés, akkor tetszoleges
p € M pont esetén
exp, :=exp [ ENT,M

lokélis diffeomorfizmus a 0, € T, M pontban (6.1.7.), mégpedig (exp,,). To,TM
identikus transzformdacidja. Ily mddon exp,, a 0, egy kornyezetét diffeomorfan
képezi le a p € M pont egy kornyezetére.

Bizonyitdas. Legyen v € € NT,M tetszOleges.
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(1) Tekintsiik a
p:[0,1] > T,M ,t— p(t) :=tv

gorbét. 6.6. értelmében az
to:v € TyM — 19(v) :=p(0) € ToyT,M

leképezés linedris izomorfizmus.
(2) Képezziik a
v:=exp,op:[0,1] = M

gorbét! Ennek sebességvektormezdje

. d .
¥ = (expp)u 0 puo o = (expy)s 0,
igy
¥(0) = (exp, )« © p(0) = (exp, )« 0 Lo(v).

(3) Jegyezziik meg, hogy
Y =T O Cy.

Valoban, tetszOleges t € T, esetén

v(t) = exp,(tv) = T 0 ¢4 (1) ZUP ().

Felhasznalva ezt az észrevételt,

4(0) = To.cvm) =T, 06(0) =T 0 (0) = Tw 0 &y = .
Osszevetve a 4(0)-ra most és (2)-ben nyert eredményt, az
(expy)« 0 to = lr,m

reldciéhoz jutunk, amibo6l kovetkezik, hogy ((expp)*) 0. Az identikus transz-
p
formacidja Ty, T'M-nek. Ezzel beldttuk, hogy (exp), lokalis diffeomorfizmus 0,,-

ben. o

16.8.3. Ha ¢ : TM — TTM affin spray, akkor tetszoleges T, M érint6tér
origon atmend, affin paraméterezésti parametrizalt egyenesszakaszainak képei
a &-hez tartozo exponencidlis leképezésnél £-nek geodetikusai. Nevezetesen, ha
veTl,Més

Yo * Iv — M 9 (s ’YU(t) = epr(tU)7
akkor -, geodetikus. Megforditva, ha v : I — M v € T,M kezddsebességii
geodetikusa &-nek, akkor

v(t) = exp,(tv) ,t € I.
Bizonyitds. (1) Tetsz6leges t € I, paraméterre

Yu(t) == exp,(tv) := 7 0 ¢ty (1) S T 0 ¢y (t).
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Mivel ¢, integrélgorbéje &-nek, ¢, kanonikus lift, és ezért ¢, ="t oc,' Ezt fel-
hasznalva, )
;)./v =Toc,=0¢ :gocv :§OTOCU :EO;YU

adédik, ami igazolja, hogy -, geodetikusa &-nek.
(2) Tegyiik fel, megforditva, hogy v v kezddsebességli geodetikusa &-nek:

T=¢0%,9(0) =v.

Az (1)-ben mondottak szerint v, is geodetikusa {-nek, s mivel

16.8.1.
Yo (0) = epr(O’U) = epr<0) = D,

40(0) =70 65(0) = v (Id. 16.8.2. bizonyitdsat),

a 7y, geodetikus szintén v kezdGsebességii. fgy 16.3.2. alapjan v = v, kovetkezik.
o

16.8.4. Megtartva 16.8.3. jeloléseit, az elmondottak alapjan minden & :
TM — TTM affin spray szarmaztat egy

o (t,v) = ptv) =) e M

leképezést, amely R x TM egy nyilt részhalmazan van értelmezve; ezt az M-
en ¢ altal meghatdrozott geodetikus folyamnak nevezziik. Ezzel kapcsolatban
érvényes a kovetkezo

Atskdldzdsi lemma. Ha s,t € R, 4gy t pontosan akkor tartozik s, értelmezési
tartomanyahoz, ha st benne van 7, értelmezési tartomanyaban, és ebben az
esetben

Yoo (t) = Yu(st) , azaz p(t, sv) = @(st,v).

Valéban, a megéllapitds els6 fele kovetkezik (S3)-bdl. Feltéve, hogy t benne
van s, értelmezési tartomanyaban, ami ugyanaz, mint a cg, integrilgérbe
értelmezési tartomdnya, szintén (S3) alapjan

ToCgy(t) =T ocy(st) <= Ysu(t) = (st) <= o(t, sv) = p(st,v).

16.8.5. Legyen & : TM — TTM tovabbra is affin spray. Kivélasztva egy
p € M pontot, tekintsiik a T, M érintSteret, és rogzitsiik ennek egy B = (v;)i,
béazisat. Ez a

v, € T,M — pp(v;) :=e; e R" Jie{l,...,n}

hozzérendelések révén meghatéroz egy g : T, M — R" linearis izomorfizmust.

16.8.2. értelmében a 0, € T,M origénak megadhatd egy olyan L~{, apeM
pontnak pedig olyan U kornyezete, hogy az

exp, [Z]:L?CTPM%Z/[CM
leképezés diffeomorfizmus. Ha

1
U= pgo (expp [U) ,
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akkor (U, u) p korili térképe M-nek, amelyet a £ affin sprayhez tartozé p-beli
normaltérképnek neveziink. Egy sokasdgbeli pontnak egy normaltérképre vonat-
kozé koordinatéit normdalkoordindtdkként is emlitjiik. A p-beli normaltérképpel
kapcsolatban érvényesek a kovetkezok:
(1) (U,u) p kizépponti: u(p) = 0.
Valéban, exp,(0,) = p miatt (exp,)~"(p) = 0, és igy
u(p) = ps((exp,) ' (p)) = ¢5(0,) = 0.

(2) Ha vy, : I — M p-bdl indulé, v = Y v'v; € T, M kezddsebességii geodeti-
=1
kus, akkor ez noormalkoordinatakban a

telwtih,...,v") eR"

parametrizalt egyenes szakaszként irhaté le, ugyanis tetszoleges t € I
esetén

16.8.3.
) =

uoy(t) = @i o (exp,) ™" oYy (t B o (exp,) ™" o exp,(tv) =

pp(tv) = teyp (Z z/ivl-> = tz vie; =t(vt, ... v").
i=1 i=1

(3) Hau = (u?,...,u"), akkor

(aii)pvi,ie{l,...,n}.

n
Tekintstink ennek belatdsiara egy tetszéleges v = Zyivi p-beli
i=1

érintévektort. Ekkor

— A _ - % / 0 (2_) . i 0
v=5u0) =200 0 (i) G320 (5) |

=1

igy specidlisan

. "0 ) ,
'Ui:'yvi(o)zz(sg (W) :<61ﬁ) ,’LE{I,...,W,}.
p p

j=1

17. Tenzorok

Egy sokasdgon adott tenzor (vagy tenzormezd) fogalma a sokasdgokon
értelmezett sima fliggvények, vektormezdk és elséfoku differencidlformak fo-
galméanak kozos altalanositdsa, s fontos eszkoziil szolgal a sokasag bonyolultabb
objektumainak leirdsdban. A tenzorok megjelenési formdja igen eltér6 lehet,
karakterisztikus tulajdonsdguk azonban minden esetben a multilinearitds. Az
altalunk alapulvett definicié explicite ezt emeli ki, ugyanakkor egyszertien alkal-
mazhaté a klasszikus, koordinatéas leiras céljaira is. Targyalasunkat az algebrai
hattér rovid vazoldsaval kezdjiik.

81



17.1. Legyen K kommutativ, egységelemes gytrd, Vi,..., Vs pedig legyenek
K {6l6tti modulusok. (K elemeit skaldrokként, a K-modulusok elemeit vekto-
rokként is emlitjiik.) A V4 x - - - x V Descartes-szorzat elemeinek szokdsos, kom-
ponensenkénti Osszeaddsa és skaldrral valé szorzasa esetén K-modulussa valik,
amelyet az adott modulusok direkt szorzaténak és (kiils) direkt Osszegének
egyarant nevezlink (ut6bbi esetben a nyert K-modulusra a @le V; jelolést
hasznaljuk). Ha a V; (i € {1,...,s}) modulusok mindegyike ugyanaz a V K-
modulus, akkor a Descartes-szorzatra a V* réviditést hasznaljuk.
Tekintsiink egy tovabbi, W K-modulust. Egy

A:Vix---xVy—=W

leképezést (K)-multilinedrisnak mondunk, ha valamennyi véltozéjdban K-
linedris, azaz ha minden i € {1,..., s} index és tetszélegesen rogzitett v; € Vj,
j€{l,...,s}\{i} vektorok esetén a

vE Vi A1, .., Vim1,0,Vi41,...,0s5) EW

leképezés K-linedris.

Ha V' K-modulus, akkor az 0sszes V' — K K-linearis leképezések halmazat
V*-gal jeloljiik. V* a fiiggvények Gsszegének és skaldrszorosanak szokdasos, ele-
menkénti értelmezése esetén szintén K-modulus, amelyet V' dudlis moduluséanak
hivunk.

17.1.1. Legyenek r és s nemnegativ egészek, foltéve, hogy nem mind-
kett8jlik zérus, és tekintstink egy V' K-modulust. V' folotti (r, s)tipusi tenzoron
egy

A: (V) x V25 K

(K)-multilinedris fuiggvényt értiink. Ekkor az r, ill. az s egész szdmot kontra-
varidns, ill. kovaridns inderként emlitjiik, s azt is mondjuk, hogy az A tenzor 7-
edrendben kontravaridns, s-edrendben kovaridns. A (0, s)-tipusi, vagy s-edrendii
kovaridns tenzorok a V* — K alaki, az (r,0)-tipusi vagy r-edrendii kontra-
varidns tenzorok a (V*)" — K alaki multilinedris fiiggvények. Megéllapodunk
abban, hogy a V {6lotti, (0,0)-tipust tenzorok a K skaldrtartomdny elemei.
Jelolés. TT (V) a V folotti (r, s)-tipusi tenzorok halmaza, T7(V) := T§5(V),
To(V) :=T2(V); ekkor T (V) = K.

Kozvetleniil adddik, hogy T7 (V) a fliggvények Osszeaddsdnak és skaldrral

valé szorzésanak szokésos értelmezése esetén K-modulus; specidlisan T2(V) =
V.

17.2. A bevezetett altalanos tenzorfogalom lefedi azt a szamunkra legfonto-
sabb két esetet, amikor az alapulvett modulus egy M sokasdg vektormezdinek
C*°(M)-modulusa ill. a sokasig egy tetszbleges p pontbeli T, M érintétere (az
utébbi esetben a modulus valés vektortér).

Egy M sokasdgon adott tenzoron az X(M) C*°(M)-modulus f6létti tenzort
értiink. Az M-en adott (r,s)-tipusi tenzorok C°°(M)-modulusira T7 (X(M))
helyett az egyszertibb J7 (M) jelolést haszndljuk. Ekkor, a kordbban mondot-
taknak megfelelGen,

T(M) = To(M) , T,(M) = TUM) , TY(M) := C=(M).
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Az értelmezés szerint A € T7 (M) azt jelenti, hogy A olyan

XF(M) % - x X5 (M) x X(M) x -+ x X(M) — C(M)

T S
leképezés, amely minden véltozdjaban C°°(M)-linedris. Képletesen szdlva, A

olyan multilinedris gép, amely 7 szamu 01, ..., 0" 1-forma és s szamt X1, ..., X,
vektormez6 betaplaldsa esetén egy

A, ... 07 Xy,..., X)) M =R

sima fiiggvényt készit. Azt mondjuk, hogy itt #% az A tenzor i-edik kontravaridns,
X; pedig a j-edik kovaridns helyét foglalja el.
Példdk. (1) A

v X (M) x (M) — C®(M) , (6, X) — v(6, X) := (X)

leképezés (v.6. 8.1.)mindkét véltozéjdban C'°(M)-linedris, {gy (1,1)-tipusi ten-
zor M-en. Ezt a tenzort az M {olotti Kronecker-delta tenzornak hivjuk.

8.3.
(2) Rogzitsiink egy w € TY(M) = X*(M) = AY(M) nemzérus elséfoku diffe-
rencidlformét. Ha

AX)Y) =X0(w,Y); X, Y € X(M),

akkor az A : X(M) x X(M) — C>(M) leképezés az elsé véltozéjdban C°(M)-
linedaris, a masodik valtozdjaban additiv, azonban
A(X, fY) = Xé(w, fY) = X(fé(w,Y)) = (X f)o(w,Y) + fXb(w,Y) =
(Xf)0(w,Y) + FAX,Y) # fAX,Y) (f € C*(M)),

és igy A nem tenzor. A dolgot az ,rontja el”, hogy A differencidloperatorként is
miikodik.

17.2.1. Egy sokasidg elsorendii kontravaridns tenzorainak modulusa

~

természetes médon izomorf a sokasdg vektormezéinek modulusdval: T3 (M) =
X(M); természetes izomorfizmust ad meg a

{’y : X € X(M) = yx € TH(M) = (X*(M))*;
1 (6) = 0(X) , 0 € X (M)

leképezés.

17.2.2. Egy M sokasig (1,s) # (1,0) tipusi tenzorainak C°°(M)-
modulusa természetes moédon izomorf az (X(M))* — X(M) C=(M)-
multilinedris leképezések L°(X(M), X(M)) moduluséval:

THOM) = L5(X(M), X(M)); ilyen izomorfizmust ad meg az

{ a€ L¥(X(M),X(M)) — A€ THM),

A0, Xy,.... Xs) =0a(Xq,...,Xs) (0 e X" (M); X1,...,Xs € X(M))
leképezés.

Tekintettel TL(M) és L*(X(M),X(M)) azonosithatésdgdra, T1(M) elemeit
vektorértéki tenzorokként is emlitjiik.
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17.2.3. Ha A e T7(M), B € T7, (M) és

AQBOY, ..., 0t X1, .. Xepy) =
AL, ...,0", X1, ..., X)BO™, 07 X1, Xeys),
O ex*(M),ief{l,....,r+7"} ; X; €X(M),je{l,....,s+5},

akkor A® B € ‘T:I:,/ ; ezt a tenzort A és B tenzori szorzatdnak nevezzik. Ha
specidlisan ' = s’ =0, és {gy B =: f € C°(M), akkor A® f=f® A:= fA.

Kozvetleniil ellendrizhetd, hogy a tenzori szorzat C°° (M )-bilinedris: ha A; és
As azonos tipusi, B tetsz6leges tenzor M-en, akkor tetszbleges f1, fo € C°(M)
esetén

(f1A1 + faA2) @ B = f1(A1 ® B) + f2(A2 ® B),

és hasonl6 relacié érvényes a méasodik tényezore is.

Szintén kiolvashaté a definiciobdl, hogy tetszileges A, B, C tenzorok
esetén érvényes az (A ® B) ® C = A® (B ® C) asszociativ szabdly, és {gy
tobbtényez0s tenzori szorzatnal a zardjelek mell6zheték. Ugyanakkor a tenzori
szorzat tényezoi dltalaban nem cserélhetok fol. Valasszunk ennek illusztrélasara
az M sokasdgon egy (U, (u’)™ ;) térképet, s tekintsiik U folott a du® és du?
1-format. Ekkor

0 0 0 0

du’ @ du® (au au) = du’ <au> du® (au) =1
0 0 0 0

du2 ® dul (6u1,’ au2> = du2 (au1> dul <8u2) = O7

kovetkezésképpen du' @ du? # du? @ du'. A fiiggvények azonban minden ten-
zorral kommutalnak:

f(A®B)=fA®B=A® fB,

és ha A kovaridns, B kontravarians tenzor, akkor A® B = B® A szintén teljestil.

17.3. Kovetkez6 meggondoldsaink célja annak megmutatisa, hogy a vek-
tormez6khoz és 1-formakhoz hasonléan egy sokasdgon adott tenzorok is te-
kinthet6k mezdknek, azaz olyan leképezéseknek, amelyek a sokasdg minden p
pontjdhoz egy bizonyos A, értéket rendelnek. Ez azon milik, hogy ha egy
A € T5(M) tenzort 1-formdkon és vektormezékon kiértékelve eljutunk egy
A0, ...,0", X1,...,X,) € C®(M) fiiggvényhez, akkor ennek egy p € M
pontban felvett értéke nem fligg az 1-formék és a vektormezék egészbeni visel-
kedésétdl, st a p pont egy kornyezetében felvett értékeikt6l sem, hanem egyediil
a p-beli értékeiktol.

17.3.1. Ha a #',...,0" 1-formak, vagy az X1,..., X, vektormezdk vala-
melyike zérus egy p € M pontban, akkor tetszéleges A € T7 (M) tenzor esetén

A@BY,...,07, X1,...,X,)(p) = 0.
Bizonyitds. Tegyik fel, hogy példdul Xs(p) = 0. Kijelolve p koril egy

(U, (w')7y) térképet,
X, =) X'—
) Z out

i=1
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frhat6, ahol X' = X,u' € C°U) (i € {1,...,n}). Vilasszunk olyan f du-
dorfliggvényt p-ben, amelynek tartéja U-ba esik (4.2.3.). Ekkor a mar ismert
médon (Id. 8.3. bizonyitdsat) az fX' fiiggvények, ill. az f 8?” vektormez8k
(1 €{1,...,n}) az egész M sokasdgon értelmezett sima fliggvényeknek, ill. vek-
tormezéknek tekinthetsk. Igy

FRAOY, .07, Xy, X)) = AO, 0 X, P X)) =

A(ela'"a0r7X1a"'7Z(in)f 0

. ) T 6
aui): § FXTA@GY, .07, Xy,.... f
=1 1=1

Jui)

X.(p) = 0 miatt X'(p) = 0, i € {1,...,n}, mig f(p) = 1 [ey a
nyert Osszefiiggés bal és jobb oldalat p-ben kiértékelve, azt kapjuk, hogy
A0, ...,0", X1,...,Xs)(p) = 0. O

17.3.2. Legyen A € T (M), p € M. Ha 6L, ...,0" és 91,...75T olyan 1-

formék, Xi,...,Xs és X1,..., X pedig olyan vektormezOk az M sokasdgon,
amelyekre

5i(p) =0(p) (i€ {l,...,r}),ill. X;(p) = X;(p) (j €{1,...,s})
teljesiil, akkor

—1

AB,...,0 X1, . X)) =A0",...,0", X1,...,Xs)(p).

Bizonyitds. A jobb &attekinthet6ség érdekében az r = 1, s = 2 esettel foglalko-
zunk, az alkalmazasra keriil6 Otlet teljes altaldnossagban is miikodik. Kozvet-
leniil ellenérizhetd, hogy érvényes az

A0, X,)Y) - A0, X,)Y)=A0—-0,X,Y)+ A0, X — X,Y)+ A0, X,Y —Y)

,teleszkép-azonossag”, ahol 0,0 € XV(M); X,Y,X,Y € X(M). Ha 0(p) = 6(p),

X(p) = X(p) és Y (p) = Y(p), akkor a 6§ — 6 1-forma, valamint az X — X és az
Y — Y vektormezd egyarant zérust vesz fel p-ben, igy 17.3.1. alapjan a jobb

oldal p-beli eltiinése, ebbdl pedig A(0, X,Y)(p) = A(0, X,Y)(p) kovetkezik. ©

17.3.3. Most mar médunk van arra, hogy bevezessik egy A € T7 (M)
tenzor egy pontbeli értékének fogalmat.

Vilasszunk ki egy p € M pontot. Ha v!,...,v" € Ty M tetszOleges p-beli
kovektorok; vy, ...,vs € T, M pedig p-beli érintévektorok, és

Ap(ul,...,ﬂ,vl,...,vs) = AGY, ..., 07, X1, ..., X,)(p),

ahol

0 c X* (M), 0 (p) =" (i €{1,...,r}); X, €eX(M), X;(p)=v; (j€{1,...,s}),

akkor A, € Tr(T,M) jél definidlt - a 6" 1-formék és az X; vektormezdk
vélasztasatol fiiggetlen - (r, s) tipusd tenzor a T, M érintétéren. Ezt az A, ten-
zort nevezzik az A € T4 (M) tenzor p-beli értékének.
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17.3.4. A mondottak azt is lehet6vé teszik, hogy egy M sokasagon adott
tenzort - a vektormezdk mintédjara, Id. 7.1. - egy alkalmas ,,nyaldb szeléseiként”
interpretaljuk. Ehhez, vazlatosan, a kovetkezd meggondolds vezet. Rogzitett
(r,s) € N x N esetén legyen

TIM = | T7(T,M) (diszjunkt unid).
pEM

TT M természetes modon sima sokasagga tehetd ugy, hogy a
e :T/M—-M,a—p,hsacT,(T,M)

kanonikus projekcié sima leképezéssé valjon. Ekkor egy M f6lotti (r, s)-tipusi
tenzor olyan A : M — T7M sima leképezésként interpretdlhatd, amely eleget
tesz a 7, o A = 1, feltételnek. Ezen interpretacié bitokdban szélhatunk egy
A € T7(M) tenzornak egy U C M nyilt halmazra valé A | U lesziikitésérél,
mint jol definidlt

peU— A, eT,(T,M)

U folotti tenzorrol.
17.4. Egy A € T7(M) tenzornak ((r,s) # (0,0)) az M sokasdg egy (U, (u*)™ ;)
térképre vonatkozo komponensein az

0
Couwi T Ouds

J1---Js

Al — (A1 UY) (du“,...,dui"' ):U—>R

sima fliggvényeket értjiik, ahol valamennyi index 1-t61 n-ig fut.

17.4.1. Haw (0,1)-tipust tenzor, azaz elsbfoki differencidlforma, akkor az
(U, (u")_,) térképre vonatkozé komponensei az értelmezés szerint az

o=@ 1) (55 ) = () €C7W i € {evim)

fuggvények. Mivel tetszdleges p € U esetén wy, € Ty M, egyértelmii médon w), =
Z;L 1 A (p)du? (p) frhaté. Az igy adédé A; : U — R fiiggvények megegyeznek az
imént bevezetett komponensfiiggvényekkel, ugyanis

= ()= (), S () -

17.4.2. Az (1,0)-tipusi tenzorok komponensei megegyeznek a nekik
17.2.1. szerint kanonikusan megfelel6 vektormezok 7.1.1.-ben bevezetett kom-
ponensfiiggvényeivel. Valéban, ha X € T§(M) = X(M), akkor X-nek a 17.4.
szerinti értelemben vett komponensei az

X' = (X [ U)(du') =: X(du') ,ie{l,...,n}
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fliggvények. Masrészt 7.1.1. alapjan

“Z 8” ut € C*(U);

igy
n

Xi=X(du') "2V et (X) = du' | Y X7 au] ZXJdu( >:

j=1

ixja;i = X"
Jj=1

17.4.3. Ha egy (1,s)-tipust tenzort a 17.2.2.-ben megadott TL(M) =
L5(X(M),X(M)) interpretécié alapjan « : (X(M))* — X(M) leképezésként
adunk meg, akkor a komponensei kozvetlentil az

9 9 n ‘ 9
“ <6u31 T 8u35> ; Tl Gt

reldciok alapjan nyerhetSk, ha ugyanis A € T1(M) az a-nak megfelel (1, s)-
tenzor, akkor

0 d \ 1722 0 9\ _
A(du aJI ’aujb> = dua(m,’%h)_

du’ ZAh Js 8uk ZAh -Js Az’l...js'

17.4.4. Egy tenzornak az 1-formékon és a vektormez6kon valé kiértékelése
elvégezhetd koordinatas uton, ha mindent kiirunk komponensekben. Tekintsiink
ennek illusztraldsdra egy A € T3(M) tenzort, és jeloljink ki M-en egy
U, (u®)*_,) térképet. Ha 6 € XV(M); X,Y € %(M), és

e(u)izzl X Z 8ui ’ (ﬁ) i:ZlY Out’

akkor

9 k k
A(0,X,Y) ZA( ’ajak>9XJY > ALOXIYE

’L]k 7,k

17.4.5. Tenzorok Osszeaddsakor a megfelel§6 tenzorkomponensek
Osszeadddnak, egy tenzor fiiggvényszeresének komponenseit a komponen-
sek fiiggvényszerese adja.

Ha A € TY(M), B € T1(M), és a komponenseik egy (U, (u?)™,) térképre
vonatkozéan az A’ ill. a B} fiiggvények (4, 7,k € {1,...,n}), akkor az A ® B
tenzori szorzat komponensei az illeto térképre vonatkozdan

(A ® B)klm =4 ® B (du d’LL], duF> 8(3“ 53”) =
A (du', 6uk’ ail) (du, 3171) AL B}

A kapott formula altaldnositdsa tetszdleges (r, s), ill. (1, s) tlpusfl tenzor tenzori
szorzatara kézenfekvé.
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17.4.6. Az M sokasig egy (U, (u')™ ;) térképének rogzitése utdn minden
AeTi(M) ((r,s) # (0,0)) tenzor egyértelmiien elallithaté U f6l6tt az

9 o ) .
— i1y ity ... Js
alakban, ahol az A;‘ll'.'.'.?; fliggvények A komponensei a kijelolt térképre vonat-
kozdan, és valamennyi kétszer el6fordulé indexre Osszegzés értendd 1-tél n-ig.
Bizonyitds. A jobb attekinthetdség végett foltessziik, hogy r = 1, s = 2; az
altalanos eset hasonléan targyalhaté, csak tobb frasmunkat igényel. Megmutat-
juk, hogy

o0 0
u)ZAjka l®duﬂ®du aholA]k A(du Wi auk>

A C°°(M)-multilinearitds miatt elegendd azt ellendrizni, hogy az igazolandd
relacié mindkét oldala ugyanazt az értéket veszi fel tetszoleges

<dul,air,ais) i Lrysed{l,...,n}

harmason. Ez azonban kozvetlentil adddik, hiszen egyrészt
o 0
du! =: Al
( 0 aus>

o 0
J l —
ZAjka - @ du’ ® du” <du,a T’8u5>

0 0
J ljk l
5 et (Y (2 ) () = st =

Az alkalmazott meggondoldssal a v1zsgélt el6allitas egyértelmiisége is azonnal

masrészt

kovetkezik, hiszen ha A Z k— ®du? @ du® is fennéallna, akkor az iménti

szamolas a Bj = AJ & eredmenyre vezetne. o

17.4.7. Tekintstink egy A € T2 (M) tenzort, ahol (r,s) # (0,0). Legyen
U, (W)™, és U, (@)™, egy-egy térkép M folott, feltéve, hogy U nu + 0.
Ha A komponensei e térképekre vonatkozdéan az A“ _ T és Ai1 “ " fiiggvények,
akkor U NU fol5tt érvényes az

Al — oun Our auz,l 8UZ.S Aba--kr
J1--Js Jukr Oukr O Ouds hiels

transzformécios szabdly.

Bizonyitds. A Xkijelolt térképekhez tartozé koordindtavektormezdk, ill. koor-
dindta 1-formdk kapcsolatat 5.1.5. ill. 8.2.1. (4) alapjén a

B) ol o i .
am_jam@,lu.d Z—du cie{l,...,n}

reldciok adjak. Igy
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Alrir = A <dai1,...,d«7r,a : 0 ) =

Ji---Js ouir’ T s
NS 0" e 5 0 0 oule
Oukt LR Oukr ’ oui Qulr Ouls Ouls
k1 ky , I ls
gat 0w ouh oul .

duFr T Quke o Qe Dl

17.5. Legyen adva egy M és egy N sokasag, valamint egy ¢ : M — N sima
leképezés. Ha A € TY(N) (s € N*), és tetszbleges p € M pont, ill. v1,...,vs €
T, M érintévektorok esetén

(" A)p(vr -, 0s) 7= Ap(p) (P (V1) 5 0 (05)),

akkor ¢*A € TO(M), amelyet az A tenzor ¢ &ltali visszahiizottjanak (pullback)
neveziink. Megallapodunk abban, hogy ha A =: f € T§(N) = C*°(N), akkor
©*f = fope C®(M). Ervényesek a kovetkezk:

(i) A p*: TUN) = TUM), A — p* A leképezés R-linedris.

(ii) A visszahtzds meg0rzi a tenzori szorzatot: ha A € T (N), B € T, (N),
akkor p*(A® B) = p*A® ¢*(B).

(ifi) Ha f € C™(N), akkor @*(df) = d(¢* f).

(iv) Amennyiben P tovébbi sokasig és i : N — P sima leképezés, ugy
(Yop)* =p*otp* : TUP) — TO(M), minden s € N*-ra.

(v) Ha ¢ : M — N diffeomorfizmus, akkor ¢* : TO(N) — T9(M) linesris
izomorfizmus.

17.6. J4l ismert egy véges dimenzidju vektortéren haté linedris transz-
formécié nyomdanak (trace) konstrukcidja: elkészitjikk a transzformdacié egy
tetszoleges matrixreprezentansat és képezziik az atlso elemek 6sszegét. Konnyen
ellenérizhetd, hogy az igy kapott skalar fiiggetlen a bazisvélasztastol, s ezért egy
invaridnsa a linedris transzformadcionak. Ez az eljards egy kontrakcionak nevezett
fontos tenzoroperdciéva altaldnosithatd, amelynek sorén egy (r,s) tipusi ten-
zort (r > 1,8 > 1) (r—1,s—1)-tipusi tenzorrd ,hiizunk 6ssze”. A kiindulépont
az (1,1)-tenzorok kontrakcidjanak értelmezése.

17.6.1. Létezik egy és csak egy olyan
tr: T1 (M) — C®(M) , A tr(A)

C>(M)-linedris leképezés, hogy tetszbleges X € X(M) vektormezd és 6 €
X*(M) 1-forma esetén
tr(X ®0) = 6(X).

Ezt a leképezést trace-operdtornak vagy (1,1)-kontrakcionak nevezziik.
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Bizonyitds. (1) A C°°(M)-linearitas kovetelménye folytan, 1létezése esetén, a tr
operatornak pontonkénti operdtornak kell lennie, amelynek tetszéleges p € M
pontbeli értéke (v.6. 17.3.3.) a

tr, : TH(TpM) = R, A, tr,(A,) ; A€ T (M)
lineéris forma. Megforditva, ezekbdl a linedris formakbdl a tr operator a
tr(A)(p) := try(4,) , A € TH(M)

eldirdssal rekonstrualhatoé.
(2) Jeloljiink ki ezutan M-en egy (U, (u?)™_;) térképet és tekintsiink U f6l6tt
egy A € TH(U) tenzort. 17.4.6. értelmében A az

A= ZA’—@duj Al eC™U) ;i jef{l,....n}

,j=1

alakban allithaté el6. Mivel a feltétel szerint

0 (0 ;
- J = J _— = ‘7
tr <6u ®du> du (8@#) o7,

U 1616tt a tr operdtor értelmezésére egyetlen lehet6ségiink van: legyen

D174 ;0
:;A; = ;A(duﬂaui).

Koézvetleniil ellendrizhetd, hogy az gy értelmezett tr : TH(M) — C°°(U)
leképezés megfelel a kivanalmaknak.
(3) Definidljuk ezek utan a

tr: A€ T (M) — tr(A) € C=(M)

leképezést oly médon, hogy ha (U, (u’)™ ) egy térkép M-en, akkor

tr(A) :(E) tr(A Z Aja - @du | = ZAZ

t,j=1
Meg kell mutatnunk, hogy ez a definicié ,j6”, azaz fiiggetlen a
térképvélasztastél. Tekintsiink ebbél a célbdl egy tovabbi (U, (u)™ ;) térképet,
foltéve, hogy U NU # 0. Ekkor 5.1.5., ill. 8.2.1. (4) alapjan U NU f616tt
0 " out 9
—_— = — P 7d
out ol out Z “

i=1

és igy

Y AN N W)
ZA( ’a~l> ;A@ukdur aalam)
"L 9ul du v 0\ ™ ; E 0\ ;0
2 aukaazf‘*(d“’aui)—, fk"‘(d“’am)—zf‘(d“’am)’

ik,l=1



ami igazolja a jol definidltsdgot. A (*)-gal jelzett lépésben példdul a kovet-
kezOképpen okoskodhatunk:

A T N A L Ny A U B WA L. L
Ok = du (auk) - ( aald“> ( ok am) - o duk om =
=1 m=1 I,m=1
" out Aul

Auk out”
1=1

17.6.2. Kiterjesztjik az (1, 1)-kontrakciét magasabb rendi tenzorokra. Le-
gyen A € TJT(M), ahol r > 2, s > 2, és vélasszunk ki egy i € {1,...,r} ,kontra-
varidns” indexet, valamint egy j € {1,..., s} ,kovaridns” indexet. TetszOlegesen
rogzitett 01, ..., 0"~ 1-formdk, valamint Xi,..., X,_1 vektormez&k esetén je-
lentse E;(@l, 0T X, X ) az

7 J
AL, 0T XL X0, X) = A0, 0T XL X X )
0 €x*(M), X € x(M))

eldirassal értelmezett leképezést. Vildgos, hogy igy egy (1,1)-tenzort de-
finidltunk. Alkalmazva erre a trace operatort, a

(A0, ... 0" Xy, X)) o= tr(AN0Y, . 07T X X))

sima fliggvényhez jutunk. C§A nyilvdnvaléan valamennyi valtozdjaban C'*°(M)-
linedris, igy /A € JT1(M); ezt a tenzort az A tenzor i-edik kontravaridns és
Jj-edik kovaridns indeze szerinti kontrakcidjanak nevezziik. A c;A tenzor kom-
ponensei egy (U, (u')?_ ) térképre vonatkozdan a

% i G 9 9 —
CjA(dul,...,d'U/ ],aujl,...,auj“> =

i i1 ip_1 0 0 17.6.1.
tr(Aj (du yee oy du ’3uj1"“’8ujsl>) =

4 J
K3 ~ %
n ~ n ~
, , 9 P 9 .
Aldu®, .. dut, . dutt —— L = ) = Attt
fliggvények.

17.7. Képezhetjiik az M sokasdgon adott Osszes (r, s)-tipusi tenzorok alkotta

vektorterek
TM):= P Ti(M)
(r,s)ENXN

direkt Osszegét. Ez a ® tenzori szorzassal - mint szorzassal - valds algebrava
valik, amelyet az M sokasag tezoralgebrdjanak neveziink. Az M sokasdgon adott
tenzorderivdcion olyan

D T(M) — T(M) , A— D(A) = DA

R-linedris leképezést értiink, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
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(1) tipustarto, azaz tetszéleges (r,s) € N x N esetén D(TL(M)) C TL(M);
(2) eleget tesz a Leibniz-szabdlynak:

D(A® B) = (DA)® B+ A® DB ; A, B € T(M);

(3) felcserélhetd a kontrakcidkkal: tetszGleges A € T(M) tenzor és ¢} kont-
rakcié esetén ' 4
D(cjA) = c;(DA)

(feltéve, hogy cé»A értelmezve van).

17.7.1. Egy sokasidg tenzorderivacidéi lokdlis operdtorok a kovetkezo
értelemben: ha D : T(M) — T(M) tenzorderivdcié, A € T(M) ésU C M
nyilt halmaz, akkor

ATU=0 = DATU=0.

Valasszunk ki ennek igazoldasara egy tetszOleges p € M pontot. p-beli du-
dorfiiggvények létezése folytan megadhaté olyan f € C*°(M) fiiggvény is,
amelyre az teljesiil, hogy

f(p)=0¢s f(q) =0, haqge M\U.
f segitségével
A=fA=fRA
irhaté, s igy azt kapjuk, hogy

17.7.(2)

DA =D(f® A) (Df) @ A+ f@ DA = (Df)A+ f(DA).

Innen

DA(p) = Df(p)A(p) + f(p)DA(p) = Df(p)-0+0-DA(p) =0,

amibdl p € U tetszOlegessége folytdan arra kovetkeztethetiink, hogy DA [ U = 0.

17.7.2. A tenzorderivaciok a lesziikitésre nézve természetes operatorok: ha
D tenzorderivdcié M-en és U C M (nemiires) ny{lt halmaz, akkor 1étezik egy és
csak egy olyan Dy : T(U) — T(U) tenzorderivacid, hogy tetszéleges A € T(M)
tenzor esetén

Du(ATU) = (DA) 1 U.

A bizonyitas f6 lépései a kovetkezok:

(1) Dy értelmezése. Legyen adva egy B € T(U) tenzor. Kivélasztva egy p € U
pontot, tekintsiink olyan f € C°°(M) dudorfiggvényt, amelynek tartéja U-ba
esik: supp(f) C U. Ekkor f 1l-et vesz {6l a p pont egy kornyezetében (4.2.3.).
Ha

[ [B .U flétt;
o, M\U felott,
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akkor A € T(M); szélhatunk ezért DA tenzorrdl; legyen

(DuB)(p) := (DA)(p).

(2) Dy jol definidlt: fiiggetlen a B tenzor kiterjesztéséhez haszndlt du-
dorfiiggvény vélasztasatol.
Valéban, ha h € C°°(M) tovébbi p-beli dudorfiiggvény U-beli tartéval és

T hB , U olott;
Lo, M\U folétt,

akkor a p pontnak van olyan V kornyezete, hogy A [V = A [ 'V, és ennélfogva

(A—A) |V =0.17.7.1. alapjén ebb8l D(A—A) | V = 0 kovetkezik, innen pedig

D R-linearitdsédnak figyelembevételével azt kapjuk, hogy (DA)(p) = (DZ) (p).
Annak megmutatésa van ezek utdn még hatra, hogy

(3) Dy tenzorderivacidja T(U)-nak;
(4) Dy rendelkezik a kivant lesziikitési tulajdonsdggal;
(5) Dy az eléirt feltételek altal egyértelmiien meghatdrozott.

)
)
(3)-(5) ellendrzése rutin feladat.

17.7.3. Legyen D tenzorderivaci6 az M sokasigon, és tekintsiink egy
A € T7(M) tenzort, ahol 7 + s > 2. Ekkor tetsz6leges 01,...,0" 1-formdk és
Xq,..., X, vektormezdk esetén

(DA)(O',...,07, X1,...,Xs) = DA, ...,0", X1,..., X,)) —
S AW, DO 0T X, X)) = > A0 07, X, DX, X,
i=1 j=1

Erre a fontos Osszefiiggésre mint szorzatszabdlyra fogunk hivatkozni. Bi-
zonyitdsat a jobb dttekinthetéség érdekében az A € Ti(M) esetre végezziik
el.

El6készitd 1épésként azt 14tjuk be, hogy tetszileges 6 € X* (M) és X € X(m)
vektormezd esetén

A0, X)=CA®I® X), (1)

ahol C két alkalmas kontrakcié kompozicidja.
Jeloljiink ki M-en egy (U, (u®)™,) térképet. Az A® 0 @ X € T5(M) tenzor
erre vonatkozé komponensei az

Lo 8D .0 o\ o d e

n ) n ) a
fliggvények, ha 6 = O;du’ , X = X'—— . Mésrészt
il 0 G 2 D X G 2N



a 17.6.2.-ben mondottak alapjan vildgos ily médon, hogy ha € := ¢l oc?, akkor
AB, X)=CA®I® X).
A tett észrevétel utdn a szorzatszabdly igazoldsa igen egyszerii:

17.7.( 17.7.(2) e

DAWB, X)) Y peasoe x) T enas oo X) (PDA®OI® X +
17.7.(1),(1)

ADIOX +A202DX) T (D A9, X) + A(DI, X) + A6, DX),

és innen (DA)(0, X)-re a kivant Osszefliggés adodik.

Megjegyzés. Ha A € TL(M), akkor a 17.2.2.-ben mondottak szerint A
(X(M))® — X(M) C°°(M)-multilinedris leképezésként interpretdlhato. A szor-
zatszabdly formailag valtozatlan alakban érvényes ennek az interpretacionak
a haszndlata esetén is: ha D : T(M) — T(M) tenzorderivicié; Xi,...,Xs
tetszoOleges vektormezék M-en, akkor

(DAY (X1, ..., X,) = D(A(X4, ..., Xs)) — XS:A(Xl,...,DXi,...,XS).

17.7.4. Egy tenzorderivdciot egyértelmiien meghatdroz a sokasdg sima
fiigguényeinek gytirigén és vektormezdinek modulusdan valo hatdsa.

Tekintsiink ennek igazoldsira egy D : T(M) — T(M) tenzorderivécidt.
Az altaldnos szorzatszabdlybdl kiolvashatd, hogy tetszéleges A € T(M) tenzor
esetén a DA tenzort egyértelmiien meghatérozza a D operdtor C° (M), X(M)
és X*(M) folotti hatdsa. Feladatunk igy annak megmutatdsira redukélédik,
hogy D-nek a differencialformakon valé hatdsa kivalthaté a fiiggvényeken és az
1-formdkon valé hatdsa révén. Legyen tehat 6 € X*(M), X € X(M) tetsz6leges.
Ekkor §(X) € C*(M), és

DO(X)) E Dr(9 @ X) T (D0 ® X))
tr(DO) @ X + 0@ DX) = tr((DI) @ X) + tr(f @ DX) = (DO)(X) + 0(DX),

17.7.(2)

tehat
(DO)(X) = D(6(X)) — 0(D(X))

- és ezt akartuk beldtni.

17.7.5. (Willmore tétele, 1960.) Megadva egy Z € X(M) vektormezot és
egy olyan p : X(M) — X(M) leképezést, amely eleget tesz a

p(fX)=(Zf)X + fp(X); f e CF(M), X € X(M)

, Leibniz-szabaly”-nak, létezik egy és csak egy olyan D tenzorderivacié M-en,
hogy D | C>*(M)=2Z,D | X(M) = p.

Bizonyitds. Az egyértelmiiséget biztositja 17.7.4.. A létezés igazoldsa ugy
torténik, hogy a megadott Z vektormezd - amely C°(M)-en derivaciéként
hat! - és p : X(M) — X(M) segitségével explicite megkonstrudlunk egy olyan
D T(M) — T(M) tenzorderivaciét, amely C*°(M)-en Z hatédséat, X(M)-en p
hatasat adja vissza.

1. 1épés A 17.7.4.-ben latottak szerint D X* (M) {616tti értelmezésére egyet-
len lehetdségiink van: ha § € X*(M), akkor D X(M)-en a

DO(X) := Z(6(X)) - 0(p(X)) , X € X(M)

94



eloiréds szerint hasson. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:
(1) DO € X*(M). Valéban, DI nyilvdnvaléan additiv, s mivel tetszéleges
f e C™(M) fiiggvény esetén

DO(fX) = Z2(0(f X)) = 0(p(fX)) = Z(f6(X)) = 6((Z])X + [p(X)) =
(Z1)(0(X) + fZ(0(X)) = (Zf)(0(X) — f(0(p(X))) = F(Z(0(X)) = 6(p(X))) =

A C*(M)-homogenités is teljesiil.

(2) A0 eX*(M)— DO € X*(M) leképezés R-linedris.

2. 1épés A C°(M), X(M) és X*(M) folott immér értelmezett D operatort
kiterjesztjiik T(M)-re. Mivel D-nek teljesitenie kell a szorzatszabalyt, a kiter-
jesztés médja ismét ki van kényszeritve: tetszéleges A € T2 (M), r+s > 2 tenzor
esetén jelentse DA a

(DAYO,...,0", X1,...,X,) = Z(AB,...,0", X1,...,X,)) —
S AW, DO 0T X, X =Y A0 X (X)L X

el6irassal értelmezett tenzort. Természetesen ekkor ellendrizniink kell, hogy D
valéban eleget tesz a 17.7.-beli (1)-(3) feltételeknek.

(a) Az, hogy tetszbleges A € T7(M) esetén a DA leképezés C°°(M)-
multilinears, az 1. lépésben latottak mintajara egyszeri, kozvetlen szamoldssal
adodik az értelmezés alapjdn. A tipustartds kiolvashaté a definiciébdl, és a
D:TH(M) — TL(M) leképezés R-linedris volta is konnyen lathaté.

(b) A Leibniz-szabdly ellenérzése szintén nem jar elvi nehézséggel, csupén
mechanikus - de kissé hosszadalmas - frdsmunkat igényel. (Hasznos gyakorld
feladat elvégezni a szdmoldst abban az esetben, amikor A4, B € T3 (M).)

(¢) A kontrakcidval vald felcserélhetdséget elészor az (1, 1)-kontrakcidra, azaz
atr:J{(M) — C°°(M) trace-operdtorra igazoljuk. Ha A := X ®0 (X € X(M),
0 € X*(M)), akkor
Dtr(X ®0)) =DO(X)) = (D) (X)+0(D(X)) =tr(X @D+ D(X)®0) =

tr(D(X ® 0)),
tehat Dotr =troD az X ® 6 alakii (1,1) tenzorokon teljesiil. Ha A € T1(M)
tetsz6leges tenzor, akkor amiatt, hogy D a lesziikitésre nézve természetes

(17.7.2.) és hogy tr ,pontonkénti operdtor”, D o tr(A) = tr o D(A) tel-
jesiilését elegendd egy U, (uh)?_,) térkép tartomanyén ellendrizni. Ekkor azon-

ban A = Z AL — - ® du? alaki lokélis eléallithatésdgbdl a mar elintézett eset

alapjan kovetke21k a kivant felcserélhetség.

A tetszbleges kontrakcidval valé felcserélhetéség igazoldsa ezek utdn
lényegében egy zardjel-hasznalatra vonatkozd gyakorlatra redukalédik.

Legyen példdul A € T3(M). Ekkor ¢ A € TV(M) = X*(M), és tetszSleges
X € X(M) vektormez§ esetén

(DesA)(X) = D((c3A) (X)) — c2A<DX> D(tx( AY(X))) — tr(AY(DX)) =
tr(D(AY(X)) — AY(Dx)) © tr(@A2<X>>=<c;®A><X>7

ami a Do cl = ¢} o D felcserélhetbséget adja.
A (*)-gal jelolt 1épés a kovetkezb szamoldssal igazolhaté: tetszbleges 6 €
X* (M) ésY € X(M) esetén
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(D(AY(X)) — AUDX))(0,Y) = (D(AY(X))(6,Y) — (A(DX))(0,Y) =
D(A}(X)(0,Y)) — AL(X)(DO,Y) — AL(X)(0, DY) — AL(DX)(0,Y) =
DA, X.Y)) — A(DO, X,Y) — A6, X, DY) = A(8, DX,Y) = DA(B, X, Y) =
DAQ( )(0,Y),
tehat D(AL(X)) — AL(DX) = DAy (X). .

17.7.6. Legyen adva egy X € X(M) vektormezd, és tekintsiik a
p: Y eX(M)— p(Y):=[X,Y]

leképezést. Ez eleget tesz a Willmore-tételben el6irt feltételnek, hiszen
tetszleges f € C*°(M) fiiggvény esetén

p(fY) = [X, fY] = fIX, Y]+ (XN)Y = (XH)Y + fp(Y).
Létezik tehat egy és csak egy olyan
Lx:TM)—=TM),A— LxA
tenzorderivacio, hogy
Ve C®(M): Lxf=Xf;VY eX(M): LxY =[X,Y].

Ezt a tenzorderivaciét az X vektormez6 szerinti Lie-derivdltnak nevezzik.
Specidlis esetek
(1) Ha A € TY(M) (s > 1), akkor a szorzatszabdly alapjan

(LxA) (X1, Xo) = X(A(Xy, .., X)) = Y AKX, XX X,
ahol X; € X(M), i € {1,...,5}. Amennyiben s = 1, és {fgy 4 :=w € TI(M) =
X*(M), azt kapjuk, hogy

(Lxw)(Y) = X(w(Y)) —w([X,Y]) , Y € X(M).
Ha A := g € T9(M), akkor tetszSleges X1, Xo € X(M) esetén
(Lx9)(X1, Xz) = X(9(X1, X2)) — g([X, X3], X5) — g(X3, [X, Xa]).
(2) Jeloljiink ki M-en egy (U, (u’)?_,) térképet. HaX Z)ﬁi akkor

i=1
tetszleges k € {1,...,n}-re

a 8 n n a
LXW o [X’ (’M"“] B LZ_;X out’ au’“] Z[ oui’ auk] N

i=1
X' 0
p Ok Bl
specidlisan
0 o 0
Lo 2 =12 2 1_9
But OuP {811’ ’ 8u’“]
Tetsz6leges 4, € {1,...,n} indexek esetén
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0 , 0
(L xdu?) 5‘ (du] (W)) — du’ (an k)

ox' 9\ _oxi _({oxi o
6uk 8ul T ouk — ou! ouk’

Lydu = —du
=1

tehét

) 0
Ha X = Tk = Zé}cw, akkor azt kapjuk, hogy

L_o_du’ =0.
ouk
(3) Ha A € TYM), s > 1, és A-t (X(M))® — X(M) C°°(M)-multilinesris
leképezésként interpretaljuk, akkor a 17.7.3.-ban tett megjegyzésnek megfe-
lel6en

(LxA)( X1, ... X)) = [X,AXy, .., X)) = D AXy, .. (X, X)L X)

(X eX(M); X;eX(M) ,ie{l,...,s}).

17.7.7. T(M) osszes tenzorderivdcidi valés Lie-algebrat alkotnak, ha egy
D, és egy Do tenzorderivédcié Lie-zdrdjelét a szokésos [Di,Da] := D1 o Dy —
Dy o D1 kommutatorszorzatként értelmezziik. Ennek a Lie-algebrdanak Lie-
részalgebrdjat képezik a Lie-derivaldsok, ugyanis tetszéleges X, Y € X(M)
esetén

Lx,Ly]=Lixy)

Ennek a relacionak az ellenérzéséhez 17.7.4. alapjan elegend6 azt megmu-
tatni, hogy a bal és jobb oldal ugyantigy hat C°°(M) és X(M) folott.
Az, hogy tetszbleges f € C°(M) esetén

[Cx, Lyf == Lx(Ly f) — Ly (Lxf) = X(Y ) - Y(X[) 2 [X,Y]f = Lixv) /o

nem m4s, mint a vektormezék Lie-zéréjelének definicidja. Ami az X(M)-en vald
hatdst illeti, tetszOleges Z € X(M) vektormezd esetén

[Lx,Ly]Z = (Lxoly —Lyolx)Z =Lx([Y,Z]) - Ly ([X, Z]) = [X,[Y, Z]] -
[Y7 [X’ Z]] = [X’ [Y7 ZH + [Y, [ZvX]] = _[Z7 [X’Y]] = HX7 Y],Z} = L[X,Y]Z7

felhasznalva a szamolas soran a Jacobi-azonosségot.
A kapott eredmény azt jelenti, hogy [Lx,Ly] és L(x y] valéban ugyantigy
hat X(M) folott.

17.7.8. Ha X és Y vektormezdk, w 1-forma, f és h sima fiiggvény M-en,
akkor

(1) LyxY = fLxY —df (V)X
(2) Lrxw= fLxw +w(X)df;
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(3) Lyxh = fLxh.
Valéban,

LixY = [[X. Y] = fIX,Y] = (V)X = fLxY — df (V) X;

(Lyxw)(Y) = FX(@(Y)) = w(Lrx V) E FX(@(V)) —w(fLxY — df(Y)X) =
FIXO(Y) = w(LxY)) +df (Y)o(X) = f(Lxw)(Y) +w(X)df (V) =
(fLxw+w(X)df)(Y),

ami igazolja a (2) relaciét; végiil
Lyxh=(fX)h D f(Xh) = fLxh,

hiszen tetszoleges p € M pont esetén

(FX)h)(p) = (fX)p(h) = (f(p)Xp)(h) = f(p)(Xp(h)) = f(p)(XD)(p) = (f(Xh))(p),

ami igazolja a (*)-gal jelolt 1épést.

18. Vektornyalabok

18.1. Nyaldbon olyan (E,w,M) harmast értiink, ahol 7 : E — M egy
leképezés. A ,nyalab” elnevezéssel akkor éliink, amikor a hangsily a p € M
pontok E, := 7~ 1(p) 6sképein van. E,-t a p pont f5lotti fibrumnak hivjuk, és
azt is mondjuk, hogy p az E, fibrum alappontja. E-t, m-t és M-et rendre a
nyaldb totdlterének, projekcidjanak, ill. alapterének nevezzik. (E,w, M) vagy
m : E — M nyaldb helyett gyakran E — M, 7 vagy E nyalabrdl szélunk (az
utébbi a legkevésbé pontos). A kiilénbo6zé elnevezésbeli alternativék koziil asze-
rint valasztunk, hogy a nyaldb melyik alkotérészét kivanjuk nyomatékositani.

Egy 7 : E — M nyaldbot simdnak mondunk, ha E és M sokasigok, m pedig
sima leképezés. A tovdbbiakban nyaldbon sima nyaldbot értink.

18.2. Legyen K € {R,C}, k € N*. Egy 7 : E — M nyaldbot M folotti K-
vektornyaldbnak neveziink, ha eleget tesz a kovetkezo6 feltételeknek:

(VB); Valamennyi fibrum k-dimenziés vektortér a K test folott.

(VB)2 Minden p € M ponthoz megadhaté p-nek egy U C M kornyezete, valamint

egy
o :UxKF = 771 (U)

diffeomorfizmus dgy, hogy

(i) mog = pry, ahol pry : U x K¥ — U az elsé tényezdre vald természetes
projekcid;
(ii) tetszbleges ¢ € U esetén a

Vg KF — E;, v pq(v) = p(gq,v)

leképezés K-linearis izomorfizmus.
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A k € N* szamot a vektornyalab rangjanak hivjuk, az 1-rangi vektornyaldbokat
vonalnyaldbokként is emlitjiik. Valos, ill. komplex vektornyaldbrol szélunk asze-
rint, hogy K = R, ill. K = C. A kovetkez6kben kizarolag valés vektornyaldbokat
tekintiink, s ezért a valds jelz6t elhagyjuk. A (VB)s feltételben szerepld ¢
leképezésrdl azt mondjuk, hogy trivializdciéja =1 (U)-nak, vagy lokdlis trivi-
alizdcioja E-nek.

18.2.1. Tekintsiink egy M sokasagot, és legyen k € N*. Ha
W:MXRk%M,(p,v)Hp,

akkor 7 k-rangu (valds) vektornyaldb, amelyet az M folotti trividlis k-rangd
vektornyaldbnak neveziink, és a 18.1.-ben jelzett pontatlansdggal M x RF-val
is jeloljiik. Ennek a nyaldbnak egy p € M pont folotti fibruma {p} x R¥, elldtva
a természetes vektortér-struktiraval:

(p.w) + (p,v) = (pu+0) ; Ap,u) = (p, M) (u,v € R A ER)

(a sokasdg pontjai itt csupdn index szerepet toltenek be).
18.2.2. Egy M n-dimenzids sokasig
7:TM —- M ,v—71(v):=p,haveT,M

érintényalébja (1d. 5.2.) n-rangi vektornyaldb M f6lott, amelynek fibrumai az
M sokasdg érintSterei. Ha (U, (u')™ ;) térkép M-en, akkor a

. n -1 1 n — ?
o UXE 5 TU) (g () ui= Y (au)

i=1

leképezés lokalis trivializacidja T M-nek.
18.2.3. Ha (E,n, M) és (E',n’, M) vektornyalédb, E’ részsokasdga E-nek,
s teljestil, hogy 7 [ E' = «’, 4gy azt mondjuk, hogy (E', 7', M) résznyaldbja az

(E,m, M) vektornyaldbnak. Ekkor tetsz6leges p € M pont esetén Ej, = E, N E'
vektoraltere E,-nek.

18.3. Egy m : E1 — M; és my : Ey — M, vektornyaldb kozotti
nyaldbleképezésen olyan (p,p) leképezés-part értiink, ahol ¢ : By — Ejy és
p : My — Mj sima leképezés, és teljesiilnek a kovetkezdk:

(1) m o= pomy;
(2) tetszbleges p € My pont esetén a
Pp =P I (El)p : (El)p — (EQ)f(p)
leképezés linedris.

A (¢, ) nyaldbleképezést nyaldbizomorfizmusnak, roviden izomorfizmusnak
mondjuk, ha ¢ diffeomorfizmus. Megmutathaté, hogy ez pontosan akkor tel-
jestil, ha ¢ diffeomorfizmus és a (2) feltételben szerepld ¢, leképezések linedris
izomorfizmusok.
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Az My = My =: M esetben egy ¢ : E; — Fy leképezést erds
nyaldbleképezésnek mondunk, ha (¢, 157) nyaldbleképezés.

(Egy (¢, ) nyaldbleképezést igy képzelhetiink el, mint egymdsnak megfeleld
(Er)p és (Eg);(p) fibrumok koz6tti ¢, linedris leképezések egy ,,sima csalddjat”.)

Példa. Ha M és N sokasig, ¢ : M — N sima leképezés, akkor (y.,¢)
nyalableképezés a Ty és a Ty érintényalab kozott.

18.4. Egy m: E — M vektornyalab szelésén olyan o : M — E sima leképezést
értiink, amely eleget tesz a m o o = 1), feltételnek. Hasonlé mddon, a nyaldb
U C M nyilt halmaz folotti szelése olyan o : U — E sima leképezés, amelyre
moo = 1y teljesiil.

Példdk (1) TetszOleges 7 : E— M vektornyaldb esetén az

o:p€ M~ 0, := E, zérusvektora

leképezés szelés, amelyet m zérusszelésének hivunk.
(2) Egy sokasdg érintényalédbjanak szelései a sokasdg (sima) vektormez6i.

18.4.1. Ha o, 07 és o9 szelése a w : E — M vektornyalabnak és f €
C>(M), akkor a

(01 +02)(p) := 01(p) + 02(p) és (fo)(p) := f(p)o(p) ,p € M

el6irassal definidlt o1 + 02 és fo leképezés is szelése m-nek. Az igy bevezetett
Osszeaddssal és fiiggvényszeres-képzéssel 7 Gsszes szelései C° (M )-modulust al-
kotnak, amelyre a Sec(w) jelolést hasznéljuk. Ugyanigy kapjuk egy U C M nyilt
halmaz 616tti szelések C'*°(U)-modulusét.

Példa Tekintsiik a 7 : M x RF — M trivialis vektornyalabot (18.2.1.). Ha
¢ : M — RF sima leképezés, akkor

o:pe M a(p):=(ppp) € M xR

szelése m-nek. Megforditva, ha o € Sec(7) és ¢ : pry 0 o, akkor p € C°(M,RF),
és segitségével o a p € M +— o(p) = (p, p(p)) € M x R* alakban allithaté el6. A

o € Sec() — pry oo € C°(M,RF)

leképezés izomorfizmus a Sec(r) és a C>(M,R*) C>°(M)-modulus kézott. Ha
(v1,...,vy) bazisa RF-nak és

Ui:M%MXRkvaUi(p) ::(pvvi)vie{lv'”,k},

akkor (0;)¥_, bazisa Sec(r)-nak, amely igy médon szabad C>°(M)-modulus.

18.4.2. Legyen m : E — M vektornyaldb, és vélasszunk ki egy p € M
pontot.

(1) Tetsz6legesen megadott v € E,, vektorhoz létezik olyan o € Sec() szelés,
hogy o(p) = v.

(2) Ha p benne van egy U C M nyilt halmazban és o : U — E U {6l6tti
szelés, akkor van olyan & € Sec(w) szelés, amely megegyezik o-val a p pont egy
kornyezetében.
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Bizonyitds. (1) Vélasszunk olyan ¢ : W x R¥ — 77 1(W) lokdlis trivializaciot,
ahol p € W, és legyen f € C°°(M) olyan p-beli dudorfiiggvény, amelynek tartéja
W-be esik. Ekkor v € 771(W), és megadhaté (egy és csak egy) olyan u € R¥
vektor, hogy ¢(p,u) = v.

Ertelmezziink egy 0 : M — FE leképezést a kovetkezdképpen:

a(q) = {@(q,f(p)u), ha g e W;
n 0g, ha g ¢ W.

Ekkor (VB)y/(i) alkalmazdséval azt kapjuk, hogy moo = 1); specidlisan o(p) =
v. Mivel ¢ diffeomorfizmus, o W {6l6tt sima. supp(f) C W folytan o zérust
vesz fel M\W egy kornyezetében. Kovetkezik ily médon, hogy o : M — E sima
leképezés; ezzel belattuk, hogy o szelése m-nek, mégpedig a kivant tulajdonsagu
szelés.

(2) igazoldsa hasonld. o

Vegyiik észre, hogy 18.4.2. (1) 7.3. édltaldnositdsa.

18.4.3. Legyen m: E — M k-rangu vektornyalab, &Y C M pedig nyilt hal-
maz. Azt mondjuk, hogy U f6l6ti szelések egy (Ui)i?zl sorozata k-élmezd (roviden
k-él, angolul frame) U fol5tt, ha tetszOleges p € U esetén (o;(p))k_, bazisa az
E, vektortérnek. Amennyiben az U értelmezési tartomanyt nem jeldljiik ki exp-
licite, a mondott tulajdonsigi (o;)¥_; sorozatot lokdlis k-élként (vagy lokdlis
k-élmezdként) is emlitjik.

Ha (0:)%_, k-élmez6 U folott, akkor a

k
o UXRE 5 W) (b (7P o S ()
i=1
leképezés trivializicidja m(U)-nak. Megforditva, tegyiik fel, hogy ¢ : U x R¥ —
7Y U) trivializdcidja 71 (U)-nak. Ha (e;)¥_; R* kanonikus bdzisa, és
o;:p €U oi(p) :i=p(p,e;),i€{l,...,k},

akkor (o;)k_, k-élmezé U folott.

Bizonyitds. TetszOleges p € U esetén a

k
Yp R* — E,, (WP = ep, (V. 0R) = Zuiai(p)
i=1

leképezés linedris izomorfizmus, és ebbdl kovetkezden a ¢ leképezés bijektiv.
A (VB)s-beli (i), (ii) feltételek teljesiilése nyilvanvals, megmutatjuk, hogy ¢
diffeomorfizmus. Vélasszunk ebbél a célbdl a p pont egy V C U kdrnyezetében
egy ¢ : V x R¥ — E lokalis trivializaciét. Ekkor tetszéleges ¢ € V és v € R*
esetén

o p(g,v) = (4,95 " © pg(v).

Mivel ¢, : RF — Eq és g RF — E, linedris izomorfizmus, kévetkezik, hogy

v lop: VxR 5V x RF
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diffeomorfizmus. Ebbdl adédéan ¢ maximalis rangti V x R* f616tt, s mivel ez
tetsz6legesen kivalasztott p € U pont alkalmas kornyezetére igaz, ¢ diffeomor-
fizmus.
A forditott irdnyu megéllapitas helyessége nyilvanvald. o
A tett megallapitds azt jelzi, hogy egy lokalis trivializacié, ill. egy k-
élmez6 ,,ugyanannak az éremnek két oldala”, s ezért idénként nem is tesziink
kiilonbséget kozottiik.

18.4.4. Megtartva az eddigi feltételeket és jeloléseket, tekintsiik a 7 : E —
M vektornyalab egy

o= (01,...,01) : UXRF = E

lokdlis trivializdcidjat / k-élmezdjét. Ekkor tetszéleges s : U — E U folotti
szeléshez egyértelmiien létezik olyan s, : U — R* sima leképezés, hogy minden
p € U esetén
s(p) = ¢(p, s (p))-
Valéban, ha s, = (s!,...,s%), ahol az s' : i — R fiiggvények, s komponensei
a (o')¥_, k-élre vonatkozéan, azaz

k
s= Z s'oy, ill. pontonként s(p) = Z s'(p)oi(p) (p €U),

i=1 i=1

<

akkor s, a kivant tulajdonsdgu leképezés, hiszen a 18.4.3.-ban mondottak sze-
rint

k
0,50 (p) = o(p. (s'(p), ... 5" (p) = D _ s'(P)oi(p) = s(p).
i=1
Az s, leképezést az s szelés f6 részének nevezziikk a ¢ lokalis trivializdciéra
vonatkozéan.

Ha ¥ = (p1,...,pk) : V x R¥ — E tovabbi lokalis trivializaciéja m-nek és
UNY # D, akkor 1étezik olyan
A= () :UNV = GL(R,K) , p— A(p) = (e(p))

sima leképezés, hogy
k .
o :Zagpj , 0 E {1,,k}
j=1

Amennyiben s € Sec(U NV) és s 6 része p-re, ill. -re vonatkozdan

sgpz(slw...,s’;) , L sy :(sb,,...,sfb),

akkor

k
sy, =Y als) (i€{l,...,k}) , roviden: s, = As,,. (2)
j=1
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(Ez egyszerti linedris algebra. Tetszéleges p € U NV esetén egyrészt s(p) =

k
Z S:ﬂ (p)pi(p), masrészt
i=1

k k k
s(p) =Y sL(p)oj(p) =YY al(p)sh(p)pi(p),

j=1 i=1j=1

és a két reldcié Osszevetése a felirt Gsszefiiggést adja.)

A mondottak alapjin egy vektornyaldb szeléseit olyan s, : U — R*
leképezéscsalddokként  interpretdlhatjuk,  amelyek helyesen  transz-
formélédnak”, azaz a lokdlis trivializdcié megvaltoztatdsa esetén az (2)
transzformécids szabalynak tesznek eleget. Ez a néz6pont a szamolasok
szempontjabdl igen fontos.

18.5. Legyen adva egy M sokasdg, paronként diszjunkt valds vektorterek egy
(Ep)pem csalddja, M-nek egy (Uy)aca nyilt lefedése, valamint minden o € A
index és p € U, pont esetén egy pa.p : RF — E, linedris izomorfizmus. Ha a

Yop : Ua NUg = GL(R, k) , p = Yap(p) := (p;;) oY

((er, ) € A x A) leképezésck simék, akkor az E := | ] E, (diszjunkt unio)
peEM
halmaz egyértelmien felruhdzhaté sokasag-strukturdaval ugy, hogy a

7m:E—-M,z—n(z):=p,hazekE,
projekcié M f6lotti, k-rangi vektornyaldbba véljon, amelynek a
Vo 1 Uy X RF — Wﬁl(u) ) (pa U) = QOa(p,’U) = ‘Pa,p(v)

bijekcidk lokalis trivializacidi.

A bizonyitds vazlata. (1) Nevezziink nyiltnak egy ¥V C E halmazt, ha minden
a € A index esetén ¢, (V) nyilt halmaz U, x R¥-ban. Ez az eléirds topoldgidt
ad meg E-n. A v, leképezések simasdga miatt a

ot ops: (Us NU) x RF = Uy NUs) x R

leképezések diffeomorfizmusok. fgy arra kovetkeztethetiink, hogy egy V C E
halmaz pontosan akkor nyilt, ha barmely p € M ponthoz van olyan o € A
index, hogy p € U, és ¢, (V) nyilt halmaz U, x RF-ban.

Egyszertien adédik, hogy az E halmazon igy megadott topoldgia Hausdorft
és megszamlalhaté bazisu.

(2) Legyen (U,u) olyan térképe M-nek, ahol U C U,, valamely a € A
indexre. Ha

zon N U) = zU) xRY | 2 2(2) = (uow(z),w&lﬂ(z)(z)),

akkor (7~ Y(U),x) térkép E-n, és az igy adédé térképek sokasdg-struktiirat
hataroznak meg F-n. Erre a sokasdg-strukturara nézve = : E — M k-rangt vek-
tornyalab, amelynek a ¢, bijekcidk lokdlis trivializaciéi. E sima struktirdjanak
egyértelmiisége adddik abbdl a kdvetelménybol, hogy a ¢, leképezéseknek dif-
feomorfizmusoknak kell lenniiik.

103



18.5.1. Vektornyalab visszahizottja Legyen adva egy 7 : E — M k-rangui
vektornyalab és egy f : N — M sima leképezés. TetszOleges ¢ € N esetén legyen

(f*E)g:={(q,2) e NXE| z€ Eyq},
és lassuk el (f*E)q-t
(¢,21) + (¢, 22) := (¢, 21 + 22) , Mg, 2) := (¢, A2) (A € R)

eloiras szerint vektortér-strukturaval, vagyis azzal a vektortér-strukturaval,
amely az

(f*E)g = {4} X Ey(q) = Eg(g) : (¢:2) = 2
leképezést linedris izomorfizmussd teszi. Ha ¢ : U x R¥ — 771(U) lokalis
trivializaciéja E-nek és ¢ € f~1(U) C N tetsz6leges, akkor értelmezziik a
g : RF = (f*E), leképezést a

Pq(u) == (4 (g ()
elirdssal. Vildgos, hogy ekkor ), linedris izomorfizmus, és az is egyszeriien
ellenérizhetd, hogy a paronként diszjunkt vektorterek ((f*E)y)qen csalddja va-
lamint a )4 linedris izomorfizmusok eleget tesznek a 18.5.-ben megfogalmazott
feltételnek. fgy egy
p: ["E— N
vektornyalabhoz jutunk, amelynek
totdltere f*E := U (f"E)g={(gq,2) e NxE| f(q) =7(2)} =:

qEN
Nxy ECNXE;

projekcidja p = pry | N Xy E, ahol pr; az N x M — N természetes
projekcié.

A kapott vektornyaldbot a w : FEF — M vektornyaldb f &ltali
visszahuzottjdnak (pull-back) nevezzik és rd az f*rm jelolést is haszndljuk.

Egy s : N — f*E = N X, E sima leképezés akkor és csak akkor szelése az
f*m visszahtizott nyaldbnak, ha van olyan s : N — FE sima leképezés, hogy

mos=f,és s(q) =(q¢:5(q) (¢ € N).

Az s leképezést az s szelés f§ részének hivjuk.

Haegy s : N — FE sima leképezés eleget tesz a mos = f feltételnek, akkor azt
mondjuk, hogy s fmenti szelése E-nek. E Osszes f-menti szelései természetes
médon C*°(N)-modulust alkotnak, amelyet Sec(E)-vel jeléliink. Az

s € Sec(f*E) — s:=s f6 része € Secy(E)

leképezés kanonikus modulus-izomorfizmus, amely &ltal Sec(f*E) és Secy(F)
azonosithato. A gyakorlatban tobbnyire kényelmesebb f-menti szelésekkel fog-
lalkozni f*E szelései helyett, ahon egyszerli okbdl, hogy f*FE egy szelésének els6
komponense nem tartalmaz informéciot.

Példa. Ha ~ : I — M egy gorbe, akkor ennek

Al = TM ,t—A(t) = (7)s (;)

")
sebességvektormezdje v-menti szelése 7y,-nek, hiszen 7o+ = . Altaldnosabban,
ha X : I — TM olyan sima leképezés, amelyre tetszbleges t € I-re X(t) €
T,4)yM teljesiil, akkor X € Sec,(7ar). TM-nek egy v : I — M gorbe menti
szeléseit y-menti vektormezdkként emlitjik.
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