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1. Feladat. Legyen S egy halmaz és p C S x S egy reflexiv reldcié S-en,
amelyre teljestil, hogy

apb N\ apc = bpc Va,b,ce S (1)
Igazoljuk, hogy p ekvivalenciareldco.

Megoldds: Elegend6 megmutatni, hogy p szimmetrikus és tranzitiv. El§szor
megmutatjuk, hogy p szimmetrikus. Legyen apb. Itt a reflexivitast felhasz-
nalva (1) alapjan apb A apa = bpa. Igy tehat apb = bpa.

Ezutan megmutatjuk, hogy p tranzitiv. Legyen apb és bpc. Ekkor p szim-
metriajat és (1)-et felhasznéalva apb A bpc = bpa N\ bpc = apc, azaz p
tranzitiv. m

2. Feladat. Igazoljuk, hogy affin sikban minden ponton legaldbb hdrom egye-
nes megy dt. Mutassuk meg ennek felhaszndldsdval, hogy egy affin sik minden
eqyenesére illeszkedik legaldbb két pont.

Megoldds: Legyen A = (P, L) egy tetszéleges affin sik. El¢szor megmutatjuk,
hogy A minden pontjara legalabb harom egyenes illeszkedik.

Legyen Py € P egy tetszbleges pont. Ekkor (A3) miatt 3P, P € P
pontok gy, hogy Py, P, P» nem kollineéarisak. Legyenek eg a Py és P, e1 a Py
és Py, valamint eg a Py és P pontokra illeszkeds egyértlemi egyenesek (ezek
(A1) miatt léteznek). Itt eg, e1, eo kiilonb6z6 egyenesek, hiszen Py, Py, P, nem
kollinearisak, tovabba Py ¢ eg. Igy (A2) alapjan Jez € L, amelyre Py € e3 és
eolles. Ekkor e kiilonbozik eq-t6l és eo-t6l, hiszen esz-nak nincs kozos pontja
ep-lal, mig a méasik két egyenesnek van kozos pontja. Tehat eg, eo, e3 Py-ra
illeszked§ kiilonb6z6 egyenesek. Mivel Py tetszéleges volt, igy azt kaptuk,
hogy A barmely pontjara legaldbb harom egyenes illeszkedik.

Ezutan ey € L legyen tetszéleges egyenes. Ekkor (A3) miatt 3Py € P
pont, amelyre Py ¢ eq. Igy (A2) alapjan egyértelmtien Jez € £, amelyre Py €
es 6s eplles. Az el6z6ek alapjan azonban Py-ra legaldabb hérom (kiilénbo6z6)
egyenes illeszkedik, ezért ey, eq € L, hogy Py € e Neg. Mivel az (A2)-ben
szerepl6 parhuzamos egyenes egyértelnt, igy e; és ey nem péarhuzamosak
eo-lal, azaz 3 P, Po» € P, amelyekre P| € egNeg és Po € egNey. Itt Py és Ps
kiillonbo6zok, kiilonben e; és ea (Al) miatt egybesenének. m



3. Feladat. Igazoljuk, hogy rendezett illeszkedési sikban bdrmely két pont
kézott van pondt.

Megoldds: Legyen (P,L,R) tetszbleges rendezett illeszkedési struktura, és
A, B € P tetsz6leges (kiilonb6z6) pontok. Ekkor (I3) szerint 3C € P pont,
amelyre A, B, C nem kollinearisak, tovibba (R3) szerint 3 D € P ugy, hogy
B —C — D teljesiil. Ezutan (R3) ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy 3 F €
P, amelyre D — A — E all fenn. Legyen [ € £ az E és C pontokra illeszkedd
egyenes. Ekkor természetesen az [ egyenesnek van olyan pontja, amely B és
D kozétt van. Igy ABDA-re és I-re alakalmazva (R4)-et 3F € P, amelyre
vagy A— F — D, vagy A— F — B. Tegyiik fel, hogy A— F — D teljesiil. Ekkor
F # E (R2) miatt. Igy azonban azt kapjuk, hogy A, C, D kollinearisak, ami
maga utan vonja, hogy A, B, C kollinearisak, de ez ellentmond a korabbi
feltevésiinknek. Tehat csak az az eset lehetséges, hogy A — F — B, ami A
és B tetszbleges volta miatt azt jelenti, hogy (P, L, R) barmely két pontja
kozott van egy harmadik. m

4. Feladat. Igazoljuk, hogy ha rendezett illeszkedési sikban egy egyenes eqy
hdromszag egyik oldaldt belsd pontban, egy mdsik oldaldt pedig kiilsd pont-



ban metszi, akkor metszi a hdromszog harmadik oldaldt is, mégpedig belsd
pontban.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R) rendezett illeszkedési sik, amelyben adott
az ABC/\ haromszog. Legyen tovabba e € L, amelyre e N AB = D ¢s
enBC = E gy, hogy A— B—D és B— E — C teljesiil. Mivel e a haromszog
BC oldalat belsé pontban metszi és nem illeszkedik egyetlen csticsara sem
(kiilonben A, B, C kollinearis lenne), igy alkalmazhaté a Pash-axioma, azaz e
metszi a hdromszog egy masik oldalat is bels§ pontban. Ez az oldal azonban
nem lehet AB, mert akkor AB =e teljesiilne. Tehat e (belss pontban) metszi
AC-t.

Ennek a felhasznélasaval az el6z§ allitas bizonyitésa a kovetkezdképpen
torténhet: Legyenek A, B € P tetszbleges pontok. Ekkor 3C € P, hogy
A, B, C nem kollinearisak. Legyenek D, E € P olyan pontok, h(()g_y)B—C—D
és A— D — F teljesiiljon. Ekkor az ABD/ haromszogre és az EC egyenesre
alkalmazva az eléz6eket kapjuk az allitast. m

5. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha A, B,C egy rendezett illeszkedési sik
(kiilonbézé) kollinedris pontjai, akkor az A— B—-C, B—C—-A,C—-A—-B
reldcick kozil legaldbb az eqyik teljestil.

Megoldds: m
6. Feladat. Hilbert-sikot alapul véve igazoljuk o kovetkezdket:
1. Létezik Lambert- és Saccheri-négyszdg.

2. A Saccheri-négyszdgek felsé alapszigei eqybevdgok, a kézépvonaluk pedig
merdleges mindkét alapra.

3. Ha egy ABC DU négyszégben az A<t és B< derékszdg, akkor

C< > D« <= AD > BC

4. Ha egy hegyes ABCAK BC szirdra illeszkeds P és P! pon_tg)km B—P—
P’ teljesiil, tovdbbd Q illetve Q' a P-bél illetve P’'-b6l BA-ra bocsdtott
merdleges talppontja, akkor PQ < P'Q)’

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,%) tetszbleges Hilbert-sik.

1. Elgszor a Lambert-négyszdg létezését bizonyitjuk. Ehhez legyenek A,
B,C € P nem kollinearis pontok, amelyekre ABC'< derékszog. Ilyen pontok
léteznek, hiszen korabban lattuk, hogy létezik derékszdg. Legyen tovabba
D € P olyan pont, amelyre A — D — C teljesiil. Allitsunk merslegest D-
b6l BA-ra és BC-re és jelolje ezen merdlegesek talppontjait A’ és C’. Ekkor
A'BDC’0 Lambert-négyszog, ugyanis A’'<t, B< és C'<t derékszogek, tovabba
ABNCD =0 és BCNAD = () az oldalegyensek parhuzamossaga miatt.



Most megmutatjuk a Saccheri-négyszog létezését. Legyenek A, B € P
tetszoleges pontok. Allitsunk merélegeseket A-ban és B-ben 1<4_>B—re, és jelolje
ezeket rendre e és f. Legyen C € f tetszbleges. Ekkor a szakaszfelmén“(_é)s
axiémaja szerint !3D € e, amelyre AD = BC, valamint C és D az AB
uyganazon oladalan vannak. Ekkor ABC DU Saccheri-négyszog, uyganis A<
és B< derékszogek, AD = BC, tovabba ABNCD = () és BC N AD = 0.
Utobbi az oldalegyenesek parhuzamossaga miatt, el6bbi pedig azért, mert C
¢s D az AB uyganazon oladalan vannak.

2. Legyen ABC DU Saccheri-négyszog, amelyre A<t és B<{ derékszdg,
valamint AD = BC. Ekkor tekintve az ABDA és ABCA haromszigeket
DA = BC, DAB< = ABC< és AB = AB miatt ABDA = ABC/\, tehat
AC = BD. Most az ACDA és BCDA héaromszogekre DA = BC, AC =
DB é CD = CD, igy ACDA = BCDA, ezért CDA< = BCD<. Ezzel
megkaptuk, hogy a fels§ alapszogek egybeviagok.

Ezutan legyen Fy az AB, Fy a CD szakasz felez6pontja. Itt AFy DA =2
BCF,A ugyanis F3D = CF,, F,DA< = BOFy<t és AD = BC, ezért AF, =
BF,. Tgy azonban ARy Fo/\ = FiBFy A, hiszen AFy = ' B, AFy, = BF; és
By = By teljesiil, amibdl AF) Fo<t = F5 Fy B<t kdvetkezik. Mivel ez utob-
biak mellékszdgek, igy azt kapjuk, hogy mindketts derékszog. Az FyFoD<
és CFo I < szogek egyenlGségét hasonldéan kapjuk, az AF1 DA = BCFy A és
FiF, DA = FiCFA egybevagosagokbol, igy ezek is derékszogek.
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3. (<) Legyen ABC DO négyszog, amelyre A<t és B< derékszog, va-
lamint AD > BC. Ekkor 3¢’ € BC, hogy AD = BC". Itt B — C — C'
és igy ADC< < ADC'<, hiszen DC az ADC’< belsejében van. Azonban
ABDC’'0 Saccheri-négyszog, ezért ADC'<< = BC'D<, tovabba BCD< a
CC'DA C csucsanél 1évé kiils6szoge, igy a kiils6szog-egyenltlenség alapjan
CC'D< < BCOD«<. Osszesen tehat azt kaptuk, hogy ADC< < ADC'q =
BC'D« = CC'D«< < BCD«, igy ADC< < BCD<.

(=) A megforditashoz legyen ABC DU négyszog, amelyre A<t és B<
derékszog, valamint BOD< > ADC<. Ekkor ha AD = BC teljesiilne, akkor
ABC DO Saccheri-négyszog lenne, amibél a korabbiak alapjan BC'D< =
ADC< kévetkezne, igy ez nem lehet. Ha AD < BC 4llna fenn, akkor pedig
az allitds el6z6 iranyanak alkalmazasaval BCD< < ADC< addédna, ami
szintén nem lehetséges. Igy csak AD > BC teljesiilhet.

4. Legyen ABC'< hegyesszog és legyenek P, P’,Q,Q’ € P pontok az alli-
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tas feltételeinek megfelelen. Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehets,
hogy B — Q' — A és B — P’ — C teljesiil. Tekintve a BQ'P'/A haromszoget
a kiils6szog-egyenlétlenségbdl adodik, hogy BP'Q'<t < AQ'P'<. Masrészt a
BQPA haromszoget tekintve szintén a kiils6szig-egyenlStlenségbdl adodik,
hogy PQB< < QPC<. Csakhogy AQ'P'< és PQB< a feltétel szerint min-
deketten derékszogek, igy a két egyenl6tlenség alapjan BP'Q'< < QPC<.
Alkalmazva az el6z6 allitast QQ' P’ PO-re adodik, hogy PQ < P'Q’. m

7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy Hilbert-sikban a kévetkezd allitdsok ekvi-
valensek:

1. (EP)

2. Ha egy egyenes metszi két pdrhuzamos eqyenes egyikét, akkor metszi a
mdsikat is.

3. A pdrhuzamossdg tranzitiv reldcid az egyenesek halmazdban.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,2) tetszbleges Hilbert-sik.

(1 = 2) Legyenek ej,es € L parhuzamos egyenesek, tovibba es € L
olyan egyenes, amelyre e3 Ne; = P. Ekkor (F'P) miatt e; az egyetlen olyan
egyenes, amelyre P € e és e1]|ea, ezért e3 nem lehet parhuzamos eg-vel, azaz
eaNeg # 1)

(2 = 3) Legyenek ej,es,e3 € L olyan egyenesek, amelyekre ej|jea és
ea|les. Ekkor ha e; és e metszk lennének, akkor es||es maitt az el6z6 pont
alapjan e; és ey is metszék lennének, ami eq|/ez miatt nem lehetséges. Igy
61”63.

(3 = 1) Legyen e; € L egy tetszbleges egyenes és P € P egy réa
nem illeszkedd pont. Indirekt moédon tegyiik fel, hogy Jes,e3 € L, ame-
lyekre eqllea, e1]les és P € ea N es. Ekkor mivel a parhozamossag az egyene-
sek halmazan szimmetrikus, valamint a feltétel szerint tranzitiv relacio, igy
e1llea A e1lles = ez||es. Ez azonban ellentmond annak, hogy P € eaNes. m

8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egqy Hilbert-sikban teljesiil az euklideszi pdr-
huzamossdgi aridma, akkor a sik szemieuklideszi (azaz minden Lambert- és
Saccheri-négysziog téglalap).



Megoldds: Legyen S = (P, L, R,=) tetszbleges Hilbert-sik, amelyben tel-
jestil (EP). Megmutatjuk, hogy ha egy egyenes mergleges két parhuzamos
egyenes egyikére, akkor mer6leges a masikra is. Legyenek e, e € L parhu-
zamos egyenesek és es € L olyan egyenes, amely meréleges eq-re. Ekkor a
korabbiak alapjan tudjuk, hogy es és es metszék, igy legyen P = ea N es.
Allitsunk merslegest P-ben ez-ra és jeldljiik ezt es-gyel. Ekkor eq||eq, kiilon-
ben ellentmondésra jutnank a kiils6szog-egyenlétlenséggel. Azonban (EP) is
teljesiil, igy eq = eo.

Most legyen ABCDD Lambert-négyszdg, amelyre A<(, B< és D<Z de-
rekszogek Ttt AD és BC parhuzamosak hiszen mindketts meroleges AB re.
Tovabba DC merGleges AD—re, igy az el6z6ek alapjan DC merGleges BC-re
is, azaz C'<t derékszog. Tehat ABC DO minden szége derékszog (és szemkozti
oldalai parhuzamosak), ezért téglalap.

Ezutan legyen ABC DU Saccheri-négyszog, amelyre A<t és B< derékszo-
gek, valamint AD = BC. Allitsunk merélegest D-ben AD-re és jelolje C'
ezen mer6Gleges és BC metszéspontjat. Az imént latottak alapjan BC'D<
derékszog. Tegyiik fel, hogy D< kisebb, mint derékszog. Ekkor B — C' — C’
teljesiil, tovabba a CC' DA haromszoget tekintve a kiilsdszog-egyenlétlenség
alapjan C< > BC' D< 4ll fenn, ahol ez utobbi szog derékszog. Ez azonban el-
lentmond annak a korabi eredményiinknek, hogy a Saccheri-négyszogek fels6
alapszogei egybevagok. Hasonldan ellentmondésra jutunk azzal a feltevéssel,
hogy D< nagyobb, mint derékszdg. Igy csak az az eset lehetséges, ha D<
derékszog, de ekkor ABC DO téglalap. m

9. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy Hilbert-sikban nem létezik téglalap,
akkor minden pontra legaldbb két olyan eqyenes illeszkedik, amely pdrhuzamos
eqy, a pontra nem illeszkedd adott egyenessel.

Megoldds: Legyen S = (P,L,R,=) tetsz6leges Hilbert-sik. A 6. feladat
els6 része szerint S-ben 1étezik Saccheri-négyszig, tovabba az eléz6 feladat
értelmében ha S-ben teljesiil az euklideszi prahuzamossagi axiéma, akkor S-
ben minden Saccheri-négyszog téglalap. Igy adodik, hogy ha S-ben teljesiil
az euklideszi prédhuzamossagi axiéma, akkor 1étezik S-ben téglalap. Vegyiik
észre, hogy ez épp az allitds kontraponaltja. m

1. Lemma. Hilbert-sikban a kévetkezd dllitdsok érvényesek:

1. Legyen ABC DO Lambert—(@)ysz(jg, amelyre A<t, B<, C< derékszigek.
Ha A-t és D-t tikrozzik CD-re, akkor AA’D' DO Saccheri-négyszog,
amelyre A< és A'< derékszbgek, valamint AD = A'D’. (Iit A’ és D’
az A ill. D pontok tikérképei).

2. Legyen ABCDUO Saccheri-négyszég, amelyre A<t, B< derékszdgek és
AD = BC. Ha E az AB és F a CD felez6pontja, akkor AEF DO
és EBCFU Lambert-négyszdgek, amelyekre A<, E<, F'<, illetve E<,
B<«, F< derékszogek.



Bizonyitds: Legyen S = (P, L, R,%) tetszbleges Hilbert-sik.

1. Legyen AEF DU Lambert-négyszog, amelyre A<, E<, F'<t derékszo-
gek. &kor a sza(k;as)zfelmérés axiomaéja szerint egyértlemtien léteznek olyan
B € AFE és C € DF pontok, amelyekre A — E — B és D — F' — (', valamint
@ ~ EB ¢s DF = FC teljesiil. Itt 1athato, hogy B az A, C pedig a D pont
E F-re vonatkozo tiikkérképe. Ekkor EFDA = EFCA (SAS) alapjan, ezért
DE = CFE ¢és DEF< = CEF<. Mivel AEF< = BEF< is teljesiil, igy a
szogosszeadas tétele miatt AED< = BEC<. Ebbél pedig AEDA = BECA
kovetkezik szintén (SAS) alapjan, hiszen DE = CE, AED< = BEC< és
AE = EB. Ezért AD = BC és DAE< = EBC<, ahol mindeketts derék-
sz0g. Igy ABC DO Saccheri-négyszog.
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2. Legyen ABC DU Saccheri-négyszog, amelyre A<, B< derékszogek és
AD = BC, tovabba legyen E az AB és F a CD felez6pontja. Ekkor (721)
szerint EF merd&leges AB-re és OD-re egyarant. Igy valoban AEFDO és
EBCFO Lambert-négyszogek, amelyekre A<, E<, F'<, illetve E<, B<,
F< derékszogek. m

1. Definicié. Egy ABC DU Lambert-négyszog esetén az ABC DU-b6l az 1.
lemmdaban leirt konstrukcidval kapott Saccheri-négyszéget, az ABCDO-bél
kettézéssel kapott Saccheri-négyszignek nevezziik.

Tovibbd eqy ABC DO Saccheri-négyszog esetén az ABCDO-b6l az 1.
lemmdban leirt konstrukcidval kapott Lambert-négysziget, az ABC DU-bdl fe-
lezéssel kapott Lambert-négyszognek nevezzik.

10. Feladat. Igazoljuk, hogy Hilbert-sikban a kovetkezd dllitdsok érvényesek:

1. Ha van olyan Lambert-négyszog, amelynek negyedik szége heqyesszig
(ill. derékszog vagy tompaszdg), akkor a sik minden Lambert-négyszige
tlyen tulajdonsdgi, teljesil tovabbd, hogy a Saccheri-négyszdgek felsd
alapszogeinek tipusa megegyezik a Lambert-négyszigek begyedik szogé-
nek tipusdval.

2. Ha egy Hilbert-sikban létezik téglalap, akkor a sik szemieuklideszi. A
téglalapok szemkézti oldalai eqybevdgdk.



3. Ha egy Hilbert-sik eleget tesz a hegyesszig- (ill. a tompaszog-) hipotézis-
nek, akkor a Lambert-négyszigeknek a hegyesszoghoz (ill. a tompaszég-
héz) tartozé oldalai nagyobbak (ill. kisebbek), mint a wvelik szemkdzti
oldalak.

4. Ha egy Hilbert-sik eleget tesz a hegyesszog- (tompaszog-) hipotézisnek,
akkor a Saccheri-négyszigek felsd alapja nagyobb (ill. kisebb), mint a
felsd alap.

Megoldds: Legyen § = (P, L, R,2) tetsz6leges Hilbert-sik.

1. Legyen AEF DO Lambert-négyszog, amelyre A<, E<, F'<( derékszo-
gek és D< hegyesszog (ill. derékszog vagy tompaszog). Legyen ABC DO az
AEFDU-b6l kettézéssel kapott Saccheri-négyszog. Ekkor ABC DO olyan
Saccheri-négyszog, amelynek felsg alapszogei hegyesszogek (ill. derékszogek
vagy tompaszogek), igy az uniformitas tétele alapjan a sik minden Saccheri-
négyszoge rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Most legyen A’E’'F' D'0] tetsz6leges Lambert-négyszog, amelyre A'<t, /<
és F'< derékszogek. Ekkor az A'E'F'D'00-bol kettézéssel kapott Saccheri-
négyszog fels6 alapszogei hegyesszogek (ill. derékszogek vagy tompaszogek),
ezért A'E'F'D'O-ben is D'< hegyeszog. A kettézés konstrukciojabol pedig
lathato, hogy a Saccheri-négyszogek fels6 alapszigeinek tipusa megegyezik a
lambert-négyszogek negyedik szdgének tipusaval.

2. Legyen ABCDUO tégalap. Ez egy olyan Lambert-négyszdg, amely-
nek negyedik szoge derékszog. Az elézd allitas szerint ekkor a sik minden
Lambert-négyszogének negyedik sz6ge derékszog, vagyis a stk minden Lambert-
négyszoge téglalap. Masfelsl az ABCDU-bél kettSzéssel kapott Saccheri-
négyszog fels6 alapszogei derékszogek, és igy az uniformitas tétel miatt a
stk minden Saccheri-négyszogének felsG alapszogei derékszogek, azaz a sik
minden Saccheri-négyszoge is téglalap. Tehat ha létezik téglalap, akkor a sik
szemieuklideszi.

Masrészt ha ABC DO tégalap, akkor A< és B< derékszogek, valamint
D<= C«. gy (T22) alapjan AD = BC. Hasonléan adédik AB = CD is.

3. Az allitas kozvetleniil adodik (7722)-bél.

4. Legyen ABC DU tetsz6leges Saccheri-négyszog, amelyre A<, B< de-
rékszogek és AD = BC. Ekkor a hegyeszdg- (vagy tompaszog-) hipoté-
zis miatt a felezéssel kapott AEF DU és EBCFU Lambert-négyszigek ne-
gyedik szogei hegyesszogek (vagy tompaszogek), igy az el6z6 éllitas szerint
AE < FD (vagy AE > FD) és EB < CF (vagy EB > CF). A szaka-
szosszadés tétele miatt ez azt jelenti, hogy AB < CD (vagy AB > CD).
L]

11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha eqy Hilbert-sik eleget tesz Arisztote-
lész axiomdjdnak, akkor a sik vagy szemieuklideszi vagy pedig a hegyesszég-
hipotézis teljesil benne.



12. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy Hilbert-sikban eqy ABCDUO-re AB =2
J— —_ — —
CD és AD = BC teljesiil, akkor AB||CD és AD|BC.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R, =) Hilbert-sik és benne ABC DO egy négy-
szog, amelyre AB = CD és AD = BC teljesiil. Ekkor ABDA = BCDA,
hiszen a megfelel§ oldalaik egybevégékﬂy A}BD<I =~ CDB<« és BDAq =
DBC«. Els6ként megmutatjuk, hogy AB||CD. Indirekt modon tegyiik fel,
hogy az AB és C<'—D) egyenesek az E pontban metszik egymast. Tovabbé te-
gyiik még fel el@szor azt is, hogy A — B — F 4ll fenn. Ekkor ABD< kiils6
szoge BED/A-nek, ezért ABD< > CDB<, ami lehetetlen, hiszen ezek a
szogek egybevagok. Most tegyiik fel, hogy £ — A — B all fenn. Ekkor CDB<
kiilsg szoge EBD/A-nek, ezért CDB< > ABD<, ami szintén lehetetlen. Vé-
giil E ¢ AB, kiilénben ABC DO nem lenne négyszog. Hasonléan lathato be,

—
hogy AD||BC is teljesiil (itt BDA< = DBC<-t kell felhasznélni). m

2. Lemma. Hilbert-sikban ha egy hdromszog egyik szége derékszog, akkor a
mdsik két szdoge kisebb, mint derékszog, tovdbbd o derészoggel szemkizti oldal
nagyobb, mint a hdromszég mdsik két oldala.

Bizonyitds: Legyen S = (P, L, R, =) Hilbert-sik és benne ABCA tetsz6leges
haromszog, amelyre C'q derékszog. Ekkor C'<t mellékszoge is derékszog, ami
egyben kiils§ szoge ABC /AA-nek, igy ez nagyobb, mint barmely nem mellette
fekvo belss szog. Igy tehat C'< valéban nagyobb, mint A< és B<t. Ebbél
pedig rogton kovetkezik, hogy AB nagyobb, mint BC és AC, hiszen barmely
haromszogben nagyobb széggel szemben nagyobb oldal van. m

13. Feladat. Legyen adva egy Hilbert-sikban egy legaldbb kételemd { Ay, -+ , Ap}
véges ponthalmaz. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan egyenes, amelynek eqyik
oldaldn van o ponthalmaz dsszes pontja.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik és benne {A;,---, A,} egy
legalabb kételemii véges ponthalmaz. Azt mondjuk, hogy egy AB szakasz
kisebb vagy egyenls, mint a CD szakasz, ha vagy AB < CD teljesiil, vagy a
két szakasz egybevagd. Ezt AB < C'D modon jeldljiik. Megmutatjuk, hogy
< rendezés a szakaszok halmazan.




Természetesen AB < AB minden AB szakaszra teljesiil. Tovabba ha
AB < CD ¢s CD < AB egyszerre all fenn, akkor AB = CD teljesiil,
ugyanis a szakaszok halmazian a < relaci6 tranzitiv, igy ha nem lennének
egybevagok, akkor AB < AB adédna, ami a szakaszfelmérés axiomaja miatt
lehetetlen. Mivel a szakaszok halmazan =2 és < is tranzitiv relacidk, igy <
is tranzitiv. Végiil megmutatjuk, hogy barmely két szakasz ¢szehasonlithaté
a < relaciéval. Ehhez legyenek AB és CD tetszleges szakaszok. Ekkor a
szakaszfelmérés axiomaja szerint 13E € C’_D>7 hogy AB = CE. Ezutan a
félegyenes definicidja alapjan kénnyen lathato, hogy vagy C' — E — D, vagy
C — D — E, vagy D = E &ll fenn. Igy vagy AB < CD vagy CD < AB
teljesiil. Az eddigiek alapjan lathato, hogy < valéban rendezés a szakaszok
halmazan.

Most legyenek A; és A; a ponthalmaz olyan pontjai, amelyekre A;A; <
A; A barmely s,t € {1, ,n} esetén. Ilyen pontok léteznek, mert az kiin-
dulé ponthalmaz véges. Legyen P € m olyan pont, amelyre A; — A; — P.

Allitsunk merslegest P-ben M—re és legyen ez az egyenes e. Megmutat-
juk, hogy ekkor a ponthalmaz minden pontja az e egyenes A;-t tartalmazo
oldalan van. Indirekt médon tegyiik fel, hogy az A, pont az e egyenes A;-t
nem tartalmazo6 oldaldn, vagy az e egyenesen van. El6szor tegyiik még fel
azt is, hogy Ar ¢ A;A;. Allitsunk merélegest Ap-bol A;Aj-re és jeldlje a
kapott talppontot Q. Ekkor eﬂm, igy ha Ay ¢ e, akkor Ay és Q az e
azonos oldalan vannak, ezért vagy P = @ vagy A; — P — @ teljesiil. Ko-
vetkezésképp A; — A; — @ is fennall, amibdl arra kovetkeztethetiink, hogy
Aj AR A< < Aj AL Q<. Masrészt az A;Q AR A haromszogben Q< derékszog,
igy a 2. lemma értelmében A; A;Q< kisebb, mint derékszog, ezért A;ApA;<
is kisebb, mint derékszog. Jelolje R m és e metszéspontjat. Ilyen létezik,
hiszen A; € e esetén R = A;, egyébként pedig A; és A; az e kiilonbozs
oldalan helyezkednek el. Az A; PRA haromszégben P< derékszog, tovabba
A;A;Ap<taz Aj csicsndl 1év6 kiils6 szog, igy A;A; Ap<< nagyobb, mint derék-
sz0g. lgy tehat azt kaptuk, hogy az A;A;Ar/\ haromszogben A;< > Ag<,
igy a szemkozti oldalakra A;A; > m, ami ellentmond az A;,A; pontok
megvalasztasinak.

Ay

_

A A P Q

Most vizsgaljuk még meg azt az esetet, amikor A, € A;A;. Ekkor A, = P
vagy A; — P — Agteljesiil, amibsl A; — A; — Ay, kovetkezik, igy a szakaszok
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kozti < reélci6 definicioja alapjan A; Ay > A;A;, ami ismét ellentmond az
A;,A; pontok megvéilasztdsanak. m

14. Feladat. Igaz-e minden Hilbert-sikban a hdromszog-egyenldtlenség ko-
vetkezd megforditdsa: Ha AB,CD,EF olyan szakaszok, melyek kozil barmely
kettd 6sszege magyobb, mint a harmadik, akkor van olyan hdromszdg, amely-
nek oldalai az adott szakaszokkal egybevdgok.

15. Feladat. Igazoljuk, hogy Hilbert-sikban minden kérnek egy kézéppontja
van.

Megoldds: TLegyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik és A, B,C € P tetsz6leges
(kiilonbozs) pontok. Jelslje K (A, AB) az A kdzépponti AB sugart kort.
Megmutatjuk, hogy C' # A nem lehet kdzéppontja K (A, AB)-nek. Ehhez
tekintsiik az 1<4—C>' egyenest és allitsunk erre merélegest A-ban, amelyet e-vel
jeloliink. Legyen € az e egynes egyik tetszéleges félegyenese. A szakaszfel-
mérés axiomaja szerint egyértelmien léteznek P € € és Q € A—C)', hogy
AP = AB ¢s AQ = AB teljesiil. Ekkor definicio szerint P,Q € K (A, AB).
Tegyiik fel eloszor, hogy A — C — Q all fenn. Ekkor természetesen CQ < AQ
és igy CQ < AB. Masrészt ACP/A-ben A< derékszog, ezért a 2. lemma
szerint AP < CP és igy AB < CP. Tehat azt kaptuk, hogy CQ < CP,
ezért a K(A, AB) kor P és Q pontjai nem lehetnek rajta egyszerre egyetlen
C kozépponti kérén sem. Most tegyiik fel, hogy A — Q — C all fenn. Ekkor
CQ < AC. Masrészt ACP/A-ben A< derékszdg, ezért a 2. lemma szerint
AC < COP. Igy CQ < CP adodik, tehat a K(A, AB) kor P és @) pontjai
ismét nem lehetnek rajta egyszerre egyetlen C' kézéppontu kérén sem. m

[ |

16. Feladat. Igazoljuk, hogy Hilbert-sikban egy kér minden pontjdn dthalad
egy €s csak eqy érintd (a kérrel tovdabbi kozos ponttal nem rendelkezd egyenes).
Mit mondhatunk az adott kiilsé ponton dtmend érintdkrsl?

Megoldds: Legyen S = (P,L,R,=) Hilbert-sik és A, B € P tetszbleges

(kiilonb6z6) pontok. Tovabba, legyen C € K (A, AB) szintén tetszéleges. Al-
«—

litsunk merdlegest C-ben AC-re és jeloljiik ezt e-vel. Elgszér megmutatjuk,
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hogy e érintéje K (A, AB)-nak, azaz e-nek é¢s K(A, AB)-nak C-n kiviil nincs
més kozos pontja. Ehhez legyen P € e tetsz6leges (P # C) pont. Ekkor az
APC A haromszégben C<t derékszog, igy a 2. lemma értelmében AC < AP,
ezért AB < AP. Tehat P ¢ K(A, AB).

Most megmutatjuk, hogy barmely e-t6l kiilénb6z6 C-re illeszkeds egyenes
legaldbb két pontban metszi K(A, AB)-t. Ehhez legyen f € L tetszéleges
e-t6] kiillonbozs C-re illeszkedd egyenes. Allitsunk merélegest A-bol f-re,
és jeldljikk a kapott talppontot Q-val (QQ = A is lehetséges). Mivel e és f
kiilonbézdk, igy Q@ # C. A szakaszfelmérés axiomaja szerint egyértelmiien
létezik olyan D € P pont a Q<—C>’ egyenes C-t nem tartalmazo félegyensén,
hogy CQ = QD. Ekkor ACQA = AQDA (SAS) alapjan, ezért AC = AD
és igy AD = AB. Tehat D rajta van f-en és K (A, AB)-n, valamint C # D.

C/ P

[/

Az adott kiilsd ponton atmend érint6krél az alabbi allitasok adnak leirast.

1. Allitas. Hilbert-sikban barmely kor és kiilsé pont esetén ha létezik a kiilsé
pontra illezskedd érintd, akkor létezik mégegy ilyen érintd és o kilsd pont,
valamint az érintési pontok dltal meghatdrozott szakszok egybevdgdk.

Bizonyitds: Legyen S = (P, L, R, =) Hilbert-sik és A, B,C € P olyan pon-
tok, amelyekre C kiilsé pontja K (A, AB)-nak és létezik K (A, AB)-nak C-re
illeszkeds érintGje. Legyen az érintési pont E. Ekkor az el6z6 allitds sze-
rint AEC< derékszog. Allitsunk merdlegest E-bol AC-re 6s jelolje a ka-
pott talppontot P. A szakaszfelmérés axiomaja szerint |3 F € ﬁ, amelyre
PF = EP. Ekkor AEPA = AFPA (SAS) alapjan, igy AF = AFE és
FAP< = PAE<. Tehat F € K(A, AB), mésrészt AEC/A = AFCA szintén
(SAS) alapjan, hiszen AF = AE, FAP< & PAE< és AC = AC. Ezért
AFC< szintén derékszog, és igy az elézé allitas szerint CF érint6. Tovabba
AECA =2 AFCA miatt még CF = COF is teljesiil. m

3. Lemma (A haromszogek egybevagosaganak SsA alapesete). Hil-
bert-sikban ha az ABC/A és DEF/ hdromszogekben AB < BC, tovdbbd
AB = DE, BC =2 EF és A< = D<, akkor ABCA = DEFA.
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Bizonyitds: Legyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik és benne ABCA és DEFA
a feltételeknek leget tevs haromszogek. (SAS) miatt elegendd bizonyitani,
hogy AC = DF. Indirekt médon tegyiik fel, hogy AC % DF. Legyen pl.
AC > DF. Ekkor egyértelmtien létezik C' € A_C), hogy AC" = DF, to-
vabba a < relacio definicioja alapjan A — C' — C teljesiil. Itt ABC'A =
DEFA és igy BC' =2 EF = BC, azaz BCC'A egyenl6szari. Kovetkezés-
képp BCA< = CC'B<. Méasrészt az ABC'/\ haromszognek C'C’B< kiilss
szoge, igy a kiilsGszog-egyenl6tlenség alapjan CAB< < CC'B<. Tovabba
mivel AB < BC, igy BCA< < CAB<, és ebbsl CC'B< < CAB< adédik,
ami lehetetlen, hiszen ezek a szdgek egybevigok. Hasonléan ellentmondésra
jutunk, ha az AC < DF feltételezéssel éliink (ekkor A — C — C" 4ll fenn és
ABC' A-re kell alkalmazni a kiils6szogegyenlGtlenséget). m

c

2. Allitas. Hilbert-sikban barmely kor és kilsé pont esetén a kilsé pontot
a kor kézéppontjdval dsszekdtd egynes dltal meghatdrozott bdrmely félsikban
legfeljebb egy olyan pontja van a kérnek, amelyre illeszkedd érintdn rajta van
a kiilsd pont.

Bizonyitds: Legyen S = (P, L, R, =) Hilbert-sik és A, B,C € P olyan pon-
tok, amelyekre C kiilsé pontja K (A, AB)-nak. Ekkor ha nem létezik C-re
illeszked§ érints, akkor készen vagyunk. Ellenkez§ esetben legyen az érintési
pont E. Indirekt m6don tegyiik fel, hogy 3 F # C pont az 1(4—C>' egyenes altal
meghatérozott E-t tartalmazo félsikban, amelyre F € K(A, AB) és az F-beli
érintd illeszkedik C-re. Ekkor AEC< és AFC< mindketten derékszogek, igy

13



AEC< = AFC<, tovabb4 az AECA és AFCA haromszdgekben az AC ol-
dal nagyobb, mint barmely méasik oldal. Ezért AECA =2 AFCA (SsA) alap-
jan, hiszen CA = CA, AE = AF ¢s AEC< = AFC<«. Igy ECA< = FCA«,
ami a szogfelmérés axiémaja szerint azt jelenti, hogy A, E, F kollinearisak,
azaz F € CE. De CE érinté, igy csak egyetlen pontban metszi K (A, AB)-t
azaz F' = FE. Ez ellentmondas, hiszen feltettiik, hogy F' # C. m

1. Koévetkezmény. Hilbert-sikban barmely kér és kiillsd pont esetén ha lé-
tezik a kiilsé pontra illezskedd érintd, akkor létezik még pontosan eqy ilyen
érintd és a kilsd pont, valamint az érintést pontok dltal meghatdarozott szak-
szok eqybevdgdk.

17. Feladat. Legynek A, B,C eqy I Hilbert-sik kolliendris pontjaz az A— B —
C elrendezéssel, és legyen D ¢ AB olyan pont, amelyre DC’J_AC’ teljesiil.
Igazoljuk, hogy AD > BD > CD.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik és benne A, B,C, D a fel-
tételeknek megfeleld pontok. Ekkor BC'D/A-ben C'< derékszog, ezért en-
nek mellékszoge is derékszog. Mivel C'<t mellékszoge olyan kiils szbg, amely
nem mellékszoge B<-nek, igy a kiilsdszog-egyenlétlenség alapjan B < C<.
Azonban (T'17) szerint barmely haromszégben nagyobb szdggel szemben,
nagyobb oldal van, ezért CD < BD. Az ACD/A-ben is ACD< derékszog,
ezért hasonléan, mint elébb DAC< < ACD<. Mésrészt ABD< kiils6 szoge
BCDA-nek, igy a kiils6szog-egyenlétlenseg alapjan ABD< > ACD<. Te-
hat DAB< < ABD<, azaz ABD/\-ben A< < B<, igy ismét (T'17) szerint
BD < AD. Ezzel megkaptuk a kivant &llit4st. m

18. Feladat. Legyen adva egy Hilbert-sikban a DACA. Igazoljuk, hogy ha
B egy A és C kézétti pont, akkor DB < DA vagy DB < DC' teljesiil.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik és benne DACA, valamint
«—
legyen B € AC olyan pont, amelyre A — B — C' all fenn. Jeldlje a D pont
«—
merdleges vetiiletét AC-re D’. Ekkor ha A — B — D' teljesiil, akkor az el6z6
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allitas szerint DB < DA. Ha pedig ~A — B — D', akkor a rendezés tulaj-
donségai alapjan D' — B — C vagy D’ = B teljesiil, és igy szintén az el6z6
allitas szerint DB < DC. m

19. Feladat. Legyenekl és m egy Hilbert-sik kilonbézd, pdrhuzamos egyene-
sei valamint az A és B olyan pontok amelyek m l-et nem tartalmazd oldaldn
vannak. Igazoljuk, hogy A és B az | ugyanazon oldaldn vannak.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik és [, m € L, valamint A, B €
P a feltételeknek megfelelen. Ekkor nyilvanvaléan A ¢ [ és B ¢ [. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy A és B nincsenek az [ ugyanazon oldalan. Ez A ¢ [
és B ¢ | miatt azt jelenti, hogy A és B az [ kiilonb6z6 oldalan vannak, azaz
ABNI1 # (. Legyen C € ABN 1, ahol A — C — B all fenn. Mivel A és [
az m kiilénboz6 oldalan vannak, igy AC N'm # (), de ekkor ABN'm # 0
is teljesiil, azaz A és B sz m kiilonb&zd oldalan vannak, ami ellentmond a
kiindul6 feltételiinknek. m

20. Feladat. Legyenek | és ' eqy hiperbolikus sik széttartéan Mzamos
egyenesei, és tekintsik azt az (M, M') € I xI' pontpdrt, amelyre MM' kozés
merdlegese l-ek és I'-nek. Igazoljuk, hogy MM’ kisebb minden téle kiilonbozd
I-beli pontot I'-beli ponttal dsszekétd szakaszndl.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,2) hiperbolikus sik és [,1' € L széttartoan
>

parhuzamos egynesek, amelyeknek MM’ kozos merdlegese, ahol M € [ és

M’ € I'. Legynek tovabba A € [ és B € I’ tetsz6leges pontok, amelyekre
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A =M é B = M’ nem all fenn egyszerre. Allitsunk merélegest A-bol I'-re
és jeloljiik a kapott talppontot A’-vel. Ha A’ # B, akkor AA’BA-ben A'<
derékszog, igy AA’ < AB. Ha A’ = B, akkor pedig AA’ = AB. Ezutan
amennyiben A # M, agy A’ # M’ a meré6leges egyenes egyértelmiisége mi-
att, igy M M'A’ AQ] Lambert-négyszog, amelynek negyedik szoge A<t. A he-
gyesz6g hipotézis teljesiilése miatt A<t hegyeszog, és ennél fogva kisebb, mint
derékszog, azaz A<t < M< teljesiil. Ekkor (7'22)-t alkalmazva M M'A’ AC-re
MM’ < AA" adodik. Ez AA’” < AB miatt MM’ < AB teljesiilését eredme-
nyezi. Most tegyiik fel, hogy A = M. Ekkor A" = M’ is teljesiil a mercleges
egyenes egyértelmiisége miatt, ezért B # A’, kiilonben A = M és B = M’
egyszerre teljesiilne. Igy a korabban latottak alapjan MM’ = AA’ < AB. m

21. Feladat. Megtartva az elézd dllitds jeléléseit, legyenek A, B € 1 olyan
pontok, amelyekre M — A — B teljesiil és jelélje I'-re merdleges vetiiletiiket
A, dll. B'. Igazoljuk, hogy AA’ < BB’

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,%) hiperbolikus sik és benne [,I' € L va-
lamint M,A,B € 1 és M',A’, B’ € I' a feltételeknek megfelelen. Ekkor
MM'A’AC) és M M’ B’ BO mindketten Lambert-négyszogek, amelyek negye-
dik szogei MAA'< illetve M BB'<t. A hegyeszoghipotézis teljesiilése miatt
M AA'< és M BB'< hegyesszogek. Most allitsunk merglegest A-ban [-re és le-
gyen P ezen merdleges olyan pontja, amely az [ egyenes A’-t tartalmazo6 olda-
lan van. Ekkor A" az M AP< szogtartomény belsejében van, hiszen M AA'<
hegyeszog, azaz kisebb, mint derékszdg. De ekkor BAP<t < BAA'< is tel-
jesiil, azaz BAA'< tompaszdg. Az AA’B’ B0 négyszoget tekintve AA'B'<
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és A’ B' B<t deréskzsogek, mig BAA'<t tompaszog és B’ BA< hegyesszog. Igy
(T22) alapjan AA’ < BB’ teljesiil. m

22. Feladat. Legyen | egy egyenese, P ¢ | egy pontja egy hiperbolikus sik-
nak. Mutassuk meg, hogy ha PY az eqyik P-bdl mdulo’,i—iel hatdrpdrhuzamos
félegyenes és eqy X pontra P — X —Y teljesiil, akkor XY X-b6l induls, [-lel
hatdrpdarhuzamos félegyenes.

23. Feladat. Mutassuk, meg, hogy a szakasz-kér és az egyenes-kér folyto-
nossdgi elvek ekvivalensek.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik rogzitett.

1. Tegyiik fel, hogy a szakasz-kor folytonossagi elv érvényes S-ben. Legyen
K(A,AB) kor és | egyenes, amelyre P € [ belsé pontja K (A, AB)-nak.
Allitsunk merélegest A-bol l-re és jeldljiik a kapott talppontot A’-vel. Ha
A= A’ azaz A € I, akkor természetesen AA’ < AP, ha A ¢ [, akkor pedig
a 17. feladat szerint teljesiil ugyanez. Igy A’ is belsé pontja K (A, AB)-nak.
A szakaszfelmérés axiomaja szerint 3Q € I, hogy A'Q = AB, tovabba (R3)
miatt 3R € [, hogy A — Q — R teljesiil. Ha A # A’, akkor AA’R/\-ben
A'<t derékszog, igy A’TR < AR, ha pedig A = A, akkor A’R = AR. Tehét
AR < AR. Masrészt A/Q < A'R, igy AR > A'Q = AB, azaz R kiilss
pontja K (A, AB)-nak. Alkalmazva a szakasz-kor folytonossigi elvet A’R-re
és K (A, AB)-ra kapjuk, hogy A’R, és igy [ is metszi K (A, AB)-t.

2. Tegyiik fel, hogy az egyenes-kor folytonossagi elv érvényes. Legyen
K (A, AD) kér és BC olyan szakasz, amelyre B belss, C' pedig kiilss pontja
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K (A, AD)-nak. Alkalmazva az egyenes-kor folytonossagi elvet BC-re 3 P e
B—C)‘ﬁK(A, AD). Természetesen Py # B és P; # C, hiszen B és C nincsenek
rajta K (A, AD)-n. Tegyiik fel elgszér, hogy A ¢ BC. Mivel AP| < AC, igy
nem allhat fenn B — C' — Py, kiillénben ABP; A-re és C-re alkalmazva a 18.
feladatot ellentmondéasra jutnank. Ha B — Py — C' 4ll fenn, akkor az allitast
belattuk. Ha pedig P; — B — C' teljesiil, akkor hasznaljuk fel, hogy a 24.
feladat szerint 3P, € BCNK (A, AD), amelyre P; # P,. Hasonléan, mint
el6bb P, # B és P # C, tovabba nem all fenn B — C — P5. Ekkor azonban
mivel AB < AP, igy P, — B — C sem allhat fenn, kiilosnben ABP;A-re és
Py-re vagy ABPyA-re és Pj-re alkalmazva a 18. feladatot ellentmondasra
jutnank. Igy B — Py — C teljesiil, azazbelattuk az allitast.

Most tegyiik fel, hogy A € BC. Mivel 4B < AC, igy B — C — A nem
allhat fenn, ami AP; < AC és A # C miatt azt jelenti, hogy B — C — P,
sem &allhat fenn. Ha B — P; — C' all fenn, akkor az Aallitdst belattuk. Ha
pedig P — B — C teljesiil, akkor hasznéljuk fel, hogy a 24. feladat szerint
ip, € BCN K(A,AD), amelyre P; # P,. Hasonloan, mint elsbb P, # B és
Py # C| tovabba nem all fenn B — C' — P». Ekkor azonban a szakaszfelmérés
egyértelmtisége miatt P, az egyetlen olyan pont B<—C>*—n7 amelyre AP; = AD
és P — A — C all fenn. Toviabba Py, — B — C esetén AB < APy 6s A # B
miatt csak P, — A — B vagy P, — B — A éllhat fenn. Ez azt jelenti, hogy
P, — A—C teljesiil, hiszen kordbban mar megallapitottuk, hogy =B —C — A.
Igy tehat Py = P, teljesiil, ami ellentmondas, ezért P, — B — C nem 4llhat
fenn. Tehat csak B — P, — C' lehetséges, amivel belattuk az allitast. m

24. Feladat. Igazoljuk, hogy az egyenes-kér és a kor-kér folytonossdgi elvek
teljestilése esetén a metszéspontok szama ketto.

Megoldds: Legyen S = (P, L, R,=) Hilbert-sik rogzitett.

1. Legyen S-ben K (A, AB) kor és | egyenes, amelyre P € [ bels§ pontja
K (A, AB)-nak. Ekkor az egynes-kor folytonosségi elv teljesiilése miatt 3Qq €
I N K(A, AB). Allitsunk merdlegest A-bol I-re és jeldljiik a kapott talp-
pontot A’-vel (A = A’ is lehetséges). A szakaszfelmérés axiomaja szerint
3Q2 € 1 pont, amelyre Q; — A’ — Qg és A/Qq =2 A'Qy. Ha A = A’, akkor
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azonnal kapjuk, hogy Q2 € K(A,AB). Ha A # A’, akkor A’/Q = A’Q>,
AA Q1 2 AA Qo< és AA' =2 AA miatt AA Q1A = AA'Qy/\ (SAS) alap-
jan, igy AQ1 = AQ-, azaz Q2 € K(A, AB). Tehat [ legalabb két pontban
metszi K (A, AB)-t. Tegyiik fel, hogy még egy Q3 pontban is metszi. Ekkor
Q1,Q2, Q3 (kiilonbozs) kollineéris pontok, igy Q1 — Q2 —Q3, Q2 — Q1 — Q3 és
Q2 —Q3— Q1 koziil valamelyik fenn 4ll. Tegyiik fel példaul, hogy Q1 —Q2—Q3
teljesiil. Ekkor ha A € [, akkor a szakasz Osszeadés tétele, ha A ¢ [, akkor
pedig a 18. feladat alapjan az AQ1, AQ2 és AQs szakaszok nem lehetnek
mind egybevigok, azaz Q1,Q2, Qs nem lehetnek mind rajta K(A, AB)-n.
Hasonlbéan ellentmondésra jutunk, ha Qo — Q1 — Q3 vagy Qo — Q3 — Q1
teljesiil.

2. Legyenek S-ben K (A, AD) ¢s K (B, BE) korck, amelyekre K (B, BE)-
nak van két olyan pontja, amelyek egyike belsé pontja, méasika kiilsé pontja
K (A, AD)-nak. Ekkor a kor-kor folytonossagi elv teljesiilése miatt 3C €
K(A,AD)N K (B, BE). Megmutatjuk, hogy C ¢ AB. Természetesen C # A
és C # B.

El6szor tegyii(k_fel, hogy C — A — B teljesiil. Ekkor tetsz6leges P €
K(B,BE), P ¢ AB pontra BP = BC, ¢s igy PCB< = BPC<. Masrészt
APC< < BPC<, ezért a PAC/A haromszoget tekintve AC < AP, tehat
P kiils6 pontja K(A, AD)-nak. Ha P € K(B,BE) N AB és P % C, akkor
a szakszfelmérés egyértelmtisége miatt P ¢ B—C>’, azaz C — B — P teljesiil.
Ekkor A — B — P is teljesiil, igy AP =2 AB+ BP =~ AB+ BC > BC > AC.
Tehat K (B, BE) minden C-n kiviil pontja kiils6 pontja K (A, AD)-nak, ami
ellentmondés, mivel C' nem belsé pontja.

Most tegyiik fel, hogy A—C— B teljesiil. Ekkor tetsz6leges P € K(B, BE),
P ¢ AB esetén alkalmazva a haromszog-egyenlétlenséget ABP/A-re AC +
CB = AB < AP + BP. Ez BC = BP miatt azt jelenti, hogy AC < AP,
azaz P kiils6 pontja K (A, AD)-nak. Ha P € K(B, BE) NAB és P # C, ak-
kor a szakszfelmérés egyértelmiisége miatt P ¢ B—C>' , azaz C'— B — P teljesiil.
Ekkor A — C — P is teljesiil, igy AC < AP. Tehat K (B, BE) minden C-n
kiviil pontja kiils6 pontja K (A, AD)-nak, ami ellentmondas, mivel C' nem
belsé pontja.

Végiil tegyiik fel, hogy A—B—C teljesiil. Ekkor tetszoleges P € K(B, BE),
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P ¢ AB pontra BP = BC, és igy POB< = BPC<. Masrészt BPC<t <
APC«, ezért a PACA haromsziget tekintv(e_)ﬁ < AC, tehat P belss
pontja K (A, AD)-nak. Ha P € K(B,BE)N AB és P # C, akkor a szak-
szfelmérés egyértelmiisége miatt P ¢ BC , azaz. C — B — P teljesiil. Ekkor ha
A — P — B vagy A = P is teljesiil, akkor AP < AC. Ha pedig P — A — B all
fenn, akkor AC = AB + BC =2 AB + BP > BP > AP. Tehat K(B, BE)
minden C-n kiviil pontja bels§ pontja K (A, AD)-nak, ami ellentmondas,
mivel C' nem kiils§ pontja.

Tehat megkaptuk, hogy C' ¢ AB. Allitsunk merélegest C-bél AB-re 6s
jeloljiik a kapott talppontot F-fel. A szakaszfelmeérés axioméaja szerint 3C7 €
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C<—F>', hogy CF = C'F és C — F — C' teljesiil. Ha C" # A és C' # B, akkor
FACA = FAC'A és FBCA = FBC'A (SAS) alapjan, igy CA = C'A
és CB = C'B. Ha C' = A vagy C' = B akkor pedig ezek egyike azonnal
teljesiil. Tehat €’ € K(A, AD)N K(B,BE) és C # C'.

Tegyiik most fel, hogy van még egy az ediektdl kiilonbozs C” metszés-
pont. Megmutatjuk, how rajta van CC’ felez6 merélegesén. Ehhez allit-
sunk merélegest A-bol CC’-re és jeloljiik a kapott talppontot A’-vel. Mivel
C,C'e K(A,AD), igy AC = AC'.Ha A € W, akkor rogton adodik, hogy
A" = A felezépontja CC’-nek, egyébként pedig CA'AN = C'A'AN SAS
alapjan és ezért teljesiil A/C' = A’C’. Hasonlbéan adodik, hogy A rajta van
a C'C" felezémerélegesén is és hogy B is rajta van mind C'C’ mind C'C”
felez6mer6legesén. Azonban C,C’,C” paronként kiilonbozdk, igy A” # A”,
ahol A" a C"C"” szakasz felezé6pontja. Tehat CC’ és C'C” felez6merélegesei
nem esnek egybe, de metszik egymést, azaz a metszéspontjuk egyértelnd,
ezért A = B. Ekkor azonban K (A, AD) és K (B, BE), mint ponthalmazok
megegyeznek, ami ellentmond a kezdeti feltételeknek. Tehat a két kérnek
legfeljebb két metszéspontja lehet. m

25. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha teljesil a kor-kér folytonossdgi elv,
akkor teljesiil az egyenes-kir folytonossdgi elv is.

Megoldds: TLegyen S = (P,L,R,=) Hilbert-sitk és benne K (A, AD) kor
és | egyenes, amelyre P € [ belss pontja K(A, AD)-nak. Ha A € [, ak-
kor a szakaszfelmérés axioméaja szerint 3Q € [, hogy AD = AQ, igy Q €
I N K(A, AD), amivel megkaptuk az allitast. Tegyiik fel most, hogy A ¢ [
és allitsunk merglegest A-bol [-re, majd jel6ljiik a kapott talppontot F-fel.
Ekkor F belss pontja K(A, AD)-nak, hiszen a 17. feladat alapjén AF < AP
és P belss pont. Legyen B olyan pont, amelyre A — F — B és AF = FB
teljesiil (ilyen a szakaszfelmérés axiomaja szerint egyértelmiien létezik).
Tekintsiik a K (B, BE) kort, ahol BE =2 AD. Ekkor APF/A\ = BFPA,
igy BP = AP, és ezért P belss pontja K (B, BE)-nak is, ami maga utan
vonja, hogy F bels6 pont. A szakaszfelmérés axiémaja szerint Ry € ﬂ,
hogy BRy = BE és 3Ry € AB, hogy ARy = AD. Ekkor F — Ry — B és
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F = Ry nem allhat fenn, mert F bels6 pontja K (B, BE)-nak. Ha A— Ry — F
vagy A = Ry teljesiil, akkor Ry definicié szerint belss pontja K (A, AD)-nak,
ha pedig R1 —A—F teljesiil, akkor AR; < BR, ésez BRy = BE = AD miatt
azt jelenti, hogy Ry ismét belss pontja K (A, AD)-nak. Tehdt Ry mindenképp
belsé pontja K (A, AD)-nak. Hasonloképpen Ry belss pontja K (B, BE)-nak.
Masfelsl 3.8 az AB egyenes A-t nem tartalmazd B kezd&pontu félegyenesén,
hogy BS = BE. Ekkor A— Ry — B vagy Ry = B esetén A— Ry — S is fennall,
igy ARy > AS. Ha pedig A — B — Ry teljesiil, akkor abbél, hogy Ry belss
pontja K (B, BE)-nak adédik, hogy BRy < BS, és ezért B— Ry — S all fenn.
Ekkor A— Ry — S is fennall, igy ARy > AS, tehat S kiils6 pontja K (A, AD)-
nak. A kor-kor folytonossagi elv alapjan 3C € K (A, AD) N K(B, BE). Al-
litsunk merélegest C-bél AB-re 6s jeloljiik a kapott talppontot C’-vel. Ekkor
AC =2 BC, AC'C<a = BC'C<x ¢s O'C = C'C, igy AC'C/A = BC'CA (SsA)
alapjan. Tehat AC” =2 C'B, ami a szakszfelmérés egyértelméstige alapjan azt
jelenti, hogy O = F és igy C' € | a mer6leges egyenes egyértelmtisége miatt.
Azaz INK(A,AD) # () m

4. Lemma. Legyen A € M,(R) és legyenek A\1,..., Ay, € C az A sajdt-
értékei ni, ...,y multiplicitdsokkal. Ekkor léteznek olyan H;; € My, (R)
(1<i<m,0<j<n;—1) mdtrizok, hogy barmely olyan

F2) =3 et
k=0

hatvdnysorra, amelynek a konvergenciasugara nagyobb, mint A spektrdlsu-
gara teljesil, hogy

m n;—1

FA) =" f9 ) Hy

i=1 j=0

26. Feladat. 1. Mutassuk meg, hogy G L, (K) nyilt részhalmaza M, (K)-
nak.
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10.

11.

Igazoljuk, hogy tetszdleges A, B € M,(K) esetén

IABI| < [l A]l ]| B]]

Mutassuk meg, hogy tetszdleges A € My, (K) esetén a

1
Z HA’“ sor abszolut konvergens,
k=0

tovdbbd
o] < et

. Mutassuk meg, hogy ha A, B € M, (K) és AB = BA, akkor

exp(A + B) = exp(A) exp(B)

Igazoljuk, hogy tetszdleges A € M, (K) esetén exp(A) € GL,((K) és
(exp(A)) " = exp(—A)
Mutassuk meg, hogy ha A € M, (K) és B € GL,(K), akkor

exp(B~1AB) = B 'exp(A)B

FEllenérizzik, hogy ha A = (g _a,g); akkor

exp(A) = exp(a) (g;j ] ;3:1;)

Mivel egyneld exp(A), ha A € M,(K) diagondlis mdtriz \i,..., A\
dtlés elemekkel? Mit mondhatunk abban az esetben, amikor A diagona-
lizalhato?

Szamitsuk ki az exp(tA) mdtrizot, ha
5 4
=0 2)

Igazoljuk, hogy az exp : M, (K) — M, (K) leképezés differencidlhato
a 0-ban, és szamitsuk ki a 0-beli derivdltjdt!

ést € R tetszdleges.

Igazoljuk, hogy a
v: R— GL,(K), tr—— ~(t) =exp(tA)

leképezés tetszdlegesen sokszor differencidlhatd csoport-homomorfizmus!
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Megoldds: 1. Elegend6 megmutatni, hogy G L, (K)¢ zart részhalmaza M, (K)-
nak. Ehhez legyen { Ay} egy GL,,(K)%beli konvergens sorozat, amelyre

lim Ak =A

k—o0
Mivel egy matrix determinansanak (definicié szerinti) kiszdmitasdhoz a mat-
rix bizonyos elemeib6] képzett szorzatok véges Osszegét kell venniink, igy a
hatarérték-vétel felcserélhetd a determinéans ,mtvelettel”. Tehat

det(A) = det( lim Ag) = lim det(Ag) = lim 0 =0
k—o0 k—o0 k—o0

azaz A € GL,(K). Ez pedig azt jelenti, hogy GL,(K)® zart részhalmaz.

2. Legyenek A, B € M, (K) tetsz6legesek. Ekkor barmely olyan ‘v € K"
esetén, amelyre Hth <1

[(AB)v|| = [[A(Bu)|| < [[A[[[[Bvll < [A[[| Bl [v]l < Al | B]]

Ezért
IAB|| = sup {[[(AB)v] |[['v|| <1, "o e K" } < || A]|||B]|

3. Legyen A € M,(K) tetsz6leges. ElGszor megmutatjuk az abszolat
konvergenciat. Az el6zd allitas alapjan teljes idukcioval kénnyen lathato,
hogy HA"/’H < HAHk teljesiil minden k € N esetén. Mésrészt tudjuk, hogy
a > 7, 42" hatvanysor konvergenciasugara +00, azaz a Y pe 272" sor min-
den z € R esetén abszolit konvergens. Igy specidlisan a 00 ) & | A||* sor is
konvergens. Ebbél pedig a majorans kritérium alkalmazésaval kapjuk, hogy
> oo 1 ||[A]| konvergens, azaz >3 4 AF abszolut konvergens.

Most megmutatjuk az allitads masodik részének teljesiilését. Ehhez vegyiik
észre, hogy || A¥|| < | A||¥ és a norma tulajdonsagainak felhasznalasaval min-
den m € N esetén

US|
> A"
k=0

m

<>

k=0

m

=S gl <X g
= k=0

Igy

le?]l =

lAk

1
<2 gl =
k=

4. Legyenek A, B € M,(K) olyanok, hogy AB = BA teljesiil. Ekkor
alkalmazhatjuk a binomialis tételt (A + B)* kiszamitasara. Igy

00 00 k
exp(A+ B) = Z];A_FB)IC:Z];Z(?)AjBk_j:

=0 k=0 " j=0

o k 1 1
—AJ k—j
22w

=07

24



Mertens tétele szerint ha két sor abszolut konvergens, akkor a Cauchy-szorzatuk
is abszolut konvergens és a Cauchy-szorzat Osszege az Osszegek szorzata.
Ezért

exp(A + B) Z A AR ﬁBﬂ = exp(A) exp(B)
—~ ;

5. Legyen A € M, (K) tetsz6leges, ekkor az el6z6 allitast felhasznélva:
exp(A) exp(—A) = exp(A — A) = exp(0) = Epnxn

6. Legyenek A € M, (K) és B € GL,(K) tetsz6legesek. Kénnyen lathato,
hogy (B_IAB)k = B~ 'A*B, igy minden m € N esetén

U 1 -1 “ 1 —1 41k o —1 S 1 k
ZH AB ZHB A*B =B ZEA B
=0 k=0 k=0
Tehat
> 1 <1
exp(B~'AB) =) H B'AB)" = B! (Z MA’“) B =B"exp(4)B
k=0 k=0 "

7. Kénnyt 1atni, hogy ha 8 = 0, akkor az allitas teljesiil. Egyébként az

()

matrix sajatértékei \y = a — i és Ao = «a + i, amelyek § # 0 miatt
kiilonbézék. Az 4. Lemma miatt

JHy,Hy: f(A) = fla—if)H1 + f(a+if)Hs
barmely olyan

[e.@]
z) = Z cp”
k=0

hatvanysorra, amelynek a konvergenciasugara nagyobb, mint A spektralsu-
gara.

Legyen el6szor f(z) = z — (a—if), igy f(A) = A— (a — i) Eax2. Ekkor
f konvergenciasugara 400, ezért

A= (a—if)Baxs = f((a—iB))Hy + f(a +iB))Hz = 0 Hy + 23 - Hy

Tehat
Hy = z21ﬂ (A - (a—if)Bax2) = Zzlﬂ ((a - (%_ ) a— (_aﬁ— zﬂ))) -
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_ (i -1
T2 \1 i

Most legyen f(z) = z — (a+1if), igy f(A) = A— (o +i5)Eax2. Ekkor f

konvergenciasugara +o00, ezért
A—(a+if)Eaxe = f((a—iB))H1 + f((a+1iB))Hz = (128) - H1 + 0 - Hy

Tehat

Hy = s (aridae— ) = o (707 D))=

_ Ll
A

Végiil legyen f(z) = exp(z). Ekkor f konvergenciasugara ismét +oo,
ezért

exp(4) = expla—i) H-rexp(ai) Hy = "2 (exp(—if) Hy + exp(if) Hy) =
_ exp(a) <i(eXp(iﬂ) +exp(—if)) —exp(if) + eXP(-Zﬂ))
2\ exp(iB) — exp(=if}) i(exp(if) +exp(~if))
Ez az
exp(it) + exp(—it) ~ cost exp(it) — exp(—it) —ing
2 2

Osszefiiggések alapjan azt jelenti, hogy

oot =spte (551

8. Legyen A € M, (K) tetszoleges diagondlis matrix Aj,...,\, atlos
elemekkel. Ekkor A* is diagonalis )\]f,...,)\]; 4tlos elemekkel, ezért min-
den m € N esetén Y ;" L A" diagonalis métrix Y ;0 4 AF 4tlos elemekkel
(i = 1...n). Tehat exp(A) = Y52, HA" diagonalis > ;%o HAF = exp(\;)
atlos elemekkel (1 =1...n).

Ha A € M,(K) diagonalizdlhaté, akkor 3P € GL,(K), hogy D =
P~1 AP diagonalis, amelynek f64tlojaban A sajatértékei allnak. A 6. szerint
exp A = exp (PDP_l) = Pexp(D)P~!. Tehat ha B jeldli azt a diagonilis
métrixot, amelynek f6atlojaban A sajatértékeinak exponensei allnak és P je-
16li az A megfelels sajatvektorai, mint oszlopvektorok altal alkotott méatrixot,
akkor

exp(A) = PBP!
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9. Kénnyd latni, hogy ha ¢ = 0, akkor a 2x2-es egységmatrixot kapjuk
eredményiil. Egyébként az
ot 4t
A= (t 2t>

matrix sajatértékei A\ =t és Ao = 6t, amelyek ¢ # 0 miatt kiilonb6zdk. Az
4. Lemma miatt

3H1, Hy o f(A) = f(t)Hi + f(6t)H>

barmely olyan
f(z) = Z cp”
k=0

hatvanysorra, amelynek a konvergenciasugara nagyobb, mint A spektralsu-
gara.

Legyen el6szor f(z) = z — t, igy f(A) = A — tEsx9. Ekkor f konvergen-
ciasugara 400, ezért

A—tEyxo = f(t)H1 + f(6t)Hy =0- Hy + 5t - Hy

megemma =5 ((72)-6 ) =56 )

Most legyen f(z) = z — 6t, igy f(A) = A — 6tEsx2. Ekkor f konvergen-
clasugara o0, ezért

Tehat

A —6tEgyo = f(t)Hl + f(6t)H2 = (—575) -H1+0- Hy

Tehat

e =2 ((6 -0 )4 (4 )

Végiil legyen f(z) = exp(z). Ekkor f konvergenciasugara ismét oo,
ezért

exp(4) = e sy = & (o) (1 ) —esmion (1 1))

1 1+4exp(bt) —4+ 4exp(bt)
= 5 oxp(t) (_1 Fexp(5t) 4+ exp(5t) >

27. Feladat. Részletezzik a 8.5 Allitds bizonyitdsdban az |Fy(i)| = |i] =
Fy(i) € {i,—i} lépést.
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28. Feladat. Legyen a € T\ {1} és pa(z) = az origd korili arg(a) szigd
forgds. Igazoljuk, hogy ekkor p, egyetlen fixpontja 0 € C, tovdbbd az origd
kérili forgasok Roto(C) halmaza kommutativ csoport a kompozicid mivele-
lére nézve.

Megoldds: A fixpontok eleget tesznek a p,(z) = z, azaz az az = z egyne-
letnek, amibél z(a — 1) = 0 adodik. Mivel a # 1, igy az egyenletek egyediil
z = 0 tesz eleget.

Most legyenek a,b € T\ {1} és p,(2) = az illetve py(z) = bz origd koriili
arg(a) illetve arg(b) szogi forgasok. Ekkor (ppop,)(2) = b(az) = (ba)z. Mivel
két egységhosszii komplex szam szorzata szintén egységhosszi, igy ba € T.
Ha ba = 1, akkor pp o p, identikus leképezés, amelyet forgasnak tekintiink,
egyébként pedig valodi origo koriili arg(ba) szogd forgas. Tehat két origo
koriili forgés kompozicidja ismét origé koriili forgas.

Az origd forgasok halmazan a kompozicié mivelete asszociativ és kom-
mutativ, hiszen a komplex szamok szorzasa asszociativ és kommutativ. Az
identikus leképezést origd koriili forgasnak tekintjiik, amely természetesen
egységelemként viselkedik a kompozicidra nézve. Tovabba minden origo ko-
riili forgasnak van inverze a kompozicié miiveletére nézve, hiszen minden egy-
séghosszt komlpex szdmnak van inverze, amely szintén egységhosszii. Tehat
az origd koriili forgasok Roto(C) halmaza kommutativ csoport a kompozicio
miiveletére nézve. m

29. Feladat. Vezessiik le a 0, : C — C, z —— 04(2) = az, a =€ € T
tengelyes tikrozés geometriai tulajdonsdgait (Id. a 3.9 utdni megjegyzést).

Megoldds: 1. Legyen z ¢ ly tetsz6leges pont, amelyre arg(z) = «. Ekkor
>
0a(2) — z nyilvan iranyvektora zo,(2)-nek, tovabbé
04(2) —2z=az — z = |z| (cos(f — ) + isin(f — a) — cos(ar) — isin(a)) =
9—2a+2, 6 . 60— 2«
icos = sin
2 2

. 02« .00
= 2|z|sin —sin— 4icos= | =
2 2 2

22| si 0 —2a (9+7T+.. 0+
= 2|z|sin cos 7sin ——
2 2 2

ahol z ¢ Iy miatt Sin(’)_% # 0. Igy lathato, hogy arg (o.(2) — 2) = g +
5, mig a 3.9 Lemma szerint [y irdnyvektordnak argumentuma g. Tehat [y
iranyvektora és 04(z) — z mer6legesek.

0
= |z| <—2 sin 5 sin

2. A z0,(2) szakasz felez6pontja z + galz)=z _ %a(&+2 Ay 01626 szamo-

2 2
lashoz hasonléan
0q(2) + 2 0 — 2 ( 0 9>
2

5 = |z| cos cos§+isin§
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oq(2)+z
2

vagyis arg ( ) = g. Masrészt a 3.9 Lemma alapjan [y = spang (e%>,

aa(;)—l-z c lO-

3. Legyen [ C Cegy tetsz()’le%es lp-t61 kiilonb6z6 egyenes. Ekkor az 1. pont

igy

szerint barmely z € [\l esetén zo,(z) merdleges lp-ra, igy ha [ meréleges ly-
ra, akkor a merdleges egyértelmiisége miatt | = zo,(z). Ekkor 0,(2) € [ ésigy
[ invarians o,-ra nézve. Masrészt ha [ nem merdleges lyp-ra, akkor o,(z) ¢ [
és ezért [ nem invarians o,-ra nézve. m

30. Feladat. Igazoljuk, hogy C minden nemidentikus transzldcidja és for-
gdsa eldall két tengelyes tikrozés kompozicidjaként. Az elsd esetben a tenge-
lyek pdrhuzamosak, a mdsodikban nem.

Megoldds: Legyen b € C tetszbleges és f : z — z + b a b eltolasvektori
transzlacio. Tovabba legyen 8 = arg(h), a = 7 + 28 és a = €'®. Ezutan
tekintsiik az f1: 2 —— aZ és fo: 2z —— aZ 4+ b izometridkat. Ezek kompozi-
cidjara:

(fao fi)(z) = fa(az) = aaz+b=aaz+b
Mivel a € T, ezért aa =1, igy

(faofi)(z) =24+b VzeC

azaz fo o fi = f. Megmutatjuk, hogy fi1 és fo tengelyes tiikrozések. Ez
J1 esetén mar a definicié alapjan konnyen lathato, mig fo esetén meg kell
vizsgélni az ab + b kifejezést. Itt

ab+b = (cosa +isina) || (cos B — isin 3) + |b| (cos B + isin B) =
= |b] (cos(av — B) + isin(aw — B) + cos f + isin §) =

- —2
=21b| cos = cos & ﬁ+isingcosa b
2 2 2 2

Mivel o¢—22ﬂ = T, ezért ab+ b =0, tehat fo is tengelyes tiikrozes. m
31. Feladat. Legyen a € R\ {0} C C. Haldrozzuk meg az
fii:zeCr—Zz4+acC

€s az
fo:2eCr— —z+41iaeC

izometridk tipusdt és az invaridans, ill. pontonként fiz invaridns eqyeneseit.
Megoldds: Megmutatjuk, hogy

1. az f1: z € C+—— Z+ a € C izometria csusztatva tiikrozés, amelynek
egyetlen invarians egyenese a valds tengely és nincs fixpontja.
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2.az fo : 2 € C+— —z+ia € C izometria i§ kézéppontt 7 sz0gi
forgés, amelynek invaridns egyenesei az ig-re illeszkedd egyenesek és
nincs pontonként fix invarians egyenese.

A 3.10 Lemma szerint fi-nek pontosan akkor van fixpontja, ha a + a = 0.
Mivel a € R\ {0}, ezért a+a = 2a # 0. Tehat fi-nek nincs fixpontja és ekkor
csusztatva tiikkrozésnek nevezziik. Megmutatjuk, hogy fi-nek a valés tengely
az egyetlen invaridns egyenese. Ehhez legyen z € R C C tetsz8leges. Ekkor
fi(z) =Z+a = z+ a € R, tehat a valos tengely valoban invarians. Ezutén
legyen z = ¢+ id € C\R tetsz6leges. Ekkor z = ¢+ id, fi(z) = a+c—id
«— >
és f1 (fi1(z)) = 2a + ¢ + id nincsenek egy egyenesen, hiszen a z, fi (fi(z))-re
illeszkeds komplex szamok képzetes része d # 0, mig Im(f1(z)) = —d. Eppe-
nezért z = c+id nem illeszkedhet egyetlen invarians egynesre sem. Tehét f;
invarians egyeneseinek nem lehetnek a valés tengelyen kiviili pontjai, azaz
a valds tengely az egyetlen invaridns egyenes. Tovabba mivel fi-nek nincs
fixpontja, ezért nincs pontonként fix invaridns egyenese sem.

A 3.8 Lemma szerint fo izometria w = i§ kériili arg(—1) = 7 sz0gi
forgas, amelynek egyetlen fixpontja w. Mivel w az egyetlen fixpont, igy fo-
nek nincs pontonként fix invarians egyenese. Elészor megmutatjuk, hogy a
w-re illeszkeds egyenesek invaridnsak fo-re nézve. Ehhez legyen e egy w-
re illeszkedd, a valds tengelyt metsz6 tetszdleges egyenes. Legyen a valds
tengellyel vett metszéspont b € R. Ekkor e tetsz6leges pontja elgall tw + (1 —
t)b alakban valamely ¢ € R-re. Ennek fo altali képe:

fg(tig +(1—t)b) = —tig F(t—Db+ia=(t—1)b+ i%(Q — 1)

Itt t — 1 = s helyettesitéssel
fo(tw+ (1 —t)b) = sb+ (1 — s)w

adodik, azaz fa(tw + (1 — t)b) is illeszkedik e-re. Tehat e val6ban invarians.
Most legyen e a w-re illeszkedd, a valds tengellyel parhuzamos egyenes. Ekkor
e tetszdleges pontja b+ w alaku valamely b € R-re. Ennek f5 altali képe:

F2(b+ w) Zfz(b—l—i%) - —b—ig+ia: —b+ig = —b+w

ahol —b € R, azaz fa(b+ w) is illeszkedik e-re. Tehat e ismét invarians.

Ezutan megmutatjuk, hogy egy w-re nem illeszkedd egyenes nem lehet
invarians. Ehhez tekintsiink egy a képzetes tengelyen 16v6 ib # w tetszbleges
pontot (b € R). Ekkor fa(ib) = i(a—b), amely kiilonbozik ib-t61 és illeszkedik
a képzetes tengelyre. Tehat az ib-re illeszked§ egyetlen invaridns egyenes csak
a képzetes tengely lehet, amely azonban w-re is illeszkedik. Most legyen e egy
olyan egyenes, amely nem metszi a képzetes tengelyt. Ekkor e parhuzamos
a képzetes tengellyel és metszi a valés tengelyt egy b € R pontban. Erre
fa(b) = —b+ia ¢ e, azaz e nem invarians. m
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32. Feladat. Adjuk meg 2z € C— az+b€C, vagy z€ C—az+beC
alakban azt a transzformdciot, amely tikrézés C = R? x1 = xo egyenletd
eqyenesére, illetve amely az el6bbi tikrozés és az 1 + i eltoldsvektori transz-
ldcio kompozicidja.

Megoldds: Legyen a = €'z ¢és b =1+ i. Ekkor az fi:zeCr—azeC
izomteria tiikrézés C = R? z1 = x egyneletd egyenesére. Tovabba fy :
z € C+— az+ b € C izometria f1 és az 1 4 7 eltolasvektora transzlacié
kompozicidja.

A 3.9 Lemma szerint az f| tengelyes tiikrézés tengelye

lo = spang <e%r> = {76% eClre R}

S

Vegyiik észre, hogy T = cos § +isin§ = ¥=(1 +1). Ezért
spang (eif) = spang (1 + 1) = {1 + iz € Clzg = 22}

azaz a tiikkrozés tengelye valoban C = R? x1 = x5 egynelett egyenese.
Masrészt b = 1+ 14 € Iy teljesiil, ezért f1(b) = b, azaz ab = b. Tehat

ab+b=>b+b=2b+#0, hiszen b # 0, igy a 3.11 Lemma szerint f, csisztatva

tiikkrozés, amely elGall fo = 750 Ty 00 0T b alakban, ahol d = % =b.

Mivel b € [y, ezért % € ly és —% € ly, azaz g € ly és —% € lp parhuzamosak
a o, tilkkrozés tengelyével, igy 75 és 71 felcserélheték o,-val a kompozicio
miiveletére nézve. Tehat d = b felhasznalaséval fo = myoTe 0T s 00, = Tp00,,
azaz fo valdéban elgall az i+ 1 eltolasvektoru transzlacié é52 a 0a2: f1 tiikrozeés

kompozicidjaként. m

33. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha f : C — C csisztatva tikrozés, akkor
egyetlen olyan | C C egyenes van, amelyre f(1) = 1 teljesil. Igazoljuk, hogy
barmely z € C esetén 1 (z + f(2)) € L.

Megoldds: Ha f: z — aZ + b cstsztatva tiikrozés, azaz ab + b # 0, akkor a
3.11 Lemma szerint

ab+b
2

f=TqoTv 00,07 b, d=
2 2

ahol = arg(a). Legyen [ := & + spang (e%) Ekkor a 3.9 Lemma felhasz-
néalasaval barmely A € R esetén

b i i i b i
Th O04aO0T b ( —|—)\620> =Ty 00, ()\650) =T ()\65€> = - +)\e79
2 2 \2 2 2 2

azaz [ invaridns a 7» 00, 0T _p izometridra nézve. Mivel ismét a 3.11 Lemma

2 2
szerint d irdnyvekrora [-nek, igy [ invaridns f-re nézve is.
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Legyen Iy egy I-t6] kiilonb6z6 egynes és z € lo\l. Ekkor a 7, o 0407 s
2 2

tengelyes tiikrozést tekintve lathato, hogy 27, 0 04 0 7_1 (2) merdleges [-re.
2 2

Ugyanakkor mivel d iranyvektora (-nek, igy z74(z) parhuzamos [-lel. Tehat
z ¢ 1 és d # 0 miatt z<—>(z) nem meréleges [-re és nem parhuzamos vele. Igy [
és m metszik egyméast egy w pontban. Ekkor f(w) = w+d € I. Masrészt
ha [y invarians, akkor f(z) € Iy, ezért T(z) = ly, igy w € lg &s f(w) € la.
Ez azonban azt jelentené, hogy [ és o egybeesnek, amit kordbban kizartunk.
Tehat l9 nem lehet invarians.

Végiil legyen 2 € C tetszoleges és w = £(z + f(z). Ha z € I, akkor [
invarianciaja miatt w = 1(z + f(2)) = $(z 4+ 2) = 2, igy w € I. Most tegyiik
fel, hogy z ¢ I. Ekkor

—

1 1 _ b _
wzi(z+f(z)):§(z+az+b)zi—i-f(z—l—az)

\V)

Masrészt az fo : 2 — aZz tengelyes tiikrozést tekintve a 29. feladat alapjan
lathato, hogy

1 i

i(z +az) € SpcmR(eg)
Tehat

b i

(UNS i—l—spanR(m):l
L]
34. Feladat. Mutassuk meg, hogy azok a z — ZZZIZ alakd Mobius-transzformdciok,
ahol a,b,c,d € Z, részcsoportjdt alkotjak Mob™ (@) -nek.

35. Feladat. Legyen f €Mob™ (@) mdtriza (g g) € M, (C). Igazoljuk, hogy
ekkor
(fP=1g és f#15) <= a+d=0

36. Feladat. Legyen f(z) = %iﬁ Allitsuk elé f-et transzlicick, forgatva

nyujtas és (komplex) inverzié kompozicidjaként. Ekkor
f=riopgodon

37. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat a Mdbius-traszformdcickat, amelyek a
megadott ponthdrmasokon az adott médon hatnak:
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5. (1,-1,i) — (1,i,—1)
6. (0,1,00) —> (1,00,0)
7. (0,1,00) — (1, —1,4)
8. (0,1,00) —> (—1,0,1)
9. (0,1,2) — (1,0, 00)
10. (i,—1,1) —> (1,0, 0)

38. Feladat (38. feladat). Hatdrozzuk meg az RU {oco} kor képét az

zZ—1
z+1

f(z) =
képlettel adott Mébius-transzformdciondl.
Megoldds: Vegyiik észre, hogy

l={2€C|-iz+iz=0}

Mivel f Mébius-transzformacio, igy a 4.2 Allitas szerint f = 7a 0 pp 0 J o T4,
ahol £ =1, k = —2i, J a komplex inverzio és % = i. Ekkor z € 14(l) <=

T_a(2) €1 &s igy

—i(z—i)+i(Z—i)=0 < —i(z—i)+i(z—3)—2=0

alajan
Ta(l)={2€C|—i(z—i)+i(z—1i)—2=0}
FEzutan . 1
—i—+i-—2=0 <<= —22Z2—iz+iz=0
z z
miatt
Jora(l)={2€C|-22z2—iz+iz=0}
Tovabba _ _
—243—'i+ii—0 < 22+z2+2z2=0
-2t 21 29 —21
miatt
proJota(l)={2z€Clzz4+2+2=0}
Vegiil
z-1DE-1)+2-1+2-1=0 <<= 2z=1
szerint

fl)y)={z€Clzz=1}

azaz f(l) valoban az egységkor. m
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39. Feladat. Mi lesz a képe az eldbbi transzformdcidkndl a kovetkezd pont-
halmazoknak?

1. {iteClte Ry}
2. az 1 kézéppontd, 1 sugard kor
3. {i+teClteR}
4. {z€Clre(z) =1, im(z) >0}
40. Feladat. Konciklikusak-e a —2i,2+ 3i,1 —i,4 € C pontok?

Megoldds: A 4.8 Allitas szerint a —2i,2 + 3i,1 — 4,4 € C pontok pontosan
akkor konciklikusak, ha v (—2i,2 + 3i,1 —4,4) valos szam. Jelen esetben
—21—-1+4+7 243i—4 -5+
—2i,2+3i,1—i,4) = =
T R A TR A s £

—5+1
—4-+181

Tegyiik fel, hogy valés szam, azaz

—5+i  —5—i
—4+18 —4—18i

amibdl
(=5+1i)(4+18i) = (5+14)(—4 + 18i)
—867 = 86i }

Ellentmondasra jutottunk, tehat a —2¢,2 + 3¢,1 — 4,4 pontok nem koncikli-
kusak. m

41. Feladat. Hatdrozzuk meg azokat a z komplex szdmokat, amelykre a 2+
3i,—2i,1 — i,z € C pontok konciklikusak.

Megoldds: A 4.8 Allitas szerint a 2 + 3, —2i,1 — i,z € C pontok pontosan
akkor konciklikusak, ha v (2 + 3i, —2i,1 — i, z) valos szam. Jelen esetben

24 3i—1+i -2
2 ._2.1_. = .
V(232 ) = e Ty 14

14+4i 243i—2—(2-5)  1+4i  1+4 2-5i

T 213i-2 11— 147  2+43i—2 1+
valamely ¢ € R-re. Ekkor

1444 1+49\ 144
7 e
24+3t—z2 1+4)2-25¢

1+4i  c+1+i(c+4)

243i—z 2 — 5
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243t -z 2—-5¢

14+4i  c+1+i(c+4)
22 + 3
24+3i—z=
T T T (et a)
(24 30) (c+ 14 i(c+4)) —22—3i
c+1+i(c+4)

—c— 32+ i(5c+ 8)
z= - ceR
c+1+i(c+4)
Tehat pontosan a fenti alakt z € C szamok esetén lesznek a 2 + 3i, —2¢,1 —

i,z € C pontok konciklikusak. m

42. Feladat. Legyen f(z) = 2=%, 2z € C. iagzoljuk, hogy ekkor f o H =

iz—17

{z € C|Im(z) > 0} felsd félsikot a nyilt eqységkirrlapra képezi le.

Megoldds: Vegyiik észre, hogy

H—{ze@’z_z>0}

1

Mivel f Mébius-transzformacio, igy a 4.2 Allitas szerint f = 7a 0 pp 0 Jo 74,
d c

ahol ¢ = 1, k = —2, J a komplex inverzi¢ és ¢ = —1. Ekkor z € 74(H) <=

T_a(2) € H és igy

1 1 1 -z
1 ] 1 7

alajan
m(H)—{zeC‘Z_,Z>2}
c i
Ezutan
1/1 1 . Z—z
-l -—=)>2 4= 222+ ——>0
1 \z Z 1
miatt
. Zz—Z
3OTd(H):{Z€(C)—QZZ+ : >0}
c i
Tovabba _
ZZ %—% Z—Zz
—2——4+ ——=>0 < —2z+ ; >0
22 1
miatt

proJoTa(H) = {ZEC

—zZ—i—Z_,Z>0}
1
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1 1 1 1 1 _
—(z—,) <z+,>+_<z—,—<z+,>>>0 <— —2z+1>0
7 7 7 7 7

szerint

f(H)={z€Clzz< 1}
azaz f(H) valoban a nyilt egységkorlap. m

43. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha o, 8 € Sy, diszjunkt permutdcidk, akkor
af = fa.

Megoldds: Legynek a, 3 € S, diszjunkt permutaciok, tovabba legyen k &€
{1,2,...,n} tetszbleges. Ekkor a(k) = k és [B(k) = k koziil legalabb az
egyik teljesiil. Tegyiik fel példaul, hogy a(k) = k. Ha (k) = k is fenn all,
akkor o (B(k)) = a(k) = k = (k) = B (a(k)), azaz a o B(k) = (o a(k).
Ha (k) # k, akkor 8 (8(k)) # B(k), kiilonben (k) = k teljesiilne (hiszen
B bijekecio). Mivel a, 8 diszjunktak ez azt jelenti, hogy o (8(k)) = B(k).
Masrészt a(k) = k miatt 8 (a(k)) = B(k) is fenn all. Tehat aof(k) = Boa(k).
Mivel k tetszéleges, igy a két eset egyiitt azt jelenti, hogy o f=Foa. =

44. Feladat. Ellendrizzik, hogy ha 21, 22, 23, 24 a C kiilonbézé pontjai, akkor
14 (217 22,23, Z4) ¢ {Oa 17 OO}

Megoldds: Legyenek z1, 2o, 23, 24 a C kiilonboz6 pontjai. Tegyiik fel elszor,
hogy oo & {z1, 29, 23, 24 }. Ekkor

21 T R3R2 — 24

v (21, 22,23, 24) =
Z1 — R4 29 — 23

Idirket médon tegyiik fel, hogy

21 T R3 22— 24

0
Z1 — R4 29 — 23

Ekkor
(21 — 23) (22 — 24) =0

21 =23 vagy 22 =247
Idirket médon tegyiik fel, hogy

21—2322—24_1

21 T R4 22— 23

Ekkor
(21 — 23) (22 — 24) = (21 — 21) (22 — 23)
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Z1%9 — 2923 — 2124 + 2324 = 2129 — 2224 — 2173 + 2324
(21 — 22) 23 = (21 — 22) 24
(21 — 22) (23 — 24) =0
21 =29 vagy 23=247

Végiil vegyiik észre, hogy z1 # z4 és z1 # z4 miatt (21 — 24) (22 — 23) # 0 és
korlatos, masrészt (21 — z3) (22 — z4) is korlatos, igy a hanyadosuk v (21, 22,
23, z4) szintén korlatos.

Most tegyiik fel, hogy z1 = co. Ekkor

22 — 24

v (00, 20,23, 24) =
Z9 — 23
Igy 29 # 24 6s 23 # 24 miatt ez nem lehet sem 0 sem 1. Tovabba zy # 23
miatt zo — z3 # 0 és korlatos, masrészt zo — zy4 is korlatos, igy a hanyadosuk
v (21, 22, 23, 24) szintén korlatos.
A masodik esethez hasonloan igazolhat6, hogy zo = 00, z3 = oo vagy
z4 = 00 esetén is teljesiil az allitas. m

45. Feladat. Igazoljuk, hogy pontosan hat olyan Mdbius-transzformdcid van,
amely a {0,1,00} halmazt énmagdra képezi le, mégpedig az
1 z—1

f1:1C7f2:37f3:Z'—>1_Z7f4:Z'—>:7f5:Z’—> . s

z
z—1

Mobius-transzformdcick. Ezek a kompozicio mdveletére nézve csoportot al-
kotnak, amely izomorf az S3 szimmetrikus csoporttal.

fo=2+r—

Megoldds: A 4.4 Tétel szerint barmely Mobius-transzformaciot meghataroz
harom kiilonb6z6 pont és azok képe, igy a {0,1, 00} halmazt énmagéra ké-
pez6 Mobius-transzforméciok szama legfeljebb 6. Mésrészt az fi1, fo, f3, fa, f5,
fe € My Mobius-transzformaciok ilyenek, igy nincs mas Mdbius-transzfor-
maci6 ezzel a tulajdonsaggal. A 4.1 Lemma szerint két Mébius-transzforma-
ci6 kompoziciéja is Mobius-transzformacio, tovabba az is vilagos, hogy két
a {0,1, 00} halmazt 6nmagara képezd leképezés kompozicioja is a {0,1, 00}
halmazt 6nmagara képezi. Tehdt Mg zart a kompozicié miveletére. Tovabba
szintén a 4.1 Lemma alapjan tudjuk, hogy a kompozicié miivelete asszociativ
a Mobius-transzforméciok halmazan, igy Mg-on is. Masrészt 1c = f1 € My
és fiofi=feofo=f30fs=feo fo = fao fs =[50 fas=1c alapjan My
csoport a kompozicié miiveletére nézve. Végiil tekintsiik a ¢ : Mg — Ss
leképezést, ahol o(f1) = I, ¢(f2) = (13), ¢(f3) = (12), ¢(f1) = (123),
o(fs) = (132), ¢o(fs) = (23). Ekkor azonnal lathato, hogy ¢ bijekcio, més-
részt konnyen igazolhatd, hogy ¢ homomorfizmus. Példaul: fy = fo o f3 és
o(f1) = (123) = (13)(12) = ¢(f2)e(f3). Tehat Mg és S izomorfak ¢ izo-
morfizmussal. m
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46. Feladat. FEllendrizzik, hogy ha (13),(24),(14),(23) € S4, akkor
fas) = feyy=Te € Mo és  faay = f23) = f3 € Mo

Megoldds: Legyen A\ = v (21, 22, 23, 24) tetszbleges és g jelolje azt a Mobius-
transzforméaciot, amelyre g(z1) = 1, g(z3) = o0 és g(z4) = 0. Ekkor

g(z2) = v (1,9(22),00,0) = v (g(21),9(22), 9(23), 9(24)) = v (21, 22, 23, 24) = A
Igy
faz)(A) = v (23, 22, 21, 24) = v (9(23), 9(22), 9(21), 9(21)) = v (00, A, 1,0)

azZaz

f(lg)()\> = V(OO, )\7 170) = — = —
Tehat f(13) = fo € My. Masrészt

freay(N) = v (21,24, 23, 22) = v (1,0,00,\) = % _ %
azaz f(24) = fg € My. Tovabba

fany(X) = v (24, 22, 23,21) = v (0,A,00,1) = % —1-2)
és

f3(N) = v (21,23,22,24) = v (1,00,A,0) = % —1-_2\

ezért f14) = f(a3) = f3 € Mo. m

47. Feladat. Hatdrozzuk meg az f, figgvényt, ha o = (123) € Sy. akkor
fo‘ = f4 € MO

Megoldds: Vegytk észre, hogy (123) = (13)(12), igy a 4.10 Tétel szerint
Jazs) = fuz) © fas)- A 4.10 Tétel bizonyitasabol az is kideriil, hogy f(12) =
J2 € Mo, masrészt a 46. feladat alapjén tudjuk, hogy fi3) = f6 € Mo. Igy
barmely z € C esetén fa23)(2) = fa0 fo(z) = 27_1, azaz f1o3) = f5 € Mo. m

48. Feladat. Ellendrizzik, hogy minden olyan o € S4 permutdcid esetén,
amelyre 0(4) =4, f, € My

Megoldds: Az I,(12),(13),(23),(123), (132) € S4 permutéciok megfelelnek
az allitas feltetelének. Mésrészt {o € Sy|o(4) =4} = Sy, és igy

#{o € Sylo(4) =4} =S5 =6

Tehat a felsoroltakon kiviil nincs mas a feltételnek eleget tevé permutacio. A
46. &s 47. feladat alapjan tudjuk, hogy f(12), f(23), f(13), f(123) € Mo. Tovabba
mivel (132) = (12)(13), igy a 4.10 Tétel szerint f(139) = f(12) © f13), azaz
Jase) = feo fo = f5 € Mo. Végiil a 46. feladat bizonyitasdhoz hasonloan
lathato, hogy fr(A\) = v (1,\,00,0) = A, ezért fr = 1c € Mp. m
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49. Feladat. Tekintsik a

- 2
0T 82, 2 2) = 27"6(2)27 2zm(z)2 H ;
1427 142|714 |7|

(o) :=(0,0,1)

sztereografikus leképezést. Igazoljuk, hogy tetszéleges z,w € C esetén

21z —w
Jo(2) e
\/1—1—’2\ \/1+]w|
tovdbbd 9
lo(z) = @(e0)| = ———
\/ 1+ |7
ahol ||.|| az R3-beli norma.

50. Feladat. 1. Mutassuk meg, hogy ha f € Aut(H?) vagy f € Aut(D),
és f-enk van két fizpontja, okkor f az identikus transzformdcid.

2. Tekintsiik az f4 €MbT(H?), A € SLy(R) az identikus leképezéstdl kii-
[0nb62d Mobius-transzformdcidt. Igazoljuk, hogy ha fa nem valds szam-
mal vald eltolds, akkor fa-nak

(a) egyetlen fizpontja van R-ban <= (trA)? =
(b) két firpontja van R-ban <= (trA)?
(c) két firpontja van C\R-ben <= (trA)?

Megoldds: 1. Legyen eloszor f € Aut(H?) és legyenek z1, 2o € H? kiilénbozé
fixpontjai f-nek. Mivel Aut(H?) =Mob™*(H?), igy 3A € SLy(R), hogy f =
fa. Legyen A = (Cd) ahol a,b,c,d € R és ad — bc = 1. Ekkor a 21 és 29
gyokei a

¢+ (d—a)z—b (2)

legfelejebb masodfokn valés egyiitthatés polinommnak. Ismert tény, hogy ha
egy komplex szam gyoke egy polinomnak, akkor annak konjugaltja is gyoke.
Mivel z1, 2o € H?, ezért 21 és zo nem konjugaljai sem egymasnak, sem 6nma-
guknak. Tehat a (2) polinomnak van legalabb négy kiilonbozs gyoke. Mivel
(2) legfeljebb masodfoku ez csak ugy lehetséges, ha (2) az azonosan nulla
polinom. Ekkor azonban ¢ = 0,a =d = 1,b = 0 adddik, azaz f az identikus
transzformacio.

Legyen most f € Aut(D) és legyenek z1, zo € D kiilonb6z6 fixpontjai f-

nek. Tekintsiik az fo: H? — D, 2 — ZT izomorfizmust. Ekkor Fwq, ws €
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H?, hogy z1 = fo(w1) és 21 = fo(ws). Felhsznalva, hogy f(z1) = 21 és
flz2) = 2z

foto fo folwr) = fotof(z1) = fo ' (z1) =wr
és
fotofofolws) = fotofze) = fit(22) = wo

adodik. Tehat az fi Lo fo fo € Aut(H?) leképezésnek van két fixpontja.
Ekkor a mésodik rész felhasznéalaséval

fotofofo=id

amibdl f = id adodik.
2. Legyen A = (‘Cl g), ahol a,b,c,d € R és ad—bc = 1. Ekkor f, fixpontjai
eleget tesznek az

az +b
fA(Z)icz—l—diz
2+ (d—a)z—b=0 (3)

egyenletnek. Ha ¢ = 0, akkor ad — bc = 1 miatt d = é, tovabba d = a nem
allhat fenn, kiilénben f4 b = 0 esetén az identikus transzformacié, mig b # 0
esetén valos szammal valé eltolas lenne. Igy (3) alapjan fa-nak pontosan két
fixpontja van R-ban, nevezetesen z = d%a és z = 00. Masrészt

(AP = (@ dP = (a+ )= (a— ) +4

ezért tr(A)? > 4 és egyenlSség pontosan akkor 4ll fenn, ha a = d. Mivel fa
az identikus leképezést6l kiilonbozs Mobius-transzformacio, igy tr(A4)? > 4
teljesiil.

Ha ¢ # 0, akkor (3) (valodi) masdofoku egyenlet, amelynek diszkrimi-
nansa

D=(a—d)?+4bc=(a—d)?*+4(ad—1) = (a+d)> —4=1tr(A)? -4
Igy (3)-nek

1. egyetlen megolddsa van R-ban <= (trA)? = 4

2. két megoldasa van R-ban <= (trA4)? > 4

3. két megoldasa van C\R-ben <= (tr4)? < 4

Mivel (3)-nek minden megoldasa fixpontja f4-nak és f4 minden fixpontja
meoldasa (3)-nek, ezért fent épp az allitast kaptuk. m
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1. Megjegyzés. Ha fa € MobT(H?), A € SLy(R) walds szdmmal valé elto-
lds, akkor A = (}%), ahol b € R, b # 0. Ekkor tr(A)* = (1+1)? =4 és
fa-nak nincs fizpontja.

Ha fa az identikus transzformdcid, akkor A = (§9), és qgy tr(A)? =
(1+1)2 =4 és H? minden pontja fizpontja fa-nak.

51. Feladat. Legyen G C C egy tartomdny, és teqyiik fel, hogy f holomorf
izomorfizmusa a D nyilt egységkorlapnak G-re. Tetszdleges r € 10,1 esetén
legyen G, := f(B,(0)). Bizonyitsuk be, hogy ha G konvex halmaz, akkor G,
is konvex minden r € ]0,1[ esetén.

52. Feladat. Vezessiink be alkalmas geometriai rendezést és szakasz-, ill.
s26g-eqybevdgdsdgot a (H?, L) illeszkedési struktirdban és vizsgdljuk meg az
(R1 — R4) és (C1— C6) aziomdk teljestilését.

5. Lemma. Legyenek a,b € C olyan pontok, amelyekre |a| = |b| = r és
arg(a) = o, arg(b) = 3. Ekkor

a—b:2rsina_ﬂ (cosa—i_gﬂr—i-isinm)

Megoldds: Legyenek a,b € C a fenti alakiak. Ekkor

a—b=r(cosa—cosfB+i(sina—sinfg)) =

:r<—25ina+ﬂsina_ﬁ+i2cosa+ﬂsina_6> =

2 2 2 2
:2rsina;ﬂ (sin —a2—ﬁ +z’cosa—£ﬂ) =
. a—p0 —a—pf—-m .. a+pf+7
= 2rsin coOs—————— +isin——— | =
2 2 2
. a—f a+pB+m . a+pB+7
= 2rsin cos 2 —|—25le

6. Lemma. Legyenck a,b € H? olyan pontok, amelyekre illeszkedd egyenes
ak = “TJ”’ € R kiozépponti, r € R, r > 0 sugard euklideszi kor. Ha o =
arg(a — k) és 8 =arg(b— k), akkor

B
tan 3

er(a,b,u,v) =

o
tan 5
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Megoldds: Legyenck a,b € H? és k,r € R, (r > 0) tigy, mint az llitdsban.
FEkkor az eléz6 lemma alapjan

a—u=a—k—(u—k)=r(cosa+isina)—r(cosm+isinm) =

. a—T a+2r . . a—+27
= 2rsin cos + 7 sin
2 2 2

valamint

a—v=a—k—(v—Fk)=r(cosa+isina)—r(cos0+isin0) =

.« a—+T L. oa+T
= 2rsin 3 <cos + ¢sin 2>

2

Hasonl6an

+ 2sin

b—u=2rsin

5—7T< B42r . B+27r>
cos

2 2 2
és
b—v= 2rsin§ <cosﬁ;—ﬂ +isinﬂ;—7r>
Ekkor .
a—u b—u
cr(a,b,u,v) = : =
(2,5, u,v) a—v b—w
sin &7 sin 827
=T 3 (cosﬁ+isin7r2> : 2 (cosz—l—isimﬂ) =
sin § 2 sing 2
_ sin%;”sing _ cos%sing _ tang
sin 5;2” sin§  cos g sing tan§
n
7. Lemma. Legyenck a,b € H? olyan pontok, amelyekre |a] = |b] = r és

arg(a) = a, arg(b) = 3. Ekkor
re(a) <re(b) < f<a

Megoldds: Legyenck a,b € H? a fenti tulajdonsagtak. Ekkor re(a) = r cos o
és re(b) = rcosf, valamint o, 8 € ]0,7[. Mivel r > 0 és a cos fiiggvény
szigoruan monoton csékkend a |0, 7 [ intervallumon, igy

re(a) < re(b) <= cosa<cosfl < [ <a
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53. Feladat. Mutassuk meg, hogy a dp fliggvény additiv a hiperbolikus egye-
nesek mentén, azaz ha az a,b,c € H? pontok esetén a x b x ¢ teljesiil, akkor

dr(a,c) =dg(a,b) + dg (b, c)

Megoldds: Legyenek a,b,c € H? olyan pontok, amelyekre a * b * ¢ teljesiil.
Tegyiik fel elgszor, hogy az a,b,c € H? pontokra illeszkeds egyenes a k =
“TJ”J € R kozépponti, r € R, r > 0 sugart euklideszi kor. Ekkor a x b * ¢
miatt re(c) < re(b) < re(a) vagy re(a) < re(b) < re(c) valamelyike teljesiil.
Feltehetd, hogy pl. re(c) < re(b) < re(a) &all fenn. Legyen a = arg(a — k),
B =arg(b—k) és~y=arg(c—k). Ekkor re(c — k) < re(b—k) < re(a — k)
és a 7. Lemma alapjan « < 3 < 7 teljesiil, igy a 6. Lemma felhasznalaséaval

tan 2 tan X
er(a,b,u,v) = Z > q er(b, c,u,v) = 2 >1
) ) ) 6% ) ) b B
tan§ tanj
tan X

cr(a,c,u,v) = g{ > 1
tan§

Ennél fogva
dr(a,b) + dg(b,c) = |lncr(a,b,u,v)| + |lner(d, ¢, u,v)| =
=Iner(a,b,u,v) +Iner(b, c,u,v) = In(cr(a,b,u,v)er(b, c,u,v)) =
(a—u b—v b—u c—v) (a—u c—v)
=1In . . . =1In . =
a—v b—u b—v c—u a—v c—u

=Iner(a,c,u,v) = |Iner(a,c,u,v)| = dg(a,c)

Ezutan tegyiik fel, hogy a,b, ¢ € H? olyan pontok, amelyekre illeszkedd egye-
nes a valos tengelyt az u € R pontban metsz6 fiiggtleges euklideszi egynes.
Ekkor a % b % ¢ miatt im(c) < im(b) < im(a) vagy im(a) < im(b) < im(c)
valamelyike teljesiil. Feltehetd, hogy pl. im(c) < im(b) < im(a) all fenn, igy

—u b—u
er(a,b,u,00) = u>1 cr(b,c,u,oo)zc u>1
a—u
er(a,c,u,00) = > 1
c—u

Ezt felhasznalva az el6z6 esetbeli szamolas ugyantgy elvégezhets. m

54. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha dg(a,b) = dy(a’,b') (a #b,d £V),
akkor van olyan f €MGSb(H?), hogy f(a) = a’ és f(b) = V.
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55. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges a,b € H? esetén

sh2< dg(a, b)) m
v ch2< du(a, b)> m

Megoldds: Legyenek a,b € H? tetszolegesek. Ha a = b, akkor az allitas elss

része trividlisan teljesiil, mig a masodik része ch(0) = 1 és im(a) = %52
b b
miatt nyer igazolast. Ha a # b, akkor legyen ¢ = IabIJr:Zb FEkkor az 56.

feladadt eredményét felhasznélva

2
2 <;dH(a, b)) _ (exp (3dm(a,b)) —exp (—;dH(a,b))> _

2
9 |a75’+|a7b\ |a75|f\afb| B
(=2 =24t Jecb|—facbl T jacbjtlact 7
N 2 - 4 B 4 B

(Ja =8| +la—b)* + (|a =B o —bl)* =2 (Ja = b* ~ |a — b]")

4 (|a - 5’2 —la— b[2>

_(‘a—l_)‘—l—]a—b]—‘a—l_)‘—i—]a—b\)Q_ la — b|?
4(Ja =5~ la—oP) la—8” = Ja— b

Ttt -,
|a=b|" —Ja —b]* = (re(a) — re(b))” + (im(a) + im(b))* -

+ (i
— (re(a) = re(b))®—(im(a) — im(b))* = (im(a) + im(b))*~(im(a) — im(b))* =
= (im(a) + im(b) —im(a) + im(b)) (im(a) + im(b) + im(a) — im(b)) =
= 4im(a)im(b)
Tehat | b|2
sh2 a e
# (3900) = Gty

Az allitds masodik része hasonléan igazolhatd, figyelembe véve, hogy

ch2 <;dH(a,b)> _ <exp (3du(a,b)) + exp (—3dp(a, b))>2

2

N (Ja = B| +]a—b]) + (ja—b| — |a—b]) =2]a—5|

44



56. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszdleges a # b € H? esetén

la —b| + |a—b|
‘a—13|—|a—b]

dg(a,b) =1

Megoldds: Elészor tegyiik fel, hogy a,b € H? olyan pontok, amelyekre illesz-
ked§ egyenes a k = “+” € R kézéppontia, r € R, r > 0 sugart euklideszi kor,
és legyen a = arg(a — k) és 8 = arg(b — k). Ekkor a 6. Lemma szerint

B
tan 5
b =_—2 4
erla.bnv) = (o2 (@)
Masrészt az 5. Lemma felhasznélasaval
a—b:a—k—(b—k‘):%sina_ﬁ cosa+ﬁ+ﬂ+isinm
2 2 2
és
a—Eza—k—(l;—k):erina+ﬁ cosa_ﬂ+7r+isinm
2 2 2
Igy
o =8|+ o] _ 2 (sin 52|+ sin 252])  oin 52 4 sin 252
‘a—b|—|a—b[ 2r<sini’ sm—ﬁ‘) sin%‘— sina%‘
1. Ha sin a+ﬂ >0 6s sin 252 < 0, vagy sin +6 < 0 és sin *5= B >0, akkor
’a—5‘+\a—b| blnL—’_B sino‘—;ﬁ 2C08%Singitan§
la —b| —|a— bl 51no‘—+6+s1n ab 2Sin%COS§ tan g
Igy .
a—>bl+la—1>
} ,’ | |:cr(a,b7u,v)
}a—b‘—\a—b[
2. Ha sin O‘+ﬁ >0 és sin 52 > 0, vagy sin +5 <0 és Sln— < 0, akkor

2

la—b| — |a—b] sino‘Tﬂa—smTﬁ 2cos%sin§_tang

‘a—l_)‘+\a—b| smaJrﬁ—Fsm 25 QSiH%COSQ _ tan g

Ekkor felhsznalva, hogy dy szimmetrikus, azaz cr(a, b, u,v) = cr(b, a,u,v),
majd a 2. Lemmat alkalmazva b,a € H?ra
la —b| + |a— bl
la—b| — |a—b]

= cr(b,a,u,v) = cr(a, b, u,v)
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Tehat a fenti két eset mindegyikében

la —b| + |a— b]
la —b| — |a—b]

la —b| + |a— b]
la —b| — |a—b]

dg(a,b) = |lncr(a,b,u,v)| = |In =1In

Most tegyiik fel, hogy a,b € H? olyan pontok, amelyekre illeszkedd egye-
nes a valos tengelyt az u € R metsz6 fiiggleges euklideszi egynes. Felthetd
tovabba, hogy b az a és u kozott van (az euklideszi értelemben), ellenkezs

esetben ugyanis a és b szerepének megcserélésével, sem dy(a,b), sem az
’a—B’-‘rla—b\

lnm kifejezés értéke nem valtozik, igy tekinthetjik ezt az esetet.
Ekkor felhasznalva, hogy u = b%i’
di(a,b) = lner(a, b, u, 00)| = |In Z = Z _ ’m ||Z - Z||
| ‘2a—(b+5)‘ ‘a—b—i—a—l;‘
=|p = = - "
‘2b—(b+b)‘ }b_b‘

Mivel b az a és u kozott van, ezért b az a és b kozott van (euklideszi értlem-
ben), igy egyrészt B B
la —b] +|b—b| = |a — b

amibdl B B
|b—b| =|a—b| —|a—b|
masrészt a — b és a — b egymés pozitiv skladrszorosai, ezért
la—b+a—0b|=|a—0b|+|a—0|

Tehat -
la —b| +|a — b]
la —b| —|a — b]

la —b| +|a — bl

d(a,b) = n‘a—l_)‘—|a—b\

In

hiszen }a - 5| +la—0b| > ‘a - B| — |a — b| mindig teljestl. m

57. Feladat. Igazoljuk, hogy a hiperbolkius tdvolsdgfiiggvény eleget tesz a
hdromszdg-egyenldtlenségnek!

58. Feladat. Hatdrozzuk meq az lo = {z € H? |re(z) = 2} fiiggdleges egye-
nes i-hez legkozelebbi pontjdt!

59. Feladat. Legyen a € H?, r € R} és K = {z € H?|d(z,a) =1}. Iga-
zoljuk, hogy K euklideszi kér! Mi lesz ennek az euklideszi kdrnek a kozép-
pontja?

60. Feladat. Vezessiink be tdvolsdgfiiggvényt o D egységkdrlapon gy, hogy
a Cayley-leképezés vdljon tdvolsdgtartévd (H2, dy) és D kozitt.
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Megoldds: Legyen f : H> — D, z z—jrz a Cayley-leképezés és dy a

tavolsagfiiggvény H?-n. Ekkor a
dp : D2 — R, (av b) — dD(aa b) =dy (f_1<a)7 f_l(b))

leképezés olyan tavolsdgfiiggvény ID-n, amelyre nézve a Cayley leképezés ta-
volsdgtarto. Ekkor ugyanis

1. dp nemnegativ, hiszen dy nemnegativ

2. dp(a,b) = 0 <= dp (f(a), f1(b) =0 = f'(a) = (b)) <=
a=1b

3. dp(a,b) = dp (f~(a), (b)) = d (f7'(b), f~(a)) = dp(b, a)

4. dp(a,b) +dp(b,c) = dy (7 (a), f71(b)) +du (f71(b),f(0)) =
> dp (f7(a), f7}(c)) = dp(a,c)

Tehat dp vloban tavolsagtiiggvény. Masrészt dp (f(a), f(b)) = di(a,b) bar-
mely a,b € H? esetén, azaz f tavolsagtarté leképezés dy-ra és dp-re nézve.
|
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