I. AFFIN GEOMETRIA

Megallapodas A kovetkezokben - ha kdzelebbit nem mondunk - egy olyan
K test alapulvételével dolgozunk, amelyben 1+ 1 # 0 (azaz amely nem 2 ka-
rakterisztikdja).

1. Affin terek és affin alterek

1.1. Definicié. Legyen A egy pontoknak nevezett elemek alkotta nemiires
halmaz, V pedig a K test folotti vektortér. Az A halmazon adott, a K test
folotti affin struktirdn olyan ®: A x A — V leképezést értiink, amely eleget
tesz a kdvetkezo feltételeknek:

(A1) Tetszblegesen rogzitett A € A pont esetén a
®4: A—V, Br+— ®,4(B):=®(A4,B)
leképezés bijektiv.
(A2) Bérmely A, B,C pont esetén

B(A,B) + ®(B,C) = ®(A,C).

Ekkor az (A, V, ®) hdrmast (a K test {616tti) affin térnek mondjuk, de gyakran
csak az affin struktiraval ellatott A halmazra hasznaljuk az affin tér elnevezést.
AV vektorteret az affin tér irdnytereként emlitjiik. Egy affin tér dimenzidjan
az iranyterének dimenzidjat értjiik. Az egydimenzids affin tereket affin egye-
neseknek, a kétdimenzidsokat affin sikoknak hivjuk.

1.2. Megjegyzések.
(1) Az affin tér most bevezetett fogalma Hermann WEYL (1885-1955) német
matematikustél szdrmazik, aki D. HILBERT és H. POINCARE mellett a
XX. szdzadi matematika egyik meghatdrozé egyénisége. Az (A2)-ben szerepld
relaciét szokas Chasles-reldcicként emliteni.

Hermann WEYL

(2) Leggyakrabban az R valds szamtest, illetve a C komplex szdmtest {616tti affin
teret fogjuk tekinteni, s ilyenkor valds, illetve komplex affin térrdl beszéliink. A
véges testek folotti affin terek érdekes kombinatorikai struktiriakhoz vezetnek.



(3) Tetszéleges (A, V, ®) affin tér esetén a ®(A, B) € V vektorra rendszerint a
kényelmesebb (és , kifejez&bb”) AB jelolést fogjuk hasznélni, s azt is mondjuk,
hogy az fTBE V vektor az (A, B) pontpar altal meghatarozott szabadvektor.
Ezzel az irdsmoéddal az affin tér definicidja a kévetkez6 alakot Olti:

Az A (nemiires) halmaz a K test folotti V' vektortérrel mint irdnytérrel
rendelkez6 affin tér, ha adva van egy affin struktirdnak nevezett

AxA—V, (AB)—AB  leképezés
eleget téve a kovetkez6 axiémaknak:
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(A1) Tetszblegesen rogzitve egy A € A pontot, minden v € V' vektorhoz létezik
egy és csak egy olyan B pont, hogy AB= v.

(A2) Barmely A, B,C € A esetén AB + BO=AC (Chasles-reldcid).

A Chasles-relacié

1.3. Lemma és definicié. Legyen V a K test {6lotti vektortér. A
O:VxV -V, (uv)r— ®(u,v) == v—u

leképezés affin struktira V-n, s igy a (V,V,®) hirmas affin tér. A & affin
strukturat a V vektortér természetes affin struktirdjinak nevezziik. Tehat:
minden vektortér affin tér énmagdval mint irdnytérrel és a természetes affin
struktirdval.

Bizonyitds.
(A1) Rogzitve egy a € V ,pontot”, tetszblegesen adott v € V' vektor esetén a
b:= a4+ v ,pontra”, és csakis erre, teljesiil a kivant

@::b—a:(a%—v)—a:v

Osszefiiggés.



(A2) Barmely a,b,c € V pont esetén

a\?-i—gc\:(b—a)—i—(c—b):c—a:a_c\.

Megjegyzés. A kovetkezOkben egy V  vektortér természetes affin
strukturdjara a — jelolést is fogjuk hasznélni. Ekkor:

— VXV =V, (u,v) — = v — u,

és a lemma értelmében (V,V, —) affin tér.

1.4. Lemma. Legyen (A, V, ®) affin tér.
(1) Tetszbleges A € A pont esetén az AA vektor a V vektortér zérusvektora.

(2) ¥(A,B) e Ax A: AB= — BA.
(3) Ervényes az tn. paralelogramma-szabdly: az AB=A'B' és az AA=BB
egyenléség ekvivalens.

A paralelogramma-szabély

Bizonyitds.

(1) A Chasles-reldcié alapjan tetszéleges B € A-ra

AA + AB=AB = AA=0.

2) AB + BA®14%0 - AB=_BA.
(3) Ismét a Chasles-reldciébdl indulva ki,

_N N\

AB=AA' + AB, AB=A'B' + B'B.



Ebbdl a két relaciébol E:H + A'B’ + B’B kovetkezik, ami ekvivalens
azzal, hogy

AB — AB'=AA' + BBZAA - BB,
s innen kozvetleniil adédik az 4llitas.

O

1.5. Definicié és lemma. Legyen (A, V, ®) affin tér, s rogzitsiink egy O € A
pontot. Az .
A—V, P+ ®p(P) :=0P

leképezés ((Al) értelmében) bijekciéja A-nak V-re, ezt az O-ra vonatkozd

helyzetvektor-megfeleltetésnek is hivjuk, s ekkor az OP vektort a P pont
(O-ra vonatkozd) helyzetvektoranak mondjuk. A helyzetvektor-megfeleltetés
segitségével az A halmaz vektortér-struktiraval ruhazhaté fel az

A+B:=C Y 0OA+0B=0C

Mi=A Y 0A=N0A (\eK)

el6irdssal értelmezett Osszeaddssal, illetve skaldrral vald szorzassal.

Ekvivalens médon:
A+ B:=35" (®0(A) + 0(B)),

M= 05" (Ao (A))

(A,B € A\ € K). Ha A-t ellatjuk ezzel a vektortér-struktirdval, akkor rd az
Ao jelolést (is) hasznaljuk, s azt mondjuk, hogy Ap az A affin tér O pontbeli
vektorizailtja.

Bizonyitds. Valamennyi megallapitds kozvetleniil adédik a megfelel6 de-
finiciokbal. O

Megjegyzések.
(1) Az Ao vektorizalt vektortér-struktirdja Ugy lett bevezetve, hogy a
®o: Ap — V bijekcid véljon izomorfizmussd Ap és V' kozott.
(2) Az 1.2.-ban mondottak szerint minden vektortér rendelkezik egy természetes
affin strukturaval. Megforditva, az imént latottak alapjan egy pont rogzitése
utdn minden affin tér tekintheté vektortérnek. Az igy adédé vektortér-struktira
azonban ,nem természetes”: fiigg a rogzitett pont kijelolésétol.
Ha affin térben egy fogalmat a tér egy vektorizaltja segitségével vezetiink be,
akkor mindig ellendrizni kell, hogy a fogalom fiiggetlen a vektorizalas médjatol.



1.6. Definicié. Tegyiik fel, hogy (A, V, ®) véges dimenzids affin tér. Ha O
egy pontja A-nak, B = (b;)?, pedig egy bazisa V-nek, akkor az (O, %) part
az affin tér egy affin koordinétarendszcﬂé\nek nevezzilkk. Egy P € A pont
(O, B)-re vonatkozd koordindtdin a pont OP helyzetvektordnak a % bazisra
vonatkozé koordinatait értjiikk. Ha tehdt OP= " | &b;, akkor P (O, %)-re
vonatkoz6 koordinatdi a (&, . .., &,) oszlopvektor tagjai.

1.7. Allitds. Tegyiik f6l, hogy (O, %) és (O',#') egyarént affin koor-
dindtarendszere az (A,V,®) affin térnek. Ha egy P pont (O, %)-re vonat-
koz6 koordinatai az X = '(&,...,&), (O, %')-re vonatkozd koordinatéi az
Y = (n,...,n,) oszlopmétrixot alkotjék, akkor érvényes az

Y =AX —0)

transzforméciés formula, ahol A a % bazisrél a B’ bézisra vald dtmenet métrixa
(A:=Pg_aw),b="B1,...,0,) az O’ pont (az ,1j origd”) (O, %)-re vonatkoz6
koordinatainak oszlopvektora.

Bizonyitds. Az (O, %B)-re, illetve (O', %#’)-re vonatkozé koordindtdk de-
finiciéja szerint

OP= i&b“ w: iﬁibm O'P= imb}
i=1 i=1

Ha A = (oj) € A, (K), akkor

~—

Jj=1

s igy
07 (st | =3 (S ) o
i=1 j=1 j=1 \i=1
A Chasles-reldcié alapjan

n

2 <Z Wﬂ) b, =0'P=0P — 00'= 3 (& ~ )b,

j=1 \i=1 j=1
amibél .
Zag‘mizﬁj—ﬂj, (I1<j<n)
=1
kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy AY = X —b; innen, megszorozva mindkét oldalt
A~ lgyel a kivant Y = A71(X — b) reldcié adédik.
O

1.8. Definicié. Legyen (A,V,®) affin tér. A-nak egy nemires B
részhalmazat affin altérnek nevezziik, ha van olyan A pontja a B-nek, hogy
az

{APe V|Pe ]B} = 3 ,4(B)



vektorhalmaz altere a V irdnytérnek. Megallapodunk abban, hogy az tires hal-
maz szintén affin altere A-nak.

1.9. Lemma. Ha B nemiires affin altere az (A, V, ®) affin térnek, akkor egy
és csak egy olyan U altere 1étezik V-nek, hogy

VBeB: {ﬁ?ewpelﬂa}z%(ﬁ):u
illetve, ekvivalens médon, hogy B = @gl (U). A B affin altér maga is affin tér,
amelynek irdnytere U, affin strukturdja ® [ B x B.

Bizonyitds. Ha B # () affin altér, akkor a definicié értelmében van olyan
A € B pont, hogy

u::@A(B):{ﬁGV\PeB}
altere V-nek. Azt kell csupdn ellendrizniink, hogy tetszbleges B € B pont esetén
®p(B) =U. Ez igen egyszeri:
dp(B) = {BTDEV|PEIB%} 42 {ﬁﬁ-ﬁeV\PeB}:

:ﬁ+{ﬁeV|PeB}:E\4+u:u,

mert U = ® 4 (B) és B € Bmiatt ABe U = BA=— ABel.
O
1.10. Allitas. Legyen (A, V, ®) affin tér. Megadva egy U C V alteret és egy

A € A pontot, 1étezik egy és csak egy olyan affin altere A-nak, amely tartalmazza
az A pontot, s amelynek irdnytere az U altér.

Bizonyitds. Ha B U iranytert affin altér és A € B, akkor 1.9. figyelem-
bevételével

qul(U):{PeAmA(P)eU}:{PeMﬁeu},

B tehat egyértelmiien meghatarozott.
Megforditva, ha U és A megaddsa utdn B-t az iménti formuldval definidljuk,
akkor a kivant affin alteret kapjuk.

O
1.11. Definicié. Egy affin altér dimenzidjan az irdnyterének dimenzidjat
értjiik. A 0—, 1—, illetve 2—dimenzids affin altereket pontoknak, egyeneseknek,

illetve stkoknak hivjuk. n(> 1)-dimenziés affin tér (n—1)-dimenziés affin altereit
hipersikokként is emlitjiik. Az ires affin altér (—1)-dimenzios.

Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy B 0-dimenziés affin altere (A, V, ®)-nek. Ek-
kor B irdnytere a {0} C V altér, s ha A € B, akkor az elébb ldtottak szerint

B =3 ({0}) = {P ¢ A |APe {0}} = {4}



(hiszen adott A.Pont esetén (Al) és 1.4.(1) alapjdn A az egyetlen olyan
pont, amelyre AA= 0). Ily médon a 0-dimenzids affin alterek A egyelemi
részhalmazai, amelyek azonosithaték A elemeivel. Jogosan hasznaltuk tehat a
0-dimenzids affin alterekre a ,,pont” elnevezést.

1.12. Lemma és definicié. Legyen B k(> 1)-dimenziés affin altere az
(A, V,®) affin térnek. Rogzitve egy O € A pontot, s megadva B-nek egy
(A, (v;)k,) affin koordindtarendszerét, B pontjainak (és csakis ezeknek) az O-ra
vonatkozo helyzetvektorai egyértelmien el6allithaték

k
(1) OP=0A+Y Xvi  (M,...,\ € K)

i=1
alakban. Ha specidlisan az affin altér az A pontot tartalmazé egyenes, illetve
sik, akkor pontjainak helyzetvektoraira az

(2) OP=0A +M, e K;
illetve
(3) (TP:O—A/J +A1v1 + Aava

kifejezést kapjuk. Azt mondjuk, hogy (1), (2), illetve (3) a tekintett affin altér,
egyenes, illetve sik egy paraméteres elddllitisa. Egyenes esetén a v # 0 vektort
(és Z(v) minden nemzérus vektorat) irdnyvektorként emlitjik.

Bizonyitds. P € B ‘& ﬁe u & (OTD — 54) € U =: B irdnytere

k
& I, M EK: OP-0A=) \v;

=1

k
OP=0A +ZAM; M,..., s € K.
=1

d

1.13. Megjegyzés. Megtartva a lemma jeldléseit, tegyiik fel, hogy az A
affin tér n-dimenzids, s legyen & = (b;)"_, egy bazisa V-nek. Ekkor

TP: En:gibi, 071: zn:aibi, v = zn:Vjibz‘ (1 S] < k‘)
i=1 =1 =1

rhaté, és az (1) relacié azt adja, hogy

n n k n k
Zfibi = Zaibi + Z Aj (Z Vjibi> = Z a; + Z Ajvji | bi,
=1 =1 Jj=1 Jj=1

=1 =1

3

ahonnan
L=+ v+ A
(4) :

gn :an+>\1yln+"'+)\kykn



Megallapithatjuk, hogy egy P pont, amelynek az (O,%) affin koor-
din4tarendszerre vonatkozé koordinatdi a *(£y, ..., &,) oszlopmétrixot alkotjdk,
akkor és csak akkor illeszkedik a B affin altérre, ha 1éteznek olyan Ap,..., Ag
skalarok, hogy (4) teljesiil. Erre tekintettel azt mondhatjuk, hogy az

T = o1+ M+ A

xn:an+)\1yln+"'+>\kykn

relacick (ahol zy,...,x, mar puszta szimbélumok) a B affin altér paraméteres
elddllitdsanak koordindtakifejezései az (O, %) affin koordindtarendszerre vonat-
kozGan. Specidlisan az A ponton dtmend, v = > 1 | v;b; irdnyvektori egyenes
esetén az

T =01+ A, ., Ty = Qg+ Ay, (A€ K)

koordinétakifejezéshez jutunk. Ha dim A := dim V' = 3 és a
U=V1b1 +V2b2 -f-l/gbg7 w=w1b1 +’U)2b2+ﬂ)3b3

vektorok linedrisan fiiggetlenek, akkor az A pontra illeszked6, £ (v, w) irdnyter(i
sik paraméteres eldallitasanak koordinatakifejezése

1 = a1 + Ay + pwy
To = o + Ao + piws (M peK)
T3 = ag + Avg + pws

alaku.

1.14. Példak.

(1) Egy vektortér természetes affin struktirdjdra nézve az affin alterek a linedris
sokasagok és csakis ezek.
Valéban, tekintsiink egy, a K test f6lotti V' vektorteret, ellatva a

@:VXVHV, ('U;,’U)I—)@(’U,”U)ZUA’U::U—U

természetes affin strukturdaval. Az iires halmaz definicié szerint affin altér és
linedris sokasag is. Ha B nemiires affin altere V-nek, amelynek egy pontja a és
az irdnytere U, akkor

B=0,'U)={veV|,(v)eU}={veV |v—aclUl=a+U

(ismert ugyanis a linedris algebrabdl, hogy v —a € U < v € a +U).
Ezzel belattuk, hogy B linearis sokasaga V-nek, mégpedig irdnyterének egy
tetsz6leges B-beli vektorral képzett eltoltja - s a megforditas is vilagos.

(2) Affin térben egy ponthalmazt kollinedrisnak mondunk, ha elemei egy egye-
nesre illeszkednek; komplandrisnak neveziink, ha elemeit egy (kétdimenzids) sik
tartalmazza. Barmely két pont kollinearis, mégpedig bdrmely két pontra egyet-
lenegy egyenes illeszkedik. Tekintsiikk ugyanis az (A, V, ®) affin térben az A # B

pontokat. Ekkor v ::E;ﬁ 0, igy U := Z(v) 1-dimenziés altere V-nek.
L=, U) = {PeA|0a(P) ety = {Per|APeU} =

={PealAP=2AE (e K)}



egyenes, amely mind az A pontot (A := 0 vélasztassal), mind a B pontot (A :=1
vélasztassal) tartalmazza. Ha m tovabbi, A-ra és B-re illeszkedd egyenes, akkor

AB benne van m iranyterében, amely ily médon csakis az U altér lehet, s igy
1.10. alapjan kovetkezik, hogy m = 1.

Az A # B pontokra illeszked6 egyetlen egyenest a tovabbiakban t6bbnyire E—
vel jeloljiik.

1.15. Lemma. Affin alterek tetszéleges csaladjdnak a metszete is affin altér.

Bizonyitds. Legyen (A;),.; az (A, V, ®) affin tér affin altereinek egy csalddja.
Ha (N);c; A; = 0, akkor a metszet definicié szerint affin altér.
Tegyiik fel, hogy A € (., A;. Ekkor (1.9. értelmében)

Viel: Mi:zéA(Ai):{ﬁeV|PeAi}
altere V-nek. A linedris algebrabdl jol ismert médon U := [, ; U; szintén altér,
Bi= ;') = {Pea|dPeu}

pedig affin altere A-nak. Alh’tjuk, hogy B = (;c; Ai.
Valéban, ha P € B, akkor AP€ U = (., U, s igy
Viel: AP=®&,(P)elly = Viel: Ped;'U)=A,.

Megforditva, P € (), A; esetén

Viel: Peh=0,'() = Viel: AP=d,4(P)cl;
= ﬁeﬂuizu = PeB.
el

O

1.16. Kovetkezmény és definicié. Egy affin tér barmely S
részhalmazdhoz létezik (egyetlenegy) legsziikebb, S-et tartalmazé affin altér,
mégpedig az S-et tartalmazo6 Osszes affin altér metszete. Ezt az affin alteret S
affin burkdnak nevezziik, s rd az (S) jelolést hasznaljuk. Azt is mondjuk, hogy
az (S) affin alteret az S halmaz generdlja.

Példa. Ha A és B egy affin altér kiilonboz6 pontjai, akkor ({4, B}) —4B.

1.17. Definicio.

(1) Egy affin tér két affin alterét pdrhuzamosnak nevezziik, ha megegyezik az
irdnyteriik. Minden affin alteret parhuzamosnak mondunk énmagaval.

(2) Egy affin tér egy L affin altere gyengén pdrhuzamos egy M affin altérrel,
ha L iranytere altere M iranyterének.



Megjegyzések.
(1) Ha az L affin altér padrhuzamos az M affin altérrel, akkor a szokdsos L||M

jelolést hasznaljuk; ha L gyengén parhuzamos M-mel, akkor azt irjuk, hogy
LM .

(2) A parhuzamossag ekvivalenciareldcié az affin alterek halmazin. Véges di-
menzids affin altereket tekintve, L||M esetén dim L = dim M, ha pedig L {|M ,
akkor dim L < dim M.

4

elf,edls, f(s

1.18. Allitas. Legyen L és M affin altere az (A, V, ®) affin térnek.
(1) Ha L||M, akkor L = M vagy LN M = .
(2) Ha L(|M , akkor L C M vagy LN M = (.

(3) L{|M akkor és csak akkor teljesiil, ha M tartalmaz L-lel padrhuzamos affin
alteret.

(4) Megadva az affin tér egy P pontjat, létezik egy és csak egy P-re illeszkedd,
L-lel parhuzamos affin altér.

(5) Ha L||M és dim L = dim M = k, akkor létezik olyan legfeljebb (k + 1)-
dimenziés affin altér, amely mind L-et, mind M-et tartalmazza.

(6) Ha A véges dimenzids, L és M hipersikja A-nak és LN M = (), akkor L|| M.

Bizonyitds.
) Legyen L és M kozOs irdnytere U. Ha LN M # (), akkor kivalasztva egy

€ LN M pontot, 1.9. alapjan L = &,*(U) és M = &' (U) irhatd, tehat
=M.

) Megtartva az (1) pont jeldléseit, ha LN M # () és U C V, akkor ' (U) C
21 (V). Ebbél pedig L € M kovetkezik.
) L

(1
A
L
(2
P
(3) Legyen L irdnytere U, M irdnytere V. Ekkor

L=%o"U) (Ael), M=&; (V) (BeM)

irhaté. Ha L (|M , akkor U C V, és az L' = &' (U) affin altér parhuzamos L-lel,
s benne van M-ben.
Megforditva, tegyiik fel, hogy L' C M és L'||L. Ekkor L'-nek is U az irdnytere,

10



segy B € L' C M pont segitségével L' = &' (U) frhaté. Igy az L' © M relécié
azt adja, hogy ®5'(U) C @5 (V), amibél U C V kovetkezik; tehat L (| M .
(4)HaL=&,"(U) és L' = &' (U), akkor L' P-re illeszked§ affin altér, és L'|| L.
Mivel a keresett affin altér irdnytere csakis az U altér lehet, s tartalmaznia kell
a P pontot, az egyértelmiiség is vilagos.

(5) Legyen ismét L = &, (U), M = &5 (U). Ha V az AB vektor és az U altér
altal generdlt altér, akkor

v =2 ({AB) o) = # (2 (AB) uu) = 2 (1B) +u

(hiszen két altér Gsszege éppen az unidjuk altal generalt altér). fgy az alterek
Osszegére vonatkozd Grassmann-féle dimenzié-tétel alapjan

dim Y = dim (z (E) +u) _
= dim (.,zﬂ (E)) +dim — dim (.z (E) mu) <
< dim (g (,TB)) FdimU <k 4+ 1.

Ha S := &, (V), akkor ily médon S (k+1)-dimenziés affin altér. Ez tartalmazza
L U M-et, ugyanis

LUMCS & o Uudz'U)cd*(V) =
& UU(Raodz'U)CV <
o uu(ﬁ%l)cv,

s ez utébbi tartalmazas )V jelentésére tekintettel nyilvanvaléan igaz. Fel-
hasznaltuk, hogy R
®4 005 (U) =AB +U.

Ez a kbvetkezéképpen adédik: ha u € U éséd);%u) — P, akkor u =BP, s igy
4 0@, (u) = ®4(P) =AP=AB + BP=AB +u .

(6) Az egyszerliség kedvéért foltehetjiik, hogy A a természetes affin struktirdval
ellatott V' véges dimenziés vektortér. Ekkor L a+U, M pedig b+ alakd linearis
sokasdga V-nek (1.14.(1)), ahol dim¥ = dim V = dim V — 1. Okoskodjunk most
indirekt médon! Ha L f|M, akkor U # V), és igy U + V = V kovetkezik (hiszen
példaul U C V esetén U tetszbleges bazisa alkalmas V-beli vektorral V' bazisdva
egészithetd ki). Igy van olyan u € U és v € V vektor, hogy u — v = b — a. Ekkor
a+u=b+veLNM,ami ellentmondés.

O

1.19. Kovetkezmény. Megadva egy nem egyponti affin térben egy pontot
és egy egyenest, létezik egy és csak egy olyan egyenes, amely illeszkedik a pontra
és parhuzamos az adott egyenessel.

Megjegyzés. A most megfogalmazott tulajdonsigot az affin geometria szin-
tetikus felépitése esetén axiémaként irjuk eld, ez az un. affin pdrhuzamossdgi
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azidma. Lathatjuk, hogy az affin tér - s6t valéjdban a vektortér - definicidjdba
az affin parhuzamossagi axioma ,,bele van kédolva”.

1.20. Lemma. Legyen L = &' (i) és M = &' (V) affin altere az (A, V, ®)
affin térnek. L-nek és M-nek akkor és csak akkor van koz0s pontja, ha ABe
u+v.

Bizonyitds. Tegyiik fel elészor, hogy L N M # (), s legyen P kozds pontja
L-nek és M-nek. Ekkor

Pel = AP=ucl, PeM = BP=veV,

AB=AP + PB=AP — BP=u—velU+V.
Megforditva, tegyiik fol, hogy /TBE U + V. Ekkor
E:u—v; ueld,veV

irhaté. (Al) értelmében létezik egyetlenegy olyan P € A pont, hogy AP= u.
Ekkor P € L. Mivel AB=AP —uv, s ennélfogva

v =AP — AB=BP,

kovetkezik, hogy P € M is fennall; tehat L N M # 0.

2. Affin kombinacidk, affin fiiggetlenség, affin bazis

Megjegyzés. Egy vektortérbeli linedris kombinaciét affinnak nevezziik, ha
egyiitthatéinak Osszege 1.

2.1. Lemma és definicié. Legyenek 4, ..., A; egy (A, V, ®) affin tér pont-
jai. Haegy P € A ponthoz van olia\n 0] eﬂont, hogy a P pont O-ra vonatkoz6
helyzetvektora el6allithaté az OAy,...,OAy vektorok affin kombindcidjaként,
akkor ez a tulajdonsig barmely O € A pontra fenndll. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy a P pont affin kombindcidja az Ay, ..., Ax pontoknak.

Bizonyitds. Tegyiik f6l, hogy

k
OP=> X 04; M+ +X=1

=1
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Legyen O’ tetszbleges tovabbi pontja A-nak. Ekkor

— —_ N k —_— k —_—
NP
= Z AZ (O/O + OA/L) - Z >\’L' O/A’U
i=1 i=1

tehat a P pont O’-re vonatkozé helyzetvektora el6all az O’ Ay, ..., 0" Ay vekto-
rok affin kombinacidjaként.

O

2.2. Allitas. Egy affin tér egy nemiires részhalmaza akkor és csak akkor
affin altér, ha tetszdleges véges pontsorozataval egyiitt annak minden affin kom-
binacidjat is tartalmazza.

Bizonyitds. Az affin kombindcié fogalma vektorizalds segitségével lett beve-
zetve, de az elérebocsatott lemma értelmében fiiggetlen a vektorizalas mdodjatdl.
fgy az altaldnossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy a vizsgalt affin tér egy V
vektortér, ellitva a természetes affin struktiraval. Ekkor - mint tudjuk (1.14.(1))
- az affin alterek éppen V linearis sokasdgai.

(1) Tekintsiik elészor V-nek egy L = a + U linedris sokasigat. Legyenek
ai,...,ar L tetszoleges pontjai, A\, ..., A\ € K pedig 1 6sszegl skalarok. Ekkor
a;=a+u;, u €U (1<i<k)irhaté, és

k k
Z Aia; = Z Aia 4 u;) =
i—1 i1

k k k
:Z)\ia—FZ/\iui :a+Z)\iui ca+U,
=1 =1 =1

tehat L tartalmazza barmely véges pontsorozatinak affin kombindcidit.

(2) Megforditva, tegyiik fol, hogy egy nemiires L C V ponthalmaz rendelke-
zik az allitasbeli tulajdonsiggal, azaz ,zart az affin kombinacidk képzésére”.
Kivélasztva egy tetszoleges a € L pontot, megmutatjuk, hogy

U=L—-a={v—acV]|vel} altere V-nek.

Ehhez elegend6 azt ellendrizni, hogy U zart a linedris kombindcidk képzésére.
Legyenek u; = v1 —a,...,ur = v — a U tetszbleges elemei, A\1,..., \x € K
pedig tetszoleges skalarok; legyen tovabba Apy1 :=1— Zle Ai. Ekkor

k k
a—i—Z)\iui = 1a+2)\i(vi —a) =
=1 =1

k k k k
= /\kHa—i—Z)\ia—{—Z)\ivi—Z)\ia: Z)\ivi—F)\kHa eL,
i=1 =1 =1 =1

hiszen a Zle AV + Ag+1a pont a  vi,...,vk,a  L-beli pontok affin
kombinacidja, s igy a feltétel értelmében L-be tartozik. Az a + Zle Aiu; € L
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relacié ekvivalens azzal, Zle Aiu; € L — a — s ezt kivantuk belatni. Ily médon
U = L — a valéban altér, kovetkezésképpen L = a + U linedris sokaség.

O

2.3. Allit4s. Egy affin térbeli nemiires halmaz affin burka megegyezik a
halmaz pontjaibdl képezhet6 sszes affin kombinaciék halmazaval.

Bizonyitds. Tekintsiik az (A, V, ®) affin tér egy S # 0 részhalmazit. C(.5)-

sel jelolve az S pontjaibdl képezhetd Gsszes affin kombinaciék halmazat, azt kell
megmutatnunk, hogy C(S) = (S).
Az el6z6 allitasbodl azonnal adddik, hogy C'(S) C (S), hiszen (S) affin altér, s igy
zért az affin kombindciék képzésére. A forditott irdnyu tartalmazds igazoldsdndl
foltehetjiik, hogy A = V, ellatva a természetes affin strukturaval. Jegyezziik
meg, hogy affin kombinécidk affin kombinécidja az eredeti pontoknak is affin
kombinédcidja. Valéban, tekintsiink V-ben egy

k k
U:Z)\ﬂ)i, Z)\Z:].
=1 =1

affin kombindciét, s tegyik f6l, hogy Vi € {1,...,k} : T
ki ki
Zj:l i Wi, Zj:l pij = 1. Ekkor

k k?i k k?'i
U= N D pigwy =D Nkt
=1 7j=1

i=1 j=1

s ez a kombindcié affin, hiszen

k ki k ki k
D ITIED WO FUES S
i=1  j=1 i=1

i=1 j=1

Eszrevételiinkbl kovetkezik, hogy C(S) zért az affin kombinécidk képzésére,
{gy - ismét az el6zd allitds értelmében - C(S) is affin altér. S C C(S) (hiszen
minden s € S tekinthetd egy 1- s alaku affin kombindciénak), kdvetkezésképpen
(S) € C(S) (mivel egy halmaz affin burka benne van a halmazt tartalmazé
minden affin altérben). Ezzel a bizonyités teljes.

O

2.4. Allitds. Egy affin tér egy részhalmaza akkor és csak akkor affin altér,
ha barmely két pontjaval egyiitt azok affin burkat, vagyis a pontokra illeszked6
egyenest is tartalmazza.

Bizonyitds. Az affin alterek a 2.2. és a 2.3. allitds alapjan rendelkeznek a
mondott tulajdonsiggal. A megforditds igazolasinal most is tekinthetiink egy
V vektorteret, amely el van latva a természetes affin struktdraval.

Legyen L olyan részhalmaza V-nek, amely tartalmazza barmely két pontjanak
minden affin kombinéciéjat. Foltehetjik, hogy L legalabb kételemi, ellenkez6
esetben ugyanis nincs mit bizonyitani. Kivélasztva egy tetszéleges a € L pontot,
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miként 2.2. igazolasakor, most is azt mutatjuk meg, hogy U := L — a altere V-
nek.
Legyen uy,us € U tetszoleges.

(1) uy és us felirhato
uy = v —a, illetve us = vy — a; v1,V2 € L
alakban. TetszOleges A € K skalar esetén
() A=Nu+ru=0-N(vi—a)+XMve—a)=1—-Nvi+AXve—a €U

hiszen a feltétel miatt (1 — A)vy; + Ave € L. Specidlisan u; := 0 vélasztdssal az
kovetkezik, hogy

VAe K,\Vuy €U 1 dug €U,
U tehat zdrt a skaldrral valé szorzdsra nézve.
(2) Mivel K-ban 1+ 1 # 0, van olyan « € K, hogy o ¢ {0,1}. Ha a; :=
as := i'U,Q, akkor el6z6 megallapitasunk szerint ay,as € U, s {gy (x) alapjan

1
l—aul’

upt+us=(1—-a)ag +aay €U

is teljesiil, azaz U az 6sszeaddsra nézve is zdrt.

U nyilvédnvaléan nem iires (0 = a—a € U), igy az (1)-ben és (2)-ben mondottakra
tekintettel altér, s ennélfogva L = a + U lineéris sokasdg, vagyis affin altér.

O
Megjegyzés. Ha megengednénk, hogy K-ban 1+ 1 = 0, s ezért a test
kételemt, akkor az allitds érvényét veszitené. Kételemii test f6lotti affin térben

ugyanis minden egyenes kételemii, s ezért az allitasbeli feltétel semmit nem
kovetelne a vizsgdlt részhalmazrél.

2.5. Allitds és definicio. Legyenek Ag, A1,..., Ak egy (A, V,®) affin tér
pontjai. A kovetkezé feltételek ekvivalensek:

(1) A pontok egyike sem allithaté elé a tébbi affin kombinécidjaként.

(2) Ha valamely O € A pontra és Ao, Ay, ..., A\ € K skaldrokra 325 A, = 0
és 3% oA OA;= 0, akkor A\g = A\; = --- = X, = 0.

(3) AgAq, AgAa, ..., AgAy linedrisan fiiggetlen vektorok V-ben.
(4) dim <{A0, Al, ey Ak}> =k.

Az Ag, Ay, ..., Ax pontokat affin értelemben fliggetleneknek, roviden fiigget-
leneknek nevezziik, ha eleget tesznek az (1)-(4) feltételek valamelyikének (s
ezért barmelyikének). Egy affin tér egy véges pontsorozatat (affin értelemben)
fliggének mondjuk, ha nem fiiggetlen.

Bizonyitds.
(1) = (2) Indirekt médon okoskodva tegyiik fel, hogy a skaldrok valamelyike
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nem zérus, mondjuk Ay # 0. Ekkor létezik az /\io reciprok, és a Z?:o A OA=0
relaciébdl azt kapjuk, hogy

OAp=) <—A> OA; .

i=1 0
Folhasznélva, hogy Zf:o Ai = 0, a jobb oldalon fellépd egyiitthatdk Gsszegére
azt kapjuk, hogy

k

oo 1 1
;— :)\—OZ(—/\i):)\—O)\Ozl.

0 =1

>

Ez azt jelenti, hogy Aq affin kombinaciéja a tObbi pontnak, ellentétben fel-
tevésiinkkel.

(2) = (3) Tegyik fol, hogy A\ AgA1 +- -+ Ax ApgAr= 0, s legyen Ay :=
- Zle A O pont gyandnt az Ay pontot valasztva, O Ag=AgAg= 0 figyelem-
bevételével azt kapjuk, hogy

Ao OAg +X1 OAy -+ Xy OAg= M\ AgA1 +--- + A AgAr= 0,

amibdl Zf:o A; = 0 miatt a feltétel alapjan Ay = Ay = -+ = A\ = 0 kovetkezik,
ami az (AoAl, cee AoAk> vektorrendszer linedris fiiggetlenségét jelenti.

(3) = (4) Hald := & (AOAl, . ,AoAk), akkor ({Ao, A1,..., Ag}) = @31 (),

s igy dim ({Ag, Ay,...,A}) = dimi = k, hiszen (AoAl,AoAg ...,AoAk)
linearisan fiiggetlen generatorrendszere, tehat bazisa /-nak.

(4) = (1) Tegyiik fel, hogy allitdsunkkal ellentétben a pontok valamelyike,

mondjuk Aj, affin kombinicidja a tébbinek. Ekkor, az O := Ay origo-
valasztassal élve az O Ay vektor linearisan kombindlhaté az OAs, ..., OAy vek-

torokbol. fgy az OA;,OAs, ..., OA vektorrendszer linedrisan fiiggd, s ezért

dim ({Ag, Ay, ..., Ay} = dim & (AoAl,AoAg ...,AoAk.) -
:dimg(@,...,OAk) <k-1
ami ellentmondas.

O

2.6. Definicié. n-dimenziés affin tér affin bdzisan (n + 1)-tagu, affin
értelemben fiiggetlen pontsorozatot értiink.

2.7. Kovetkezmény. Ha (4;)_, affin bazisa az (A, V, ®) affin térnek, akkor

M (4, (44)”

=1

) affin koordindtarendszere (A, V, ®)-nek;

(2) a tér minden pontja egyértelmien eléallithaté az Ag, Ay, ..., A, pontok
affin kombinacidjaként.
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Bizonyitds.
(1) Az affin fliggetlenség miatt 2.5. értelmében az (AoAi> vektorsorozat
=1

linedrisan fiiggetlen vektorrendszere, s igy - 1évén n-tagi - béazisa az irdnytérnek.
(2) Tekintsiink egy tetszbleges P € A pontot. Az (1)-ben mondottak szerint az

—_

Ay P vektor egyértelmiien eléallithato

mZZAiAoAi (My.. s A € K)

i=1

alakban. Legyen A\g :=1— 3" A;. Ekkor

n
AoP= o AgAg +A1 AgAy + -+ Ay AgAp= D" N Ag 4,
i=0
frhaté, s itt Y., A; = 1, P tehdt megkaphaté a tekintett pontsorozat affin
kombindcidjaként.
Az egyértelmiiség igazolasa céljabdl rogzitsiink tetszélegesen egy O € A pontot,
s tegyiik fel, hogy a P pont O-ra vonatkozé helyzetvektorara

OP= Xn: A OA,, zn: Ao=1
1=0 1=0
és

ﬁ):iﬂim7 Zuizl

i=0 i=0
egyarant fenndll. Ekkor
D Ni— ) OA4i=0, Y (N~ ) =0,
1=0 1=0

amibél az affin fliggetlenség 2.5.(2) tulajdonsiga alapjan \; = p;, 0<i<n
kovetkezik.

O

2.8. Lemma és definicié. Legyen [ egyenese az (A, V,®) affin térnek, s
tegytk fel, hogy A és B [l kiilénb6z6 pontjai. Tetszoleges P € |\ B ponthoz
létezik egy és csak egy olyan A € K skalar, hogy

AP=\PB.

Ezt a A skalart (ABP)-vel is jeloljiik, s azt mondjuk, hogy (ABP) a P pont
A-ra és B-re vonatkozd osztdviszonya. A X = (ABP) osztéviszony segitségével
a P pont tetszéleges O pontra vonatkozo6 helyzetvektora az
. OA+)\OB
OP= u
14+ A
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alakban allithato el6. Ha a P pont A-bdl és B-bdl val6 affin kombindlasakor
fellépo egyiitthatok a és 3, akkor

(ABP) = é
a
Bizonyitis. | = ({A,B}) 1-dimenziés affin tér, amelynek irdnytere

U =< (E). P # B esetén 0 £PBe U, igy U = .ZLP_B\) frhat6, kovet-

kezésképpen az /ﬁ?e U vektor egyértelmiien eléallithaté AP= A P_B\ (M€ K)
alakban. Vélasztva egy O € A origét, AP=0OP — OA, PB=0OB — OP irhato,
igy OP — OA= A (OB - OP), ahonnan

_. OA+AOB
="
0 1+

Ez azt is jelenti, hogy a P pont A-bdl és B-bdl valé affin kombinaldsakor fellép6
egyiitthatok o = l-i%\ és 3= H%\; ezek hanyadosa g =\ = (ABP).

O

3
.

4 B P

(ABP) = 3, illetve (ABP) = —3

2.9. Allitas (az osztdviszony elemi tulajdonsdgai). Legyen adva az (A, V, ®)

affin tér egy | = ({A, B}) egyenese. Ekkor:
1) VPel:  (ABP)# —1.

2) VAe K\{-1}: 3Pel: (ABP)=\

(1)
(2)
(3) (ABP) = (ABQ) = P=qQ.
(4) VPel\{B}: (ABP)(BAP)=1.

(5) Ha C €1\ {A, B}, akkor (ABC)(BCA)(CAB) =1.

(6) Ha P,Q, R, S [ kiilonbozd pontjai, akkor (PQS)(QRS)(RPS) = —1.

Bizonyitds.
(1) Ha (ABP) = —1 teljesiilne valamely P € [\ (B)-re, akkor a 2.8. definicié
értelmében N N N
AP=-PB & AP=BP & A=B
kovetkezne, ami lehetetlen, hiszen A # B.
(2) Legyen A € K \ {—1}. Rogzitve egy O € A origdt az

. OA+AOB
p= T2
0 1+ A
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képlet egyetlen P € [\ {B} pontot hatdroz meg, igy a (2) tulajdonsig is igaz.
(3) Ha (ABP) = (ABQ) := ), akkor
. OA+\0OB —

P—i
0 14+ 0Q,

igy (2) miatt P = Q.
(4) (ABP)(BAP) = 1 igazolasdhoz elég beldtni, hogy ha (ABP) = A, akkor
(BAP) = +

5P OA+/\OB_ LO0A+iA0OB LOA+OB
1+ F(1+ ) T+1

amelyb8l (BAP) = 1 adédik.

(5) Legyen (ABC) = )\, azaz 0C= O“ﬁ_# (rogzitett O origé mellett).
Kiszamitjuk a (BCA) és (CAB) osztéviszonyokat A felhasznalasaval:

. _. _. _1\5C+0B
OA=(1+)) OC —\ OB= —2——
_X
OB (1+)) OC — OA oC — o OA
A A
1+
fgy (BCA) = —42, (CAB) = — 15 és

(ABC)(BCA)(CAB) = A - (-A) : <_m> =1

(6) Legyen (PQS) = A és (RPS) = u, O € A pedig egy rogzitett origé. 0S=

% -bél OQ kifejezhetd. OQ t a masodik osztéviszonyba helyettesitve

55 0Q +1OR _ %osﬁo +1 OR
1+ p 14+p

adédik. Ezt rendezve az aldbbit kapjuk:

_. A OR-0OP OR —5. OP
0S= = h
M S

Tehat

(PQS)(QRS)(RPS) = A- 1 - ( ;ﬂ) -1

2.10. Definicid. Legyen adva az (A,V, ‘I>) affin tér pontjainak egy (Ai)fzo,
a K rendezett test elemeinek pedig egy (ul) _ sorozata. Az (A;, j1;) rendezett
parokbdl képzett (A;, Mz)f:o sorozatot swulyozott pontrendszernek nevezziik, ha
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ZZ oti # 0, s ilyenkor a pu; skaldrokat silyokként emlltJuk Egy S pontot a
sulyozott pontrendszer sulypontjanak mondunk, ha Z =0 i SA = 0. Amennyi-
ben - specidlisan - a silyok mindegyike 1, igy a ZZ 0 SAl— 0 feltételnek eleget
tevé S pontot az (Az)f:o pontrendszer sulypontjinak nevezziik.

2.11. Allitds. Minden silyozott pontrendszernek egyértelmiien létezik

silypontja. Az (A, ,ui)fzo (Zf:o Mi;zéO) sulyozott pontrendszer S

sulypontjanak tetszoleges O pontra vonatkozd helyzetvektorit az
k —_
Zi:o Hiq 04,

k
Zi:o 1223

0S=

formula adja.

Bizonyitds. Alapulvéve egy (A,V,®) affin teret, tekintsiik az (Ai,,ui)fzo
silyozott pontrendszert. Kijelolve egy O € A origdt, definidljunk ((A1) alkal-

mazasaval) egy S pontot az

k —_
(TS':: Zizok,ui OA;
Ei:o i
eléirdssal. Ekkor az S pont az Ag,...,Ar pontok affin kombindciéjaként
keriil el6allitasra, tehdt 2.1. értelmében jo6l definidlt: fliggetlen az origé

megvalasztiasatol. Ez az S pont eleget tesz a silyponttal szemben tamasztott
kivanalomnak:

k — k — — k Zk i OT
> wi SAi= Y i (04; - 05) = Zﬂz OA,; —<Z ) 2o MO8,
i=0 i=0 i=0 D io Mi

Tegytik 6l, hogy egy tovabbi S; pont is rendelkezik a Z?:o 1 S1A;= 0 tulaj-
donséggal! Ekkor

o_zm(SA _ 54 ) ZM(SA +A51):<§m>§§

amibél Zf:o w; 7 0 feltétel miatt 551: 0, innen pedig (A1) és 1.4.(1) alapjan
S = 5; kovetkezik. Ezzel a stulypont egyértelmiiségét is igazoltuk.

O

Megjegyzés. Kozvetleniil lathaté, hogy ha A\ nemzérus skalar, akkor az
((Ag, Apo), (A1, Apir), - -+, (Ag, Aug)) silyozott pontrendszer silypontja meg-
egyezik az ((Ao, o), (A1, 1), ..., (Ag, 1)) rendszer silypontjival. Specidlisan
(A;)k_, stilypontja megegyezik minden olyan (A;, \)¥_, silyozott pontrendszer
silypontjaval, ahol \ # 0.

2.12. Allitas (a sulyok csoportosithatdsdgi tulajdonsdga). Ha egy stlyozott
pontrendszer tagjait diszjunkt csoportokba osztjuk Ugy, hogy az egyes csopor-
tokban a silyok 6sszege nem nulla, majd mindegyik csoport sulypontjat ellatjuk
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a csoportban szereplo stlyok 6sszegével mint stllyal, akkor a stlypontokbdl nyert
silyozott pontrendszer silypontja azonos az eredeti rendszer silypontjaval.

Bizonyitds. Tekintsiik az
(Aij, piz); 1<i<l; 1<j<k
sulyozott pontrendszert, s osszuk ezt az

((Ailmu’il)a (Ai27,ui2)7 ceey (Alkn.uzkh)) ; 1 S { S l
csoportokba 1gy, hogy

k;
MiZZM]‘#O ; 1<i<li

Jj=1

teljestljon. Ha S; az i-edik csoport sulypontja, akkor

Legyen S az (S;, u;)_, silyozott pontrendszer silypontja! (Mivel 22:1 Wi =
l-_ ]?i_ i+ # 0, S-rél értelmesen szélhatunk.) S és S; definicidja alapjan
Doim1 2oje Mij # 0, ja alap]

U ks
0= Sgl_zmw S5y 54,
i=1 i=1 Zg 1 Mij i=1 j=1

adodik, ami azt jelenti, hogy S az eredeti rendszernek is sulypontja.

d

2.13. Definicié. n-dimenziés affin térben n + 1 szdmd, affin értelemben
fiiggetlen pont alkotta ponthalmazt n-dimenziés szimplexnek, réviden n-
szimplexnek neveziink, s a pontokat ilyenkor a szimplex csicsainak hivjuk.
Specidlisan a kétdimenzids szimplexeket hdromszégeknek, a haromdimenzids sz-
implexeket tetraédereknek mondjuk.

Héarom fiiggetlen pont alkotta ponthalmazra tetszéleges affin térben is
hasznaljuk a hdromszog elnevezést. Egy {A, B, C'} haromszog oldalegyenesei az

AB BC CA egyenesek; egy {A, B, C, D} tetraéder élegyenesei, illetve lapsikjai
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> > Y Y Y
az AB, AC, AD, BC, BD, CD egyenesek, illetve az ({A, B,C}), ({B,C,D}),
({C,D, A}, ({D, A, B}) sikok.

2.14. Definicié. Legyen (A, V, ®) valéds affin tér; A, B € A. A, B végpontd
— vagy az A, B pontokat dsszekitd — szakaszon az

AB=o3' {+- ABe v o<t <1}

ponthalmazt értjiik.

Megjegyzések.
(1) Ha A = B, akkor AB= {A}; ezt a pontta zsugorodé szakaszt elfajuld sza-
kaszként is emlitjiik.

(2) Kijeldlve egy O origét,
AB= {PeA\OTD:t~OT4+(1—t).O?7 0§t§1}
irhaté. A-t azonositva Ao vektorizaltjaval, a rovidebb
AB={tA+(1-t)BecA|0<t<1}

irdsmoddal is élhetiink.

2.15. Példak. Vegyiink alapul egy (A,V,®) hdromdimenzids valds affin
teret.
(1) Tekintsiink A-ban egy {A, B, C'} hdromszoget! Az el6bb mondottak szerint

képezhetjilkk az AB, BC, C A szakaszokat; ezeket a haromsz6g oldalainak hivjuk.
2.11. értelmében az (A, B) pontpar silypontja az a C; pont, amelynek egy
tetszoleges O pontra vonatkozo helyzetvektora

__. OA+OB
oc,= 94+ 0B

Vildgos, hogy ekkor Cy; € AB. Mivel Ci-nek az A-bdl és B-bél val6 affin kom-

binalasakor az %, % egyiitthatok 1épnek f6l, 2.8. alapjan

(ABC)) = 1.
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Ezt a Cy pontot az (A, B) pontpér kézéppontjsnak, vagy az AB szakasz fe-
lezdpontjanak hivjuk, a C'C; szakaszt pedig a hadromszog egyik sulyvonaldnak

nevezziilk. A BB; és az AA; silyvonal értelmezése analég. Ismét 2.11.-re hivat-
kozva az (A, B,C) pontharmas S silypontjanak az O-ra vonatkozd helyzetvek-
tora

i OA+ OB+ OC .
3
Az S pont nyilvdnvaléan fliggetlen a pontok sorrendjétdl, igy nevezhetjiik az
{4, B, C} hdromszig sulypontjdnak. A silyok csoportosithatésigi tulajdonsdga
alapjan S megegyezik a (C4,2), (C, 1) silyozott pontrendszer silypontjaval. Mi-
vel ez utébbi helyzetvektora

2. 0Cy + OC
3 )
kovetkezik, hogy

DS 2. OC’13-|- OC’.

Innen kiolvashatd, hogy S €CiC, s mivel S-nek a Ci-b6l és C-bdl valé affin

kombindlsakor a 2, & egyiitthatok lépnek fel,

1

(C1,CS) =

Q| =
[SCIRN)

Eszrevételiink valamennyi sulyvonalra igaz, kovetkezik tehat, hogy bdrmely
hdromszdg sulypontja illeszkedik a sulyvonalakra és 1:2 ardnyban osztja azokat.
(2) Legyen {A, B,C, D} tetraéder A-ban! Ennek silypontjan az (A, B,C, D)
pontnégyes S stulypontjat értjiikk. S-nek egy O pontra vonatkozé helyzetvektora
2.11. értelmében N

0—5,_ OA+ OB+ 0OC + 0D

4

Ha D, az {A, B, C} hiromszog silypontja, akkor a DD, szakaszt a tetraéder
egyik stlyvonalinak nevezziik; a CCy, BB;, AA; silyvonalak értelmezése
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analég. Ismét a sulyok csoportithatésagi tulajdonsaga alapjan kovetkezik, hogy
S azonos a (D1,3), (D, 1) silyozott pontrendszer sulypontjdval, s igy

Innen kiolvashatd, hogy

—_— 1 3 1
SeDiD és (DlDS) = — - = —.
4 3
Ugyanezekre az észrevételekre jutunk minden tovabbi sulyvonal esetén
is, megallapithatjuk tehat, hogy bdrmely tetraéder silypontja illeszkedik a
sulyvonalakra, s azokat 1:8 ardanyban osztja.

2.16. Definicidé. Legyen (A, V, ®) n-dimenzids affin tér, (A4;)", egy affin
bazisa A-nak, s tekintsiink egy P € A pontot. Ha (&, &1, ...,&,) olyan K-beli
elemsorozat, hogy az (A;, &) silyozott pontrendszernek P a sulypontja, azaz

?:0 &i @
Z?:O g" 7

akkor azt mondjuk, hogy a &, &1, ..., &, skaldrok (ebben a sorrendben) a P pont
baricentrikus koordinatait alkotjak az (A;)! , affin bazisra vonatkozdan.

OP= O € A tetszolegesen rogzitett,

2.17. Megjegyzések.

(1) 2.7.(2) és 2.11. biztositja, hogy egy n-dimenziés affin tér minden pontjanak
vannak baricentrikus koordindtdi, s azok ardnyossag erejéig egyértelmiek:
(&0, &1, .., &) € K™Y akkor és csak akkor baricentrikus koordindtavektora P-
nek, ha minden nemzérus A skaldr esetén (A, N1, ..., AE,) baricentrikus ko-
ordindtavektora P-nek. Erre tekintettel azt a tényt, hogy a sorrendben mega-
dott &p,¢&1, ..., &, skalarok egy P pont baricentrikus koordinatait alkotjak egy
rogzitett affin bazisra vonatkozdan, gyakran a

P=1[:& - :&)

jeloléssel juttatjuk kifejezésre.
(2) Vezessiik be a {v = (&,&,...,&) € K" | X" | & # 0} halmazban a

vew S w = A, AeK

ekvivalenciareldciét. Ha affin bazis rogzitése utdn az A n-dimenzids affin tér
pontjaihoz hozzarendeljiik az illet6é béazisra vonatkozo baricentrikus koordinataik
sorozatait, akkor bijekciot adtunk meg A és a ~ relacié ekvivalenciaosztalyainak
halmaza kozott.
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3. Affin leképezések

3.1. Definicié. Legyenek (A,V,®) és (A’, V', ®') affin terek (melyeknek
irdnyterei ugyanazon K test folotti vektorterek). Egy f: A — A’ leképezést
affin leképezésnek neveziink, ha van olyan ¢: V — V' linedris leképezés, hogy

VA BeA: ¢ (E;) —F(A)f(B) .

Ekkor ¢-t az f-hez tartozo vagy éltala indukalt linedris leképezésként emlitjik,
de azt is mondjuk, hogy ¢ f linearizdltja vagy derivdltja. A bijektiv affin
leképezéseket affin izomorfizmusoknak nevezziik, s két affin teret izomorfnak
mondunk, ha létezik kozottiik affin izomorfizmus. Egy affin tér 6nmagara vald
affin izomorfizmusait affin automorfizmusoknak, roviden affinitasoknak hivjuk.

3.2. Lemma. Legyen (A, V,®) és (A, V', ®') affin tér. Egy f: A — A’
leképezés akkor és csak akkor affin leképezés, ha van olyan O pont és p: V — V’
lineéris leképezés, hogy

VPeA: ((TP) —F(O)f(P).

Bizonyitds. Az affin leképezések nyilvdnvaléan rendelkeznek a mondott tu-
lajdonsaggal.
Megforditva, tegyiik fel, hogy egy f: A — A’ leképezés eleget tesz a lemmabeli
kovetelménynek. Ekkor tetszoleges A, B € A pontok esetén

(A2)

f(A)f(B) f(A)f(O) + f(O)f(B)1:4 — f(O)f(A) + f(O)f(B)fezlt'
5 () 1 (09) 2 o (08 -5) o (75).

ami azt jelenti, hogy f affin leképezés.

3.3. Megjegyzések.
(1) Ha f: A — A’ affin leképezés, akkor a linearizéltja egyértelmiien meg-
hatéarozott. Erre az ? jelolést is haszndljuk; ezzel az irdsmoéddal a definidld
rel4ci6 az | (E) =F(A)f(B) A, B € A alakot dlti.
(2) Legyen f: A — A’ affin leképezés, ¢: V — V' linearizalttal. Rogzitve egy
O € A pontot, s tekintve az A affin tér O-beli Ap, az A’ affin tér f(O)-beli
A}(O) vektorizaltjat, az

f
Ao —— AY

%l l‘b’f(O)

Vv —22 . Vv
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diagram kommutativ abban az értelemben, hogy

(%) oyof=po®o

(hiszen ez a relacié azt fejezi ki, hogy f(O)f(P)= ¢ (OT—’), minden P € A

esetén). (x)-bdl f-re az

f= (‘W(O))il °wedo

elgallitds adodik, ahol a jobb oldalon (az 1.5.-beli konstrukciénak meg-
felel6en) linedris leképezések kompozicigja szerepel. Kissé durvdn fogalmazva
megdllapithatjuk tehdt, hogy egy f: A — A’ leképezés pontosan akkor affin, ha
valamely (s ezért barmely) O € A esetén egy f: Ap — A}(o) leképezés linedris.

3.4. Allitas.

(1) Egy affin térnek egy affin térbe valé barmely konstans leképezése affin
leképezés, amelynek linearizaltja az irdnyterek kozotti zérus leképezés.

(2) Affin tér identikus transzformécidja affin leképezés, amelynek linearizéltja
az irdnytér identikus transzformaécidja.

(3) Affin leképezések kompozicidja affin leképezés; a kompozicié linearizaltja
a linearizaltak kompoziciéjaval egyenld.

(4) Egy affin leképezés akkor és csak akkor bijektiv, ha a linearizaltja bijektiv.
Ebben az esetben a leképezés inverze is affin leképezés, és az inverz linea-
rizéltja megegyezik a leképezés linearizaltjanak inverzével.

Bizonyitds. Tekintsiik az (A, V, ®) és az(A’, V', @) affin teret.
(1) Tegyiik fol, hogy f: A — A’ konstans leképezés, mégpedig

VPeA: f(P)=QecA

o-val jelolve a V. — W, v+ o(v) := 0 zérusleképezést,

VA,BeA: f(A)f(B)=0Q0=0=o0 (T) :

tehdt f valoban affin leképezés, és f= o.

(2) Jeldlje (a szokasos médon) A, illetve V' identikus transzformaciéjat 14, illetve
lv. Ekkor

VA,BeA:1ly (TB) —AB=1,(A)1.(B),

1, tehat affin transzformécio és K: 1y.
(3) Legyen f: A — A’ és g: A — A’ affin leképezés.

VA,Beh: go (Age J(B)=g(J(ANg([(B)=7 (F(NI(B)) =
=3 (7 (7)) =57 (7).



ez azt jelenti, hogy g o f affin leképezés és g o f:? o ? .
(4) Tekintsiik az f: A — A’ affin leképezést és ennek ?: V — V’ linearizaltjat.
)

(a) Tegyiik ol el6szor, hogy ? bijektiv. Ha valamely A, B € A pontokra f(A) =
f(B), akkor

T (4B) =) (B)=FA)f(A)=0,

amibél (specidlisan) 7\ injektivsége miatt AB= 0, ebbdl pedig (A1) alapjin
A = B kovetkezik. Ezzel igazoltuk, hogy f injektiv. A sziirjektivség igazoldsdhoz
jeloljiink ki tetszOlegesen egy P’ € A’ pontot. Olyan pontot keresiink A-ban,
amelyet az f leképezés P’-be visz at. N

Rogzitsiink A- ban egy O origdt, s legyen O’ := f(O). Tekintsiik a v’ O PeV’
vektort. Mivel f egyben sziirjektiv is, van olyan v € V' Vektor hogy f (v) =7,
(A1) alapjan létezik egyetlenegy olyan P € A pont, hogy OP— v. Ekkor egyrészt

AN AN

7 ) =7 (OP) =f(O)f(P)=0'f(P),

masrészt N N
J()=v=0P

igy O'f(P)=0'P’, ebbdl pedig (Al) miatt P’ = f(P) kovetkezik, amivel
belattuk f szlrjektivségét.

(b) Megforditva, tegyiik fol, hogy az f affin leképezés bijek_t{v. Jeléljiinhki ismét
egy O € A origét, s legyen O’ := f(O). Ha valamely v =OP vektorra f (v) =0
teljesiil, akkor

— N\

0'0'=0=F (v) = (OP) =f(O)f(P)=0'f(P)

miatt (Al) alapjén f(P) = O’ = f(O) kovetkezik, ebb6l pedig f injektivsége
folytén P = O adédik. Igy v —00= 0, tehat Ker (f) = {0}, ami ekvivalens

f injektivségével.
(¢) Tegyiik fol, hogy f bijektiv. Ekkor a mondottak szerint f is bijektiv (és

—\ —1

megforditva), s léteznek az f~!: A’ — A; illetve ( f ) V! — V inverz

leképezések. Az utébbirdl a linedris algebrdbdl tudjuk, hogy szintén linedris.
Legyen A’, B’ € A"; A:= f~Y(A"), B := f~Y(B’). Ekkor

(1) (@) = (7) " (Fa5m) -

- ()7 (7 (AB)) =AB=F O (B,

—_ .\ —1
ami azt jelenti, hogy f~! affin leképezés és f~'= (f) .

O

Megjegyzés. Egy (A,V,®) affin tér Osszes affinitdsdnak halmazira az
Aff(A) jelolést hasznéljuk. A V' vektortér dsszes linedris automorfizmusainak hal-
mazat a szokdsos médon GL(V)-vel jeloljiik. Ismert a kordbbi tanulmanyokbdl,
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hogy GL(V) csoport a leképezések kompozicidjara nézve; ez a V vektortér
dltaldnos linedris csoportja. (Innen a jelolés: G - general, L - linear.)

3.5. Lemma. Legyen (A, V,®) és (A, V', ®') affin tér a K test folott. Me-
gadva egy ¢: V — V' linedris leképezést, s tetszblegesen kijelolve egy O € A,
illetve O" € A/ pontot, létezik egy és csak egy olyan f: A — A’ affin leképezés,

hogy f(O) = O, f= .

Bizonyitds. Tetszéleges P € A esetén jelentse f(P) azt az (Al) alapjan
egyértelmiien 1étez6 pontot, amelyre

O'f(P)= ¢ (OTD) .

Ekkor O'f(O)= ¢ (O?) = ¢(0) =0’0’, amibdl ismét (A1) miatt f(O) = O
adédik. f tehat jol definidlt leképezés A-bdl A’-be, amelyre teljestl, hogy

VPEA: o ((TP) —F(OYf(P).

Ebbél 8.2. alapjan kovetkezik, hogy f affin leképezés. Ezzel a kivant affin
leképezés 1étezését igazoltuk.

Az egyértelmiiség is egyszerlien ldthaté: ha egy g: A — A’ affin leképezésre is
teljesiil, hogy ¢(O) = O’ és g= o, akkor

VPeA: OgP)=¢ (0_15> =0'f(P),
s igy barmely P € A esetén g(P) = f(P), ami g és f egyenldségét jelenti.
O
3.6. Kovetkezmény. Legyen (A, V, ®) affin tér, ¢ € GL(V). TetszOlegesen

kivalasztva egy O € A pontot, 1étezik egy és csak egy olyan f: A — A affintids,
amelynek ¢ a linearizdltja és az O pout fixpontja: f= ¢, f(O) = O.

3.7. Kovetkezmény. Egy (A, V, ®) affin tér affinitdsainak Aff(A) halmaza
csoport a leképezések kompozicidjira nézve. Az

L: Afi(A) — GL(V), fr— L(f) =]
leképezés sziirjektiv csoporthomomorfizmus.

Bizonyitds. Az, hogy Aff(A) csoport és hogy az L leképezés homomorfizmus
Aff(A) és GL(V) kozott, adédik 3.4 /(2)-(4) -bdl; az L leképezés sziirjektivsége
pedig kovetkezik 3.6.-bél.

d

3.8. Allitas. Minden (A,V,®) affin tér affin értelemben izomorf a
természetes affin struktirdval ellatott (V,V,—) affin térrel: egy O € A pont
rogzitése utan izomorfizmust ad meg kozottik a

Bo: AV, P+ do(P)=0P

28



bijekcié. A @ affin izomorfizmus linearizaltja az 1y identikus transzformacio.

Bizonyitds. Tetszoleges A, B € A pontok esetén

1v (AB) ~AB-70 + OB-08 - 0~

= ®0(B) — ¢0(A4) =P0(A4)®0(B),

a ®o bijekcid tehat affin leképezés, s igy izomorfizmus, és ®o= 1y .
O
3.9. Allitas. Legyenek V és W a természetes affin struktirdval ellatott K

test folotti vektorterek. Egy f: V — W leképezés akkor és csak akkor affin, ha
van olyan ¢: V' — W linedris leképezés és b € W vektor, hogy

YoeV: fv)=ep)+b;
ekkor ?: ®.

Bizonyitds. Ha f: V — W affin leképezés és ¢ ::?, akkor

—_ N

Vu,v € Vi (@) =f(u) f(v),
azaz (v —u) = f(v) — f(u). u:= 0 és b:= f(0) valasztassal kovetkezik, hogy
YoeV: f(v)=¢)+b.

Megforditva, ha f most a leirt médon hat, akkor tetszéleges u,v € V vektorok
esetén

F) f(0)= fv) = f(u) = (v) + b~ (p(u) +b) = p(v - u) = ¢ (@) ,
f tehét affin leképezés, és ?: ®. O
3.10. Definicié. Egy affinitdst eltoldsnak (transzldciénak) neveziink, ha

a linearizaltja az irdnytér identikus transzformaécidja; dilataciénak mondunk,
ha a linearizaltja nemzérus skalarral valé szorzasként hat az iranytéren.

C

Rogzitve az (A, V,®) affin tér egy O pontjat és egy A € K* := K \ {0}
skalart, O kozépponti, A ardnyi homotécidnak vagy centralis dilataciénak
nevezzik azt a

Hox:A— A, P+—P
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transzforméciot, amelynél
VPeA: OP'=)\OP.
Ekvivalens médon: Hp ) = 'I>51 oMy o®p .

3.11. Megjegyzések. Legyen (A, V, ®) affin tér.
(1) Ha f transzlaciéja A-nak, akkor

VA,BeA: AB=f(A)f(B).

Ebbdl a paralelogramma-szabaly alapjan kévetkezik, hogy
VA,Be A: Af(A)=Bf(B),
illetve, mésként fogalmazva,

—_\

VPeA: Pf(P)=:ueV konstans vektor.

Ezt a vektort a transzlacié eltoldsi vektoranak hivjuk, s az u eltolési vektor-
ral rendelkez6 transzlaciora a T, jelolést is hasznaljuk.
(2) 3.9.-bdl kbvetkezik, hogy a természetes affin struktiraval ellatott V' vektortér
transzlaciéi a v € V —— v+ b € V alaki leképezések (ahol b € V rogzitett vek-
tor), és csakis ezek.
(3) A definicié értelméﬁen egy f: A — A transzformicié pontosan akkor
transzlacié, ha L(f) =f= 1y, azaz ha f € Ker(L), ahol - a 3.7.-ben leirt
Aff(A) — GL(V) homomorfizmus. Mivel egy homomorfizmus magja ismert
moédon részcsoport, kdvetkezik, hogy egy affin tér dsszes transzldcidi csopor-
tot alkotnak a kompozicid miuveletével, s ez a csoport éppen Aff(A) Ker(L)
részcsoportja. A (2)-ben mondottak figyelembevételével az is azonnal adédik,
hogy egy affin tér transzldcidinak csoportja izomorf az affin tér irdnyterének
additiv csoportjdval.
(4) Ugyi{lcsak a definicié alapjan, egy f: A — A transzformécié dilatacid, ha

L(f) =f= Ay, A € K*(:= K \ {0}). Ekvivalens mddon: f pontosan akkor
dilatéacié, ha

feL N K*1y) C Aff(A),
K*ly := {\ly € GL(V) | A € K*}.

Mivel K*1y részcsoport GL(V)-ben, és részcsoport 6sképe homomorfizmusnal
részcsoport, kovetkezik, hogy az A affin tér dilatdcidi részcsoportot alkotnak
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Aff(A)-ban - s igy a dilatdcidk halmaza is csoport a kompozicidk miveletével.

(5) Vilagos, hogy mind az eltoldsok, mint a homotécidk dilatacidk is egyben. A
Hop y dilataciénak az O koézéppont fixpontja, hiszen

Hop 2 (0) = @5 0 Aly 0 &6 (0) = &5 0 A1/(0) = @, (0) = O;

ez indokolja Hp x-ra a centrélis dilatdcié elnevezést.

(6) Az identikus transzformdcié egyszerre eltolds és homotécia (utébbi
tetszOleges kozépponttal), s azonnal lathatd, hogy csak az identikus transz-
formécié ilyen.

3.12. Allitas. Ha egy dilatacié kiilénbozik az identikus transzforméaciotél,
akkor eltolds vagy homotécia (de nem mindkettd).

—\

Bizonyitds. Legyen f € Aff(A), f= Ay, ¢ {0,1}. Azt kell megmutat-
nunk, hogy van olyan P pont, amelyre f = Hp . Foltehetjiik, hogy (A, V, ®) =
(V,V,—), ekkor 3.9. figyelembevételével

YoeV: f(v)=Av+b.
f-nek létezik egyetlenegy fixpontja, ugyanis az
r=Xx+b & (1-XNz=b

egyenlet egyértelmiien megoldhaté; egyetlen megolddsa p = 1i5b. Ennek
segitségével
f)=A+b= v+ (1-XNp=p+Av—p)

irhaté, s igy
f)=p=Av-p) & pflv)=Apv,
ami azt mutatja, hogy f = Hj ».

O

3.13. Allitas. Kijelolve egy affin tér egy pontjit, minden affin transz-
formacié egyértelmiien elééllithatd egy, a pontot fixen hagyé affin transzformacié
és egy transzlacié kompoziciéjaként.

Bizonyitds. Legyen O egy pontja, f: A — A pedig egy affin transzformacidja
az (A,V,®) affin térnek. Tegyiik fel, hogy f(O) = O’. 3.5.-re tekintettel létezik
egy és csak egy olyan T: A — A transzlicio, illetve h: A — A affin transz-
formécié, hogy

T(0)=0'; illetve h(O)=0 é Th=F.
Tekintsiik a T o h kompoziciot! Erre teljesiil, hogy
Toh(O)=T(0)=0" = f(O) és
.—\3,4,(3)4 —_
= T [0}

Toh h=h:=7,

kovetkezésképpen - a 3.5.-beli unicitas-allitds miatt - Toh = f. f tehat felbont-
haté a kivant mddon, s gondolatmenetiinkbdl az is vilagos, hogy ez a felbontas
egyértelmi.
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Megjegyzés. Legyen G egy (multiplikativ) csoport. Emlékeztetiink ra, hogy
G-nek egy a és egy b elemét konjugdltaknak mondjuk, ha van olyan g € G, hogy
b = gag~!. Egyszeriien ellendrizhetd, hogy a konjugdltsig ekvivalencia-reldcié
G-ben.

3.14. Allitas. Egy transzlaci6 affinitidssal képzett konjugaltjai transzlaciok.
Nevezetesen: ha az (A, V,®) affin térnek T, (u € V) transzlicidja, akkor

VfEAf(A): foT,of =Ty,

Bizonyitds. Kivalasztva egy O € A pontot, legyen O’ := T,(0). Ekkor
tetszoleges f: A — A affinitds esetén

ami azt jelenti, hogy

fgy tetszoleges O € A esetén

kovetkezésképpen

O

3.15. Allitds. Egy véges dimenzids affin tér egy affin transzformacidjanak
akkor és csak akkor van egyetlen fixpontja, ha a linearizdltjanak a zérusvektor
az egyetlen fixvektora (azaz ha az 1 nem sajatértéke a linearizdltnak).

Bizonyitds. Legyen (A,V,®) véges dimenzios affin tér, s tekintsiink egy
f+ A — A affin transzformaciét.
(1) Ha O és P kﬁlénzézbﬁcpontjai f-nek (azaz f(O) = O, f(P) = P) akkor
0 £0P=f(O)f(P)=f (OP), tehat a linearizdltnak van nemzérus fixvektora.
Tegyiik fol ezutan, hogy O fixpontja f-nek, v pedig nemzérus ﬁxvekto_rg az ?
linearizaltnak. Ekkor egyértelmtien létezik olyan P # O pont, hogy OP= v, s

18y

OP=v=] (v) =] (OP) =f(0)f(P)=0f(P),

kovetkezésképpen f(P) = P, P tehdt tovabbi fixpontja f-nek. Beldttuk ily
moédon, hogy amennyiben f-nek van fixpontja, gy tovabbi fixpont akkor és
csak akkor létezik, ha a linearizaltjdnak van nemzérus fixvektora. Ez ekvivalens
azzal, hogy fizpont létezése esetén a fizpont akkor és csak akkor egyértelmi, ha
a linearizdltjianak a zérusvektora az egyediili fixvektora.
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(2) Tegyiik fel ezutén, hogy az? linearizdltnak nincs 0-tdl kilénbozd fizvektora.
Megmutatjuk: ebben az esetben f-nek 1étezik egyetlenegy fixpontja.
Vélasszunk egy O € A pontot, s legyen O’ = f(O). Amennyiben P fixpontja
f-nek, N

7 (OP) —f(0)f(P)=0'P=0'0 + OP

(7 1) (07) =7

relaciénak kell teljesiilnie. A fixpontok meghatarozisihoz kézenfekvd ezért az

miatt az

_

(T —1V) () =0'0

egyenlet vizsgdlata. Feltevésiink értelmében Ker (? —lv) = {0}, igy 7\
—1y injektiv, s mivel V véges dimenzids, egyben bijektiv is. Egyenletiink
ezért egyértelmiien megoldhaté: létezik egy és csak egy olyan P pont, hogy
(? —1V) (OTD) —0’0. Ekkor

LN —_—\

J(0)f(P)=] (OP) =OP + 0'0=0"P=f(O)P,

kovetkezésképpen f(P) = P, P tehat fixpont.
Tegyiik fel végiil, hogy @ is fixpont. Ekkor

0Q=7(0)]@=7 (0Q).

OO0 tehat fixvektora f -nek. Ebbél feltételiink szerint OQ= 0 kévetkezik, amibsl
O = @ adédik. Beldttuk ily médon, hogy f fixpontja egyértelmi.

O

3.16. Allitas. Legyen (A, V,®) affin tér, f pedig affinitdsa A-nak. Tegylik
fel, hogy az iranytér eléallithaté

V = Ker (T —1v) @ Im (? —1v)

direkt Osszegként. Ekkor létezik egy és csak egy olyan v € V vektor és h: A — A
affinitds, hogy teljesiilnek a kovetkezok:

(1) (? —1v> (v) = v, azaz v fixvektora f linearizaltjanak;

(2) h-nak van fixpontja;
(B) f=Tyoh=hoT,.

f-nek akkor és csak akkor van fixpontja, ha v = 0; ebben az esetben f fixpontjai
affin alteret alkotnak, amelynek irdnytere a linearizalt fixvektorai altal alkotott
sajataltér.

Bizonyitds. Tetsz6legesen rogzitve egy O € A pontot, az Of(O) vektor a
feltétel értelmében elallithatd

—_\

O0f(0)= v+ f (w) —w
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—\

alakban, ahol v € Ker (f 71V>, s igy ? (w)=v; f (w)—w = (? flv) (w) €
(7 -1,

Tekintsiik ezutdn azt az A pontot, amelyre AO= w teljesiil. Ekkor

Af(A)=A0 + Of(A)=A0 + Of(0) + [(0)f(A)=
=w+vt f (w)—w+ [ (OA) =vt F ()= T (w) =v,
kovetkezésképpen T, (A) = f(A). Ha marmost
h:=T_,0 f7

akkor h(A) =T_, (f(A)) =T_,oT,(A) = To(A) = A, A tehat fixpontja h-nak.
3.14. figyelembevételével

IR AN =] = ;
holyoh™ =15 = Ty, = Tus

innen hoT, =T, o h. Ezzel beldttuk az (1)-(3) feltételeknek eleget tevé v € V
vektor és h € Aff(A) affinitds létezését.

Az unicitas igazoldsa céljabdl tegyiik fel, hogy egy v, h és egy v, h par egyarant
megfelel a kivanalmaknak:

—

f=T,0oh=T;50h; vés0 fixvektora f -nak;
h-nak és h-nak van A, illetve A fixpontja.

Ekkor

AF(A)=AT, (h(A))=AT, (A)= v,

hasonléképpen A f (ﬁ) =, igy

;ééé

AA=AF(A) + f(A)A=AF(A) + f(A)f (Z) +f (Z) A=
= v+ ? (ﬁ) -,

ahonnan

ﬁ—?(j)zv—ﬂ.

Itt a bal oldali vektor az Im (? —1v>, a jobb oldali a Ker (? —1V> altérbe

tartozik, igy mindkettd benne van ezek metszetében, ami a feltétel szerint a
zérus-altér. EbbSl v = v és h = h kdvetkezik, amivel az egyértelmiiséget igazol-
tuk.

Megvizsgaljuk végiill a v = 0 esetet. Ekkor f = h, s igy h-nak van fixpontja.
Megforditva, tegyiik fol, hogy f-nek van fixpontja. Ezt valasztva az O origénak,
a bizonyitds induld 1épése alapjan v = 0 kdvetkezik. Ha @ tetszdleges tovabbi
fixpont, akkor

7 (0Q) =F0)f(@=00.
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0?2 tehat fixvektora az ? linearizaltnak, s az Gsszes fixpontok a
a5 ({0Qe v T (0Q) =0q})

affin alteret alkotjik, amelynek irdnytere valéban az f linearizalt 1
sajatértékhez tartozé sajatvektorai - azaz a fixvektorai - altal alkotott sajataltér.

O

3. 17. Allitas. Affin leképezésnél affin altér képe és Ssképe egyardnt affin
altér.

Bizonyitds. Tekintsiik az (A, V, ®) és (A, V', ®') affin teret, s legyen f: A —
A’ affin leképezés.

(1) Tegyiik fel, hogy L affin altere A-nak. Ha L = ), akkor f(L) = () szintén
affin altér. Az L # () esetben L = &' (U) irhaté, ahol U altere V-nek. 3.3(2)

alapjan f eléallithat6 az f = (‘bf(A))_l o ?\ o® 4 alakban, s igy

1) = (@)~ (T W),

—\

ami azt jelenti, hogy f(L) az f(A) ponton adtmend, f (U) irdnyteri affin altér
V'-ben.

(2) Ures affin altér ésképe is iires affin altér; legyen L' = (8,,)”" (U’) nemiires
affin altere A’-nek. Valasszunk olyan A € A pontot, amelyre f(A) = A’ teljesiil.
(Ha ilyen pont nemﬁétezik, akkor f~1(L') = () és az 4llitas igaz.) f-et most is
az f = (<I>f(A))71 o f o®,4 alakban allitva eld, kapjuk, hogy

P = (B5ke T oka) (L) =
= (Fowa)” (o (03h)) = 03t (7 00))

—_—

1
f~Y(L') tehat az A ponton dtmend, f  (U’') irdnyterii affin altere A-nak.

O

3.18. Kovetkezmény. Affin leképezésnél barmely harom kollinedris pont
képe kollinedris.

3.19. Allitds. Dilataci6 barmely affin alteret vele parhuzamos affin altérbe
visz &t.

Bizonyitds. Legyen L = &, () affin altere (A,V, ®)-nek. (Foltettiik, hogy
L # 0.) Ha f € Aff(A) dilataci6, melynek linearizaltja f= Ay (A € K*),
akkor a 3.17. bizonyitdsdban latottak szerint f(L) = (<I’f(A))71 Ay (U)) =
(fbf(A))_l (U); f(L) tehdt szintén U irdnytert affin altér.
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3.20. Kovetkezmény (képpont ,szerkesztése” dilatdciondl). Tegyiik fol,
hogy f € AA&) dilatécid, s legyen A € A olyan pont, hogy A’ := f(A) # A.
Jelolje [ az AA’ egyenest, s tekintsiink egy I-re nem illeszkedd B pontot. Legyen

—>
m — az A’-re illeszkedd, AB-vel parhuzamos egyenes;

— a B-re illeszkedd; I-lel parhuzamos egyenes, ha f transzlacid;
<>
—az OB egyenes, ha f O kézépponti homotécia.

Ekkor az f(B) pont az m és az n egyenes metszéspontja.

Megjegyzés. Hallgatdlagosan foltettiik, hogy O # B. O = B esetén azonban
f(B) = B és nincs teendd.

3.21. Lemma. Az affin leképezések felcserélheték az affin kombinaciok
képzésével: ha f: A — A’ affin leképezés és a P pont affin kombindcidja az
Ay, Ay, ..., A, pontoknak, akkor az f(P) pont ugyanilyen egylitthatés affin
kombindcidja az f(A1), f(As),..., f(Ax) pontoknak.

Bizonyitds. Tetszélegesen rogzitve egy O € A origdt, a P pont helyzetvektora

k
OP=> X OA; M4+ A=1

i=1

alakban allithaté el6. Ekkor

k

fOF(P)=T (0P) = 3% 7 (04:) = ZA FO)J(A,

ami igazolja a tett észrevételt.
O
3.22. Kovetkezmény. Legyen S az A affin tér (Aivﬂi)f:() silyozott

pontrendszerének a silypontja. Ha f: A — A’ affin leképezés, akkor az
(f(Ay), ui)fzo stlyozott pontrendszer silypontja az f(S) pont.

Bizonyitds. Ez kozvetleniil adédik a lemmabdl, mivel egy sulyozott pon-
trendszer silypontja a pontok affin kombin&cidja.
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O

3.23. Kovetkezmény. Az affin leképezések osztdviszonytarték abban az
értelemben, hogy ha A # B # P kollineéris pontjai az A affin térnek és f: A —
A’ affin leképezés, amelynél f(A) # f(B) # f(P), akkor (f(A)f(B)f(P)) =
(ABP).

Bizonyitds. Ha (ABP) = g, akkor P-nek az A-b6l és B-bdl valé affin kom-
binéldsakor fellép6 egylitthatok « és (3; igy a Lemma értelmében az f(P) pont
f(A)-bdl és f(B)-bél valé kombinélasakor is az « és § egylitthaték 1épnek fel,
tehdt (f(A)f(B)f(P)) = 2.

O

3.24. Tétel. Legyen (A, V,®) és (A', V', &) affin tér. Ha egy f: A — A’
leképezésre teljesiil, hogy barmely ((A4,\),(B,1 — A)) stlyozott pontrendszer
silypontjat az ((f(A), ), (f(B),1 — X)) silyozott pontrendszer silypontjaba
viszi at, akkor f affin leképezés.

Bizonyitds. Jelolje az f leképezésnél tetszéleges P € A pont képpontjit
P’. Ha egy ((4,)),(B,1 — X)) silyozott pontpar silypontja S, akkor az
((A';N), (B',1 — X)) rendszer silypontja a feltétel értelmében S’. Tetszélegesen
rogzitve egy O € A origdt, ezek helyzetvektora

_

OS=AO0A +(1 -\ OB, illetve O'S'=A0A +(1-\) OB
adédik. Ertelmezziink egy ¢: V — V' leképezést a
7 ((TP) =0'P'

eloirassal. Ha sikeriil beldtnunk, hogy a ¢ leképezés linedris, akkor készen
vagyunk, hiszen ebben az esetben

wpeh: JOJP)=¢(0P), wezVV),
ami 3.2. alapjan azt jelenti, hogy f affin leképezés.

(1) p(0)=¢ (55) =0, ¢ tehat a zérusvektort a zérusvektorba viszi &t.

(2) <p(/\0-1\4+(1 - ) 5B\) = (O?’) ::W:
= \O'A' +(1- ) O'B'= \p (OA) + (1 - N)¢ (OB);

innen B := O vélasztassal és az u :=0A jeldlés bevezetésével azt kapjuk,

hogy
YAe K,Vu eV o(Au) = Ap(u).

Ezzel igazoltuk ¢ homogenitasat.

(3) Az additivitas bizonyitdsa céljabdl tekintsiink tetszéleges u :O?’, v :@
vektorokat. Ha S a (P, Q) pontpar sulypontja, akkor
1

08= 1 (08 +00) = L
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és a feltétel értelmében a (P’, Q') pontpér stlypontja S’, kovetkezésképpen

OIS/: O/P/ + O/Q/) .

1
2
Ezek alapjan
1 : 1 —
o(u+v) :ga<2~2(u+v)> (22~<p(2(u+v)) :2-<p(OS> =

=2.0'S'=0'P' + 0'Q'=: ¢ (OP) + 4 (0Q) = plu) + ¢ (v),

o tehat valéoban additiv.
o ily médon linedris, s a tétel igazolast nyert.

O

3.25. Kovetkezmény. Az osztéviszonytartd leképezések affin leképezések.

Bizonyitds. Legyen A és A’ affin tér, s tekintstink egy f: A — A/, P+— P’
oszt6viszonytartd leképezést. Ekkor tetszéleges A # B # P kollinedris pontok
esetén (ABP) = (A'B’P’). Mivel

(ABP) = ? < P silypontja ((4, ), (B,1— \))-nak,

(A'B'P') = ? < P’ silypontja ((A", ), (B’,1— \))-nak,

vildgos, hogy az osztéviszonytartds feltétele ekvivalens a tételbeli feltétellel.

O

3.26. Allitds (az affin leképezések alaptétele). Legyen (A, V,®) és
(A, V', ®') egy-egy affin tér, s tegyiik fol, hogy A n-dimenzids. Megadva A-nak
egy (A;)!, affin bazisat, s kijelolve A’-nek egy tetszéleges (Aj)" , pontsoro-
zatdt, létezik egy és csak egy olyan f: A — A’ affin leképezés, hogy f(A;) = A]
(0 <i<n).

Bizonyitds.
Egyértelmiiség. Tegytik fol, hogy f: A — A’ a kivant tulajdonsigu affin
leképezés. Tekintve egy tetszoleges P € A pontot, ez egyértelmien eléallithato
az (A;);_, affin bazis affin kombindciéjaként. Mivel az affin leképezések megorzik
az affin kombindciokat (3.12.), az f(P) képpont csakis az A, = f(A4;) (0 # i # n)
pontok ugyanolyan egyttthatékkal képzett affin kombindcidja lehet.

A\
Létezés. Az (AOAi). vektorsorozat bazisa a V vektortérnek, ezért a linedris

7=

1
leképezések alaptétele értelmében létezik egy és csak egy olyan ¢: V. — V'
lineéris leképezés, hogy

w(M) =4y Al 1#i#n

Ekkor minden i € {0,...,n} indexre

T F(A)= o (FoA) = A Al=F(Ap) A,
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kovetkezésképpen ((A1) alapjan) f(A;) = A, (0 # i # n); f tehdt a kivént
tulajdonsagu affin leképezés.

O

3.27. Kovetkezmény.

(1) Megadva egy véges dimenzids affin térben két (nem foltétlentl kiilonboz6)
affin bazist, 1étezik egy és csak egy olyan affinitds, amely az els bazis
tagjait a médsodik bézis megfeleld tagjaiba viszi &t.

(2) Ha egy n-dimenziés affin tér egy affin transzformdciéja n + 1 fiiggetlen
pontot fixen hagy, akkor a transzformacié identitds. Specidlisan egy affin
stk hdrom nemkollinedris pontjat fixen hagyé affin transzformécié az iden-
tikus transzformacié, s ha egy affin transzformécié egy egyenes két pontjat
fixen hagyja, akkor minden pontjat fixen hagyja.

3.28. Definicié. Egy affin terek kozotti bijektiv leképezést kollineaciénak
neveziink, ha a leképezésnél barmely héarom kollinedris pont képe harom kol-
linedris pont.

3.29. Péld&k.
(1) Minden affin izomorfizmus kollinedcid. Valéban, tegyiik fol, hogy f: (A_)—> A’
affin izomorfizmus. Ekkor f definici6 szerint bijektiv. Tekintsiink egy ABC A
egyenest. Ha P € A, akkor P megkaphaté A és B affin kombinacidjaként, s
ezért — 3.12.-re tekintettel — f(P) affin kombindcidja f(A)-nak és f(B)-nek
—> —>
Ebbdl kovetkezik, hogy f(P) €f(A)f(B), hiszen f(A)f(B) affin altere A’-nek,
s egy affin altér tartalmazza barmely két pontjanak minden affin kombindcidjat

(2.4.).

(2) Egydimenzids affin terek kozotti minden bijektiv leképezés kollineacio.

3.30. Allitas (a kollinedcidk elemi tulajdonsdgai).

(1) Ha egy pont affin kombindcidja bizonyos pontoknak, akkor egy kol-
linedciénal adédé képe a pontok képeinek affin kombinécidja (esetleg méas
egytitthatokkal).

(2) Az affin fliggetlenség kollinedci6 sordn megérzédik.

(3) Véges dimenzids affin altér képe kollinedciénal ugyanolyan dimenzids affin
altér.

(4) Pérhuzamos affin alterek képei kollineaciénal parhuzamos affin alterek.

(5) Kollinedci6 inverze kollineacié; egy affin tér 6namgira valoé Gsszes kol-
linedcidi csoportot alkotnak a kompozicié muveletével.
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Megjegyzés. Ha A affin tér, az Osszes A — A kollineacidék alkotta cso-
portra a Coll(A) jelolést hasznéljuk, s azt mondjuk, hogy Coll(A) A kol-
linedcidcsoportja. 3.29(1) értelmében Aff(A) C Coll(A).

3.31. Definicié. Egy test automorfizmusin a test olyan bijektiv tran-
szformacidjat értjik, amely mind az Osszeaddsra, mind a szorzisra nézve
miivelettarto.

3.32. Megjegyzések.

(1) A definici6 értelmében egy o: K — K bijektiv transzformacié akkor auto-
morfizmusa a K testnek, ha o(a + 8) = o(a) + o(B) és o(af) = o(a)o(B),
minden «, 8 € K esetén. Egyszertien adddik, hogy ekkor o(0) =0, o(1) = 1.
(2) Megmutathato6, hogy a Q raciondlis szédmtestnek és az R valés szamtestnek
egyetlen automorfizmusa van, az identikus transzformici6. A C komplex
szamtest bévelkedik nemidentikus automorfizmusokban, ezek koziil azonban
csak a z € C —7z¢€ C konjugélas folytonos.

3.33. Definicié. Legyen V és V/ ugyanazon K test folotti vektortér.

(1) Egy ¢: V — V' leképezést szemilinedrisnak mondunk, ha létezik olyan
o: K — K testautomorfizmus, hogy

Vu,v € ViVAp e K@ p(Au + pv) = a(N)e(u) + o(p)e(v).

(2) Tekintsiink egy (A,V,®) és egy (A, V', ®') affin teret. Egy f: A — A’
leképezést szemiaffinnak neveziink, ha van olyan ¢: V. — V' szemi-
lineéris leképezés, hogy

VA BEA: ¢ (TB) =f(A)f(B) .

Megjegyzés. A 3.3.-ban mondottak mintdjara adédik, hogy egy f: A — A’
leképezés pontosan akkor szemiaffin, ha valamely — s igy barmely — O € A pont
esetén f, mint az Ap és AIf(O) linearizaltak kozotti leképezés, szemilinedris.

3.34. Lemma. Szemiaffin leképezésnél kollinedris pontok képei kol-
linedrisak.

—
Bizonyitds. Alkalmazva 3.33(2) jeloléseit, tekintsiik az A affin tér egy AB=
®,1 (U) egyenesét, ahol U jeldli az egyenes egydimenzids irdnyterét. TetszSleges

P €AB pont esetén f(A)f(B)= ¢ (E) € ¢(U), ami ekvivalens azzal, hogy
barmely P €AD pont képpontjira f(P) € @' (¢(U)), s mivel itt p(U) legfeljebb
egydimenzids altere V'-nek, kovetkezik, hogy f (/TB) legfeljebb egydimenzids
affin altér A’-ben. Ez a lemma helyességét jelenti.
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3.35. Tétel (az affin geometria alaptétele). Ugyanazon test folétti meg-
egyezd, véges, de 1-nél nagyobb dimenzidju affin terek kozott barmely kollinedcio
szemiaffin leképezés.

Megjegyzés. Az alaptétel leglényegesebb mondanivaldja az, hogy egy affin
tér egy transzformdacidjanak affinitas volta elddl egy, az affin tér struktirajat
meghatarozé vektortér-struktirdnal (latszélag) sokkal elemibb struktira, a po-
notk és az egyenesek illeszkedési strukturdja ismeretében.

3.36. Kovetkezmény. n > 1 dimenzids valds affin terek kozétti minden
kollinedcid affin leképezés; specidlisan Coll(A) = Aff(A), ha A n > 1 dimenzids
valds affin tér.

Bizonyitds. Mivel R-nek az identikus transzformacié az egyetlen testauto-
morfizmusa, valés affin terek kozotti minden szemiaffin leképezés affin. Igy a
Kovetkezmény adddik az affin geometria alaptételébél és 8.29(1)-bol.

O

4. Az affin geometria néhany klasszikus tétele

4.1. Tétel (a pdrhuzamos szeldk tétele). Legyenek Hy, Ha, Hs egy véges (de
legaldbb két-) dimenzids affin tér kiilonb6z6, parhuzamos hipersikjai. Tegytlik
fol, hogy a és b az affin tér olyan egyenesei, amelyek egyike sem gyengén
parhuzamos az adott hipersikokkal, s legyenek A;, Ay, As, illetve By, Ba, B3 a,
illetve b metszéspontjai rendre H;-gyel, Hy-vel és Hsz-mal. Ekkor

(A1A2A3) = (BlBng).

Bizonyitds. Rogzitsiink egy O origét, s legyen (A;AsAz) = A. Ekkor 2.8.
értelmében . \
OAs= —— OA; +—— OA, .
ST Y T O
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Tekintsiik azt a B pontot, amelynek helyzetvektora

B=——0B +—— 0B, .
OB= 13 OB 1y OB

Mivel B affin kombinacidja B;-nek és Bo-nek, B € By Bo= b (példaul 2.2. miatt).
Bevezetve a v1 :=A1 By, vy :=As B> vektorokat,

OB1=0A; +v, OB>;=0As +vy

irhaté, s igy

1 A 1 A
OB= 1 O+ O o + 750

A
—OAn 4 N
04 R I e

irhat6, ahol 7 +/\v1 + 7 +/\v2 benne van a hipersikok k6zds irdnyterében. fgy
1.12.-re tekintettel B € Hg, kovetkezeskeppen B ebn H3 = {Bs}, s ennélfogva
B = Bs. Ekkor azonban OBg— 1+>\ 031
(B1B3B3) = X\ — s ezt akartuk belatni.

1+A OBz, ami azt jelenti, hogy

O
4.2. Definicié. Egy affin sik (azaz egy kétdimenzids affin tér) egyeneseinek

egy halmazat sugdrsornak nevezziik, ha

(1) a sik egy pontjara illeszkedd Gsszes egyenesek alkotjak (metszd sugdrsor)
vagy

(2) a stk egy egyenesével parhuzamos Osszes egyenes tartozik hozz4d
(pdrhuzamos sugdrsor).

Az els6 esetben a sugdrsor egyeneseinek koézos pontjat a sugdrsor tartéjanak
vagy alappontjanak hivjuk.

=X/

4.3. Lemma. Legyen (A, B,C) affin bazisa egy affin siknak, s legyenek
egy P pont (A, B,C)-re vonatkozé baricentrikus koordinédtéi «, 3,7y. A P pont

«—>
akkor és csak akkor illeszkedik a C-n d&tmend, A B-vel pdrhuzamos egyenesre, ha
a+ =0
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<yl P=fa:f:y]

4y (B.5)

Bizonyitds. Rogzitsink egy O origdt, s jelolje | a C-n atmend, /ﬁ—vel
parhuzamos egyenest. Ekkor [ = <I’51 (92” (AB)).

(1) Ha P € I, akkor CP= A AB (\ € K), s igy
OP=0C + CP=\ AB + 0C=
= (OB - 04) + OC= ~\ 04 +1 OB + OC,
amibél [a: B : 9] = [\, A\, 1] és a+ B = 0 kovetkezik.

(2) Amennyiben oo+ 3 = 0, ugy

e A PA4sDBa~DE al0A-0OB)+~yOC .
OP:aOA+ﬁOB+’yOC: ( ) :OC—EAB,
a+ G+ Y v

s innen 1.12(2) figyelembevételével P € [ kovetkezik.

O

4.4. Tétel (Ceva tétele). Legyen A, B és C egy a@ stk harom nembkol-

linedris pontja, legyenek tovabba A;, By és C rendre a BC), CA és AB egyene-
sekre illeszkedd, A-t6l, B-tdl és C-t0l kiilonb6z6 pontok. Ekkor annak sziikséges

és elegendd feltétele, hogy az AA;, BB; és CC; egyenesek egy sugarsorhoz
tartozzanak,

teljesiilése.

Bizonyitds. Nemkollinedris pontokrdl 1évén szé, (A, B, C) affin bazisa az ala-
pulvett affin siknak; meggondoldsaink soran erre vonatkozé baricentrikus koor-
dinatdkat fogjuk alkalmazni.

Sziikségesség. Tegyiik f6l eldszor, hogy az AA;, BBy, CC; egyenesek egy P
tart6ji metsz6 sugdarsorhoz tartoznak, s legyenek P (A, B, C)-re vonatkoz6 ba-
ricentrikus koordinatai a, 3,y

Ez azt jelenti, hogy P sulypontja az (A4,«),(B,3),(C,v) silyozott pon-
trendszernek. A silyok csoportosithatésdgi tulajdonsiga alapjan P megka-
phaté az ((A,«),(B,)) rendszer (a + [)-val silyozott silypontja és (C,~)
sulypontjaként is (4.3.-ra tekintettel o + 8 # 0, hiszen most P nem lehet ra-

. 7 ” = 7 . . <
jta a C-n adtmen6, AB-vel parhuzamos egyenesen). Mivel P rajta van a CCy
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e) cC, (B.3)

egyenesen, az ((A4,«a), (B, )) silyozott pontpar silypontja csakis CC; és AB
C} metszéspontja lehet. Igy
o SN ﬁ SN
OA + OB,
a+p a+p

OC, =

amibél 2.18. figyelembevételével (ABC) = g kovetkezik. Ugyanilyen meggon-
doldssal kapjuk, hogy (BCA;) = %, (CABy) = 25 igy

=1

S

(ABC1)(BCA1)(CAB,) =

S B
=1L

Vizsgédljuk meg ezutdn azt az esetet, amikor az AA;, BB;, CC} egyenesek
parhuzamosak.

Alkalmaza a parhuzamos szel6k tételét ezekre az egyenesekre mint hi-
persikokra, s az ezeket metszé AB és BC valamint AC és CB egyenesekre,
azt kapjuk, hogy

Az Ay, B,C pontokra 2.9(5) azt adja, hogy
(A1 BC)(BCA1)(CABy) = 1;
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igy az elébbi relaciok figyelembevételével a kivant

egyenldséghez jutunk.
> —>
FElegenddség. Tegyiik fol, hogy (ABC:)(BCA;)(CAB;) = 1. Ha az AA,, BBy,
CC, egyenesek nem parhuzamosak, akkor kozottiik van két metszd; legyen
> — . >
r{n_o)ndjuk {P} =AA; N BB;. Allitjuk elészér is, hogy CP nem pdrhuzamos
AB-vel. Valéban, legyenek P (A, B,C)-re vonatkozé baricentrikus koordinatai

o, B,7. Tegyiik fel, &llitasunkkal ellentétben, hogy CP || AB. Ekkor 4.3.
értelmében a + f = 0. Mésrészt, az elébb ldtott médon, (BCA1) = 3,
(CABy) = 2, gy

Yy a_a  —f
BCA))(CAB) =1 .2 =2="2— 1,
(BCA,)(CAB) 553" 5
ezt a feltét{ﬁe bel'r& (ABC}) = —1 kovetkezik, ami ellentmondds. Létezik ily
moédon az AB és a CP egyenes Cs metszéspontja.

Ekkor, a mér bizonyitottak szerint, (ABCy)(BCA1)(CABy) = 1. Ebbél és
a feltételbdl (ABCy) = (ABC}) adédik, amibél 2.9(3) alapjan Cy = Cy kovet-
kezik. Beldttuk ezzel, hogy AA;, BBy és CCy egyarant a P tartdju sugarsorhoz
tartozik; igy a bizonyitas teljes.

O

Megjegyzés. Ceva tételébdl kozvetlentl adédik, hogy egy haromszog
sulyvonalai egy pontban metszik egymast, hiszen egyeneseik nem parhuzamosak,
az oldalfelezd pontok pedig — roviden szdlva — az oldalakat 1 osztdviszonnyal
osztjak.

4.5. Tétel (Menelaosz tétele). Legyenek A, B, C egy affin sik nemkollinedris
——> —>

pontjai, s tegyiik fol, hogy A;, By és C; rendre a BC, CA és AB egyenesre
illeszked6, A-tél, B-t6l és C-t0l kiilonboz6 pontok. Ekkor annak sziikséges és
elegendo feltétele, hogy A1, By és C; kollinearis legyen, az

(ABC1)(BCA)(CAB,) = —1

relacio teljesiilése.
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Bizonyitds.
(1) Tegyiik ol el6szor, hogy van olyan [ egyenes, amelyre A;, B; és C)
illeszkedik. Legyenek a,b,c¢ rendre az A,B és C pontra illeszkedd, I-lel
parhuzamos egyenesek (egyértelmii létezésiiket 1.19. garantalja). Ekkor [, a, b, ¢
kiilonbo6z6, parhuzamos egyenesek. Messiik el ezeket egy tovabbi egyenessel, a
metszéspontok legyenek rendre S, P, Q és R.

Alkalmazzuk a péarhuzamos szel6k tételét az [,a,b,c egyene{s_el)qe (_I)nint
P;ér)huzamos hipersikokra, az imént felvett egyenesre, valamint az AB, BC és
C A egyenesre. Azt kapjuk, hogy

(ABCy) = (PQS), (BCA1) = (QRS), (CABi)=(RPS).
igy (ABC1)(BCA)(CABy) = (PQS)(QRS)(RPS) "2
feltétel sziikségességét igazoltuk.

(2) Megforditva, tegyiik fol (ABC,)(BCA;1)(CABy) = —1 teljesiilését, s te-
kintsiik az A; By egyenest.

—1 adédik, amivel a

Ez nem lehet parhuzamos az 24—B) egyenessel, ellenkez6 esetben ugyanis a
parhuzamos szel6k tétele alapjan (ACB;) = (BCA,), s igy feltételiink a

2.9(4)

—1=(ABC,)(BCA,)(CAB,) = (ABC,)(ACB;)(CABy) (ABCY)

relaciéhoz vezetne, ami lehetetlen. Létezik ily médon az AB és az m egyenes
Cy metszéspontja. (1) alapjan ezzel a ponttal (ABC)(BCA;)(CAB;) = —1
teljesiil, s igy a feltétel figyelembevételével (ABC;) = (ABCy) adédik, amibél
viszont 2.9(3) alapjan C; = Cy kovetkezik. Ezzel megmutattuk az A;, By, Cy
pontok kollinearitdsat.
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4.6. Megjegyzés. Tekintsiik egy (A, V, ®) affin tér
Hoy=®5' 0A\lyo®o és  Ho, =05 opulyodo
O koézépponti homotécidit (1d. 8.10.). Ekkor
HoxoHo,=®5" o uly o ®o = Ho = Houxn = Ho 0 Ho ;

kovetkezik ily moédon, hogy a rdgzitett kozépponti homotécidk egy kommutativ
részcsoportot alkotnak Aff(A)-ban, amely izomorf az alapulvett K* multiplikativ
csoportjdval.

4.7. Tétel (Papposz tétele, affin viltozat). Legyenek [ és I’ egy affin sik
kiilonboz6 egyenesei, s jeloljink ki az [ egyenesen kiilonbozd A, B,C, az I’
egyenesen kulénbozé A’, B',C' pontokat. Ha [ és I’ metsz6, tegyﬁk 61, hogy

a metszéspontjuk kiilonbozik mind a hat ponttél. Amennyiben AB’ || A’'B és
— — — —
BC'" || B'C, ugy AC" || A'C is fennAll.

Bizonyitds. Tegyiik fol el8szor, hogy [ és I’ metszi egymast egy P pontban.

3.20.-bol kovetkezden egyértelmiien 1étezik olyan f P kézéppontd homotécia,
amelynél f(A) = B. Ugyancsak 3.20., valamint a feltétel alapjan ennél a ho-
motécidnal f(B’) = A’. Hasonlé érveléssel tekinthetjiik azt a P kdzépponti g
homotécidt, amelynél g(B) = C; ekkor g(C') = B’. Legyen h := f o g. Ek-
kor az elérebocsatott megjegyzés szerint h szintén P kozépponti homotécia, és
h=go f is fennall. Igy

hA)=go f(A)=g(B)=C,  h(C')=foyg(C)=f(B)=4,

— —
kovetkezésképpen h az AC’ egyenest a C A’ egygsbe > viszi at, s mivel a di-
latécidk 3.19. értelmében parhuzamossagtarték, AC’ || A'C.
Amennyiben az [ és I’ egyenes parhuzamos, az okoskodds teljesen analdg, a
modositas csupan annyi, hogy az f és g homotécidk helyett olyan transzlicidkat
kell alkalmazni, amelyek A-t B-be, illetve B-t C-be viszik at.

O

Megjegyzés. A bizonyitds soran — az elérebocsédtott megjegyzésen keresztiil
— lényegesen felhasznaltuk, hogy a testbeli szorzis kommutativ; ennek hijan a
tétel érvényét veszitené.
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4.8. Tétel (Desargues tétele, affin vdltozat). Legyen A, B,C, A’, B',C" hat
pont egy affin sikon, foltéve, hogy {A, B,C} és {A’, B’,C’'} nem kollinedris. Ha
“—> — — —> — — —> —>
AB || A’B', BC || B'C' és AC || A'C’, akkor az AA’, BB', CC" egyenesek egy
sugarsorhoz tartoznak.

Bizonyitds.
> >
(1) Tegyiik f6l, hogy az AA’ és a BB’ egyenes metszi egymadst egy P pontban. Te-
kintsiik azt a P kozéppontd homotécidt, amelynél f(A) = A’. Ekkor a 3.20.-ban
— —
leirt szerkesztési eljards és a A'B’ || AB feltétel alapjan f(B) = B’ is teljesiil.
Legyen C” := f(C). Mivel a dilataciék parhuzamossagtartok, kovetkezik, hogy

— — — —
B'C"||BC & AC"| AC,

>

igy C” rajta van a B(_)’—re illeszkedd, BC-vel parhuzamos egyetlen egyenesen és
az. A'-re illeszked8, AC-vel parhuzamos egyetlen egyenesen is. Ezek az egyene-
sek éppen B'C’ és A'C’, melyeknek egyetlen kozos pontja a C’ pont, kovet-
kezésképpen C” = C'. P,C és C"” a konstrukcié alapjan kollinedaris, ezért
> >

CC"=CC" egyenes is 4dthalad a P ponton — és ezt kellett belatnunk.

«—> —>
(2) Amennyiben AA’ | BB’, tekintsiik azt a transzldciét, amely az A pontot a

B pontba viszi 4t. Ezt alkalmazva, el6z6 gondolatmenetiink 1ényegi valtoztatas
nélkiil megismételhetd.

O

5. Valés affin terek
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Valés affin térben dolgozva, a valds szdmtest rendezési és topoldgiai tulajd-
onsdgainak kdszonhetden szamos olyan konstrukciora mod nyilik, amelyre egy
tetszdleges test foldtti affin térben nincs lehetdség. Erre 2.14.-ben, a szakaszok
értelmezésekor mdr ldttunk példdt.

Emlékeztet6 a linearis algebrabdl. Egy véges dimenzios, valés vektortér
bézisainak halmazdban ekvivalenciareldcié vezethetd be oly mddon, hogy két,
nem foltétlentl kiilonb6z6, bazist ekvivalensnek neveziink, ha az egyikrdl a
masikra valé dtmenet (bédzistranszformacié) matrixa pozitiv determinansi. Ek-
kor az ekvivalenciaosztalyok szama ketto; kijelolve és pozitivnak deklardlva ezek
egyikét, azt mondjuk, hogy iranyitast adtunk meg a vektortéren. Az adott
irdnyitashoz tartozé bazisokat pozitiv vagy jobbsodrdsi, az ezekkel nem ekviva-
lens bazisokat negativ vagy balsodrdsu bazisokként emlitjiik. Egy irdnyitott vek-
torterek kozotti linedris izomorfizmust irdnyitastartonak neveziink, ha pozitiv
bézist pozitiv bazisba visz at, kiilonben irdnyitasvdlténak mondjuk. Ha V' véges
dimenzids valds vektortér és ¢ € GL(V), ¢ akkor és csak akkor irdnyitastartd,
ha det ¢ > 0.

5.1. Definicié6. Egy (A, V,®) véges dimenziés valés affin teret
irdnyitottnak neveziink, ha V irdnyterén megadtunk egy irdnyitiast. Ebben

az esetben A-nak egy (A;)I, bézisdt pozitivnak (vagy jobbsodrdsinak) mond-
A\ N
juk, ha (AOAZ) porzitiv bazisa V-nek; ellenkez6 esetben negativnak vagy
i=1

(balsodrdsinak) nevezziik.

5.2. Lemma. Legyen (4;)7, pozitiv affin bazisa az (A,V,®) valés af-
fin térnek, s tekintsiink egy o: {0,1,...,n} — {0,1,...,n} permuticiét. Az
(Ag(i))izp affin bazis akkor és csak akkor pozitiv, ha a o permutécié péros.

Bizonyitds. Minden permutécié eléallithaté transzpozicidék kompozicidjaként
(s6t az elballitasban szerepld tényezék szamanak paritdsa dllandd). Elegendd
ezért azt ellenOrizni, hogy transzpozicié végrehajtiasa esetén pozitiv affin
bazisbdl negativat kapunk, és megforditva.

Vezessiik be az a; :=AgA; (1 < j < n) roviditést (ekkor (a;)7_; bazisa V-nek),

s legyen o transzpozicidja {0, 1,...,n}-nek.
(1) Ha o(0) = 0, akkor o hatédséra az (a;)j_; bazis két tagja cserélddik fel.

A bézistranszformacié métrixa az egységmatrixbdl két oszlop felcserélésével
adddik, ezért a determindnsa negativ.

(2) Tegyiik fol, hogy o(0) = 4, ahol i € {1,...,n}. Ekkor o hatédsa az (a;)}_,
bézison kovetkezé:

aj :% ~ %:OAJ - OAZ: a; — G, ha] 75 7 ;

a; :A()Ai ~ AlAOZ —a;.

Az 4j” bézist tehat a ,régi” bézisbdl dgy kapjuk, hogy annak i-edik tagjat
a tobbibdl kivonjuk, magat az i-edik bazisvektort pedig (—1)-gyel szorozzuk.
Vildgos, hogy ennek a bazistranszforméaciénak is negativ (mégpedig —1) a de-
terminansa.

O

49



5.3. Definicié. Legyen (A, V, ®) és (A’ V' ®') megegyezd dimenzidji véges
dimenzids valos 3£ﬁn tér. Egy f: A — A’ affin izomorfizmust irdnyitdstartdnak
nevezink, ha az f:V — V' linearizéltja irdnyitastartd, ellenkezé esetben f-et
iranyitdsvdltonak mondjuk.

Megjegyzés. Az el6rebocsatottakbdl vildgos, hogy egy affin izomorfizmus
aszerint irdnyitastarto, illetve irdnyitdsvéltd, amint valamely (s ezért barmely)
pozitiv affin bazist pozitiv, illetve negativ affin bazisba visz at. Specidlisan egy

f € Aff(A) affinitas akkor és csak akkor irdnyitastart6, ha det (?) > 0. A de-

terminansok szorzastétele alapjan adddik, hogy iranyitdstarté affinitasok kom-
pozicidja és inverze is irdnyitastartd. Az irdnyitdstarté affinitdsok ily mdédon
részcsoportot, mégpedig 2 indexti részcsoportot alkotnak az Aff(A) csoportban.

Példa. Ha (A,V,®) n-dimenzids valds affin tér és f € Aff(A) eltolds vagy
pozitiv aré_l\iyfl homotécia, akkor f irényl’tést_\arté, hiszen az els6 esetben ?:i‘/’
s igy det f= 1, a masodik esetben pedig f= Ay (A € RY), s ezért det f=
A™ > 0. Az is lathatd, hogy a negativ ardnyd homotécidk csak paros dimenzids
affin térben irdnyitastartok.

Megallapodds. A természetes affin struktirdval elldtott R™ valds vektorte-
ret irdnyitottnak tekintjiik azzal az Un. szokdsos irdnyitassal, amelyet R™ kano-
nikus bazisa reprezental.

5.4. Definici6é és lemma. Legyenek A és B egy valds affin tér kiilonb6z6
pontjai. Az AB \ {A, B} ponthalmazt az AB szakasz belsejének nevezziik, s ra

az AB vagy Int AB jeldlést hasznaljuk, pontjait pedig a szakasz belsé pontjainak
hivjuk.
Egy P pont akkor és csak akkor bels6 pontja az AB szakasznak, ha (ABP) > 0.

Bizonyitds. A 2.1. definicié értelmében
_ — — — N\
AB= {P €AB|AP=1 AB, Te€lo, 1]} :

o

igy AB= {P 624—B>\1TP: T E, T E]O,l[}. Kijelolve egy O origét, AP=0P
— ﬁ és E:(TB — ﬁ irhaté. Ennek figyelembevételével azt kapjuk, hogy
PeAB +  3relo1]: 073_@27(0?_@)
= Ire0,1]: 0’1\3:(1—7')(7\4-%7@.

Az allités igazolaséra térve &t, tegyiik fol elészor, hogy P € AB. Ekkor a most
mondottak szerint

OP=(1-7)0A+r 0B, €01,
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igy 2.8. alapjan (ABP) = *= > 0.
Megfordltva ha (ABP) =u >0, akkor — szintén 2.8.-ra tekintettel — OPj
u 0A +o OB. Legyen 7 := f.. Ekkor 7 €]0,1[ és OP= (1-7) OA

+7 @, ami azt jelenti, hogy P €AB.

O

5.5. Meg_]egyzes Ha (A;, 11:)F_, olyan silyozott pontrendszere egy affin

térnek, hogy ZZ o i = 1, akkor azt mondjuk, hogy a silyok rendszere normdlt.
Ebben az esetben a rendszer S LMypontJanak tetszéleges O pontra vonatkozd
helyzetvektora 0S= ZZ otti OA;. Alkalmas skaldrral megszorozva a stlyok
mindegyikét, minden silyozott pontrendszerrdél attérhetiink olyan rendszerre,
ahol a sulyok rendszere normalt, s amelyeknek silypontja megegyezik az eredeti
rendszer sulypontjival. n-dimenzids affin térben egy P pontnak egy (A4;)I,
affin bézisra vonatkozé normdlt baricentrikus koordindtdin sulyok olyan (u;)7,
normélt rendszerét értjiik, amelyre teljesiil, hogy P sulypontja az (A;, )i,
silyozott pontrendszernek.

5.6. Lemma. Legyen /<1_)B egyenese, C ¢E pedig pontja egy valés affin
siknak. Ha egy P pontnak az (A, B, C) affin bézisra vonatkoz6 normélt baricen-
trikus koordindtai «, 3, -y, akkor

(1) v =0 ekvivalens azzal, hogy P 614—)B;

(2) 7 > 0 ekvivalens azzal, hogy PC N AB= (.

Bizonyz’tds Rogzitve egy O origét, a P pont helyzetvektora 073: «a 071
+60B+’yOC’ aholoz—I—ﬂ—f-’y—l
(1) v = 0 esetén OP= o OA +5 OB= (1 ﬂ){_O?‘l +5 @, P tehét affin
kombingciéja A-nak es B-nek, s igy (1d. 2.4.) P €AB.
Megforditva, ha P GAB akkor P egyertelmuen elGallithaté (A, B) affin kom-

bindcidjaként, s igy OP @ OA +0 OB a+ @ = 1 irhaté, kévetkezésképpen P
(A, B, C)-re vonatkozé normélt baricentrikus koordinatdinak harmadik tagja 0.

(2) Tetsz6legesen valasztva egy 7 € [0, 1] paramétert, tekintsiik a PC szakasz
0Q=(1— 1) OP +7 0C= (1 - 1)a OA +(1 — 7)8 OB +((1 — 7)y + 1) OC

helyzetvektord @) pontjat.
~v > 0 esetén ennek 3. baricentrikus koordindtdja pozitiv, {gy (1)-re tekintettel
>

Q ¢/<1—B) Ebb8l Q € PC tetszélegessége folytan PC N AB= () kiovetkezik.
Ha v < 0, akkor van olyan 7 €]0, 1] valds szam, hogy (1 T)y+7 = 0, nevezetesen

T = ﬁ fgy a PC szakasz (1 — —) OP +57 OC helyzetvektorid pontjanak
(A, B, C)-re vonatkozo 3. normalt barlcentrlkus koordlnataja 0, s ezért (1) miatt

PC N 1(4—B>7é (. Belattuk ezzel (2) teljesiilését is.
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5.7. Definicié. Egy valds affin tér egy részhalmazat konvernek nevezziik,
ha barmely két pontjaval egyiitt azok Osszekotd szakaszat is tartalmazza.

5.8. Példak.

(1) Barmely valds affin térben az Gsszes affin altér konvex halmaz; specialisan
az lres halmaz, a pontok, az egyenesek és maga a tér is konvex halmazok.

(2) A szakaszok konvex halmazok. Val6ban, tekintsiik egy valds affin tér egy
AB szakaszat. Foltehetjiik, hogy A # B, kiilonben nincs teendénk. Legyen
Ay, By €AB; azt kell belatnunk, hogy ekkor Ay B, CAB is teljesiil. Tekintsiink
egy tetszéleges P €A1 By pontot. Rogzitve egy O origdt,

OP=(1—1)OA, +7 OB;, r€[0,1]
frhaté. Itt Ay, By €AB folytan
OA,=(1-a)OA+a OB, OBi=(1-3)OA+80B: «a,f8¢el0,1],
kovetkezésképpen
OP=(1—7)(1 —a) OA +(1 - 1)a OB +7(1 — B) OA +73 OB=
=((1-7(1-a)+7(1-75)) OA +((1=7)a+7106) OB=
=(1-((1-7)a+78) OA+((1—7)a+70) OB .
Itt (1 — 7)o+ 78 > 0 nyilvanvaléan teljestil, s mivel
0<§<1

/<l & f-a<l-a
0zt TB-—a)<l—-a & ([(A-1a+78<1,
kovetkezik, hogy P €AB. P €A, B; tetszblegessége folytan ez azt jelenti, hogy
A1 B1CAB.

(3) Konvez halmaz képe és Gsképe affin leképezésnél konvexr halmaz. A képre vo-
natkoz6 megéllapitds igazoldsahoz legyen A és A’ vals affin tér, f: A — A’ affin
leképezés, K C A konvex halmaz. Azt kell belatnunk, hogy ekkor K’ := f(K) C
A’ is konvex halmaz. Tegyiik fel, hogy K’ legaldbb kételemi (kiilénben nincs
teendd), s legyenek A’ és B’ K’ kiilonboz6 pontjai. Ekkor vannak olyan A # B
K-beli pontok, hogy f(A) = A’, f(B) = B’. Rogzitve A-ban egy O origét, te-
kintsiik A’-ben az O’ = f(O) origét. Tetszbleges P’ € A’ B’ pont helyzetvektora
megadhatd

OP=01-71)0A +7O0'B’

alakban. Az (ﬁ’:: (1-7) ﬁ +7 O_B\ helyzetvektori pont az AB szakasz egy
pontja, igy K konvexsége miatt P € K. Mivel az affin leképezések felcserélhettk
az affin kombindcidk képzésével (3.21.),

O'f(P)=f(0)f(P)= (1 =7) f(O)f(A) +7 (O)f(B)=
=(1-7) O'A" +7 O'B'=0"F',
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Kovetkezésképpen P’ = f(P) € K', amivel igazoltuk K’ konvexségét.
Konvex halmaz 6sképének konvexsége ugyanilyen egyszeriien 1lathaté.

5.9. Lemma és definicid.

(1) Egy valds affin tér konvex halmazai tetsz6leges csalddjdnak a metszete is
konvex halmaz.

(2) Tekintve egy A valés affin tér egy S részhalmazit, az S-et tartalmazéd
A-beli konvex halmazok kozott 1étezik legsziikebb, mégpedig az S-et tar-
talmazo 6sszes A-beli konvex halmaz metszete. Ezt a halmazt az S halmaz
konvex burkdnak nevezziik és conv(S)-sel jeloljiik.

5.10. Definicié. Valés affin térben egy affin kombinaciot konvexr kom-
bindcionak mondunk, ha a benne szerepl6 egyilithaték nemnegativak.

Példa. Egy szakaszt két végpontjanak Osszes konvex kombindcidi alkotjak.

5.11. Allitas. Egy ponthalmaz konvex burka megegyezik a ponthalmazbdl
képezhetd Gsszes véges pontsorozat Osszes konvex kombindcidinak halmazéval.

Bizonyitds. Legyen A valés affin tér, S C A, s jeldlje ¢(S) az S véges pont-
sorozataibol képezhetd Gsszes konvex kombinaciok halmazat. Feladatunk annak
megmutatasa, hogy ¢(S) = conv(S).

(1) ¢(S) C conu(S). Ha P € ¢(S5), akkor egy O origd rogzitése utdn valamely
Ay, ..., A, € S pontok segitségével

OP=MOA, +- 4+ M OAp; A >0,.. 0 >0, M4+ =1

irhaté. A szereplé pontok szama, azaz k szerinti teljes indukciéval igazoljuk,
hogy P € conv(S). Ez k = 1 esetén nyilvanvaldan igaz, a k = 2 esetben pedig
adddik a konvexitds definicigjabol. Tegyiik fol, hogy k& > 2, és hogy a k-ndl
kisebb tagszdmui konvex kombinéciék conv(S)-ben vannak. Ha a felirt konvex
kombindciéban \; = 1, akkor

. A o7 Mol GA,
(A1 k1)<)\1+"'+/\k1 ! ALt Ak kl)
+X, OA,
irhaté. Ha
—\ )\1 s )\k_l
00=———  ____ 0OA ++—OA—7
Q M+ Ao ! A+ A i

akkor az indukcids feltevés értelmében @@ € conv(S), hiszen @ konvex kom-
binicidja az Ay, ..., Ax_1 pontoknak. Mivel

OP= (1 - \) OQ +\;, OAy,
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P konvex kombinaciéja a @, Ay € S pontoknak, igy P is conv(S)-be tartozik.
(2) conv(S) C ¢(S). Ennek igazoldsdhoz elegendd azt beldtnunk, hogy c¢(S)
konvex, ugyanis S C ¢(S) (S minden pontja egytagi konvex kombinécidja
onmaganak), s igy ¢(S) konvexsége esetén a konvex burok definicigjabol kovet-
kezik, hogy conv(S) C ¢(95).

Legyen A, B € ¢(S). Egy O orig6 rogzitése utan ekkor bizonyos Aj,..., A; € S,
illetve By, ..., B € S pontok segitségével

k
OA= ZAi OA4; Moo e €Re; M4+ A =1),  illetve

=1

k
OBZZHiOBi (1o e € Ry i+ + g = 1)
=1
irhat6. Azt kell ellendrizniink, hogy ha P €AB, akkor P € ¢(S). P €AB esetén
valamely 7 € [0, 1] val6s szdmmal

k l
OP=(1-7) OA+7 OB=) (1-7)\ OA; + Y 1; OB; .

=1 Jj=1

Itt a jobb oldali lineéaris kombinacié konvex kombindacié, hiszen az egyiitthaték
mindegyike nemnegativ és

k ! k !
:(I—T))\i-}-ZT,Uj:(I—T)Z)\Z‘-FTZ:l—T-FT:l.
=1 i=1 j=1

j=1

(3

O

5. 12. Kovetkezmény. Egy valds affin tér egy részhalmaza akkor és csak
akkor konvex, ha zart a konvex kombindciék képzésére, azaz ha barmely véges
pontsorozataval egyiitt annak minden konvex kombinaciéjat is tartalmazza.

Bizonyitds. Tekintsiik az A valds affin tér egy S részhalmazat. Ha S konvex,
akkor S = conv(95), s iggy az eléz6 allitds miatt a véges S-beli pontsorozatok
konvex kombindcidi S-be tartoznak.

Megforditva, ha S zart a konvex kombindcidk képzésére, akkor tetszdleges
A,B € S pontok esetén A és B minden konvex kombinicidja S-be tartozik,
igy ABC S.

(]
5.13. Tétel (Carathéodory tétele). Ha S nemiires ponthalmaz az A

n-dimenziés valés affin térben, akkor S konvex burkdnak barmely pontja
eléallithaté legfeljebb n + 1 S-beli pont konvex kombinacidjaként.

Bizonyitds. Tegyilik fol, hogy P € conv(S). Ekkor 5.11. értelmében me-
gadhatdk Ay, ..., A € S pontok oly mddon, hogy tetszilegesen vilasztott O
origoval

k
(1)  OP=) NOA; NeR. (1<i<k), M+--+X =1

=1
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irhaté. Ekkor P sulypontja az (A;, \; ) °_, sulyozott pontrendszernek, s ezért
k) —_
(2) Z X\, PA;= 0.
i=1

Tegyiik fel, hogy k a legkisebb olyan pozitiv egész, amellyel OP el64llithaté az
(1) alakban. Ekkor a szerepl6 \; egyilitthatok mindegyike sziikségképpen pozitiv.
Allitjuk, hogy k < n + 1.

Indirekt moédon folytatva okoskodasunkat, tegyiik fol, hogy & > n+ 1. Ebben az
esetben az (A4;)%_, pontsorozat affin értelemben fiiggd, ezért a 2.5.-ben mondot-
tak alapjan 1éteznek olyan nem csupa nulla «q, ..., o valé szamok, hogy

k k
(3) Zai =0 és ZO@ 1D-A_:‘: 0.
=1 i=1

Ekkor az oy, ..., ax szamok kozott kell negativnak is lennie; legyen
. Ai .
e:=min<{ —— eR|a; <0,s€{1,...,k} .
Q;

Vilagos, hogy € > 0.

S 0+ OT= YA, (O + ) 4¢3 (07 + PR) -

=1 =1

=1
k k

- <Z > OP+Z)\ PA, +e (Za2> OP +¢ (Zaz PA> 2):(3)
=1 =1

S (e

OP tehdt a A\ + eayq, ..., \p + ey skalarokkal linedrisan kombindlhaté az O A;
., OAy, vektorokbdl. Ez a linedris kombindcié konvex, hiszen

k k k

Dited)=> Aited ai=1,

=1 =1 =1

és minden ¢ € {1,...,k} esetén \; + ea; > 0 (ez utébbi evidens, ha a; > 0,
a; < 0 esetén pedig € definicidja alapjdn e < — 2L S ey > —\; & )\ +ea; > 0).
Ugyanakkor a \; + eaq, ..., Ak -+— eak skalarok valamelylke 0, hiszen van olyan
1€ {1,...,k} index, hogy e = —2t. Ez azt jelenti, hogy P el64ll k-nal kevesebb
S-beli pont konvex kombmamqakent ellentmondasban k& minimalitasaval.

d

5.14. Definicié.

(1) Valés affin térben d-dimenzids szimplexen d+1 affin értelemben fiiggetlen
pont konvex burkat értjik. A 2-dimenzids szimplexeket hdromszégeknek
(hdromszig-lemezeknek), a 3-dimenzids szimplexeket tetraédereknek ne-
vezziik.
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(2) Ha o := conv({Ag,A1,...,Aq}) d-dimenzids szimplex, akkor az
Ag, Ay, ..., Aq pontokat a szimplex e¢sicsainak hivjuk. Amennyiben
{Ai,... A} (k€A{0,...,d}) a o szimplex csucsainak egy részhalmaza,
ugy a conv ({A;,..., A }) k-dimenzids szimplexeket o egy lapjdnak
mondjuk. Egy lap wvalddi, ha kiilénbozik magatdl a szimplextdl. A o sz-
implex A; csicsaval szemkdzti lap a conv ({AO, e ,E, - ,Ad}) szim-
plex (a” szimbdlum azt jelenti, hogy az alatta 1évé tag torlendd). Egy
d-dimenziés szimplex olyan lapjait, amelyek (d — 1)-dimenzids szimple-
xek, hatdrlapokként emlitjiik, a hatarlapok uniéjat a szimplex hatdrdnak
nevezziikk. A o szimplex hatdrat Oo-val jeloljik. A o szimplex belseje
Into := o \ Jdo, ennek pontjai a szimplex belsé pontjai. Into-t nyilt sz-
impleznek is mondjuk.

Példak.

(1) A 0-dimenzidés szimplexek az egyponti halmazok. A oo := conv ({4p}) =

{Ag} szimplex hatdra dog = 0, belseje Intog = o¢ \ dog = {Ag}.

(2) Az 1-dimenziés szimplexek a szakaszok: ha Ay és A; egy valds affin tér
kiilonboz6 pontjai, akkor o) := conv ({Ag, A1}) =ApA;. doy = {Ag} U{A} =
{49, A1}, Intoy =AoA; \ {40, A1} gy az 1-dimenziés szimplexek belsejének
fogalma visszadja a szakaszok belsejének korabban (1d 5.4.) bevezetett fogalmat.

lusztrdacio

2 .
- *

{4g} Ay 4,
[ ]

Apd;=conv({dy, 4,})

Az

Ag

conv({A,. 4;.4}) 4

conv( {4 4;.4;.4:})

Megjegyzés. A szimplexek valds affin térbeli fogalma nem tévesztendd Gssze

tetszOleges test f6l6tti affin térben bevezetett szimplex-fogalommal (v.6. 2.13.).
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A korabbi, altalanosabb szitudciéban — konvexitds hijan — affin értelemben
fiiggetlen pontok halmazéira (a mostanival Osszevetve: a csicsok halmazdra)
hasznéltuk a szimplex elnevezést.

5.15. Allit4s. Barmely halmaz konvex burka el6all azoknak a szimplexeknek
az unidjaként, amelyeknek cstcsai az illeté halmaz elemei.

Bizonyitds. Tekintsiik az A valés affin tér egy S részhalmazat. Nyilvdnvalg,
hogy minden S-beli csiicsokkal rendelkezé szimplex benne van conv(S)-ben. A
forditott irdnyud tartalmazds igazoldsdhoz tekintsiink egy P € conv(S) pontot.
Az 5.11. allits értelmében P megkaphaté véges sok S-beli pont konvex kom-
bindcidjaként; valasszunk egy olyan minimadlis elemszdmu {Ag, A1,..., A} C S
ponthalmazt, hogy P € conv ({Ag, A, ..., Ar}). Azt kell még beldtnunk, hogy
(A;)k_, affin értelemben fiiggetlen. Ha ez nem volna igy, akkor 2.5. értelmében
létezne olyan k-nal kisebb dimenziéji B affin altér, amelyre {Ag, A1, ..., Ax} C
B teljesiil. Alkalmazva erre Caratheodory tételét, az kdvetkezik, hogy P
megkaphaté az Ag, A1, ..., Ax pontok koziil legfeljebb k darabnak a konvex
kombinaciéjaként, ellentmondasban a {Ag, A1, ..., A} elemszamanak minima-
litasaval.

O

5.16. Allitas (a sikfelbontds tétele). Egy A valés affin sik minden | egye-
neséhez léteznek olyan l hataregyenesu nyilt félsikoknak nevezett nemiires,

diszjunkt, konvex K1 és Kz halmazok tgy, hogy
(1) A\l =K1 U KQ;
(ii) P €K, és Q €K, esetén PQ Nl # 0.

Hal —AB és C' € A\l, akkor a C pontot tartalmazé nyilt félsikot az affin sik azon
pontjai alkotjék, amelyeknek az (A, B,C) affin bazisra vonatkozé 3. normalt
barlcentrlkus koordinataja pozitiv — vagyis azok a P € A pontok, amelyekre
PC N AB= 0 teljesiil.

Bizonﬂgs Tegyiik fel az allitas masodik felében mondottaknak megfeleléen,
hogy | =AB, s valasszunk egy C € A\l pontot. Ekkor (4, B,C) affin bazisa

A-nak. Legyen K1 és K2 A azon pontjainak halmaza, melyeknek (A, B, C)-re 3.
normadlt baricentrikus koordinatédja pozitiv, illetve negativ. Rogzitve egy O € A
origot, ekkor

Iglz{P6A|073:a(ﬁ1+6()_3\+70T*;a+6+7:1,7>0},

132: {P€A|073:a071+673\+70?’;a+5+7=17’Y<0}-

(1) K és Ky konvex részhalmaza A-nak. K7 konvexségének igazolasihoz legyen

a7



PésQ Igl két tetszoleges pontja. Ezek helyzetvektorai a
OTDZ oy (f4 + 051 @ +7 O?’; ap+ B+ =1, >0, illetve
OT):% 071+ﬂ2 Of?ﬂ;; (f‘; r+ P+ =1v%>0
alakban 4llithatdk el§. Barmely 7 € [0, 1] esetén
1-7) OP +r O?Q:
= (1= )as + 7a2) OA + (1= 7)1 + 76) OB + (1 = ) +712) OC,
sitt 41 > 0,72 > 0, 7 € [0,1] folytdn (1 — 7)1 —0—07'72 > 0, kévetliezésképpen a

PQ tetsz8leges pontja, s igy maga a szakasz is, K;-be tartozik. K, konvexsége
analég moédon lathaté be.

(2) A\ :Igl U Igz. Valéban, tekintsiink egy
OP=aOA+B0B +y0C, a+f+y=1

helyzetvektord P pontot. §.6(1) értelmében P akkor és csak akkor illeszkedik
az | egyenesre, ha v = 0; igy

PeA\l < ~v>0vagyy<0 <= PecK; vagy PeK, <=

— PecKiUK;5.

(3) PeK, és P €Ky = PQ Nl # 0. P és Q helyzetvektora elééllithaté az
O?: aq ﬁ + 51 O_B\ +7 O?Y; o+ 01 + v =1,7 >0, illetve
0OQ=as OA +35 OB +2 oC; s +[32+’72:1,’72>0

alakban. Ha 7 := %'Yj%, akkor 7 €]0,1[. Tekintsilk a PQ szakasz OR=
(1-7) OP +1 OTQ helyzetvektord R pontjat! Ennek az (A, B, C) affin bazisra
vonatkozé 3. normélt baricentrikus koordindtéja

V2 71

T+
Y12 Y1 — )2

(I=7)n +77=— 72 =0,

fgy (ismét 5.6.(1) alapjan) R € I, kovetkezésképpen PQ NI # (.
O

Megallapodas. Egy nyilt félsiknak és a hatdregyenesének az unidjat
félsiknak nevezziik. Ha két pont ugyanabban az [ hataregyenesd nyilt félsikban
van, akkor azt mondjuk, hogy a pontok az [ egyenes ugyanazon oldaldn vannak,
ha pedig két pont kiilénb6z6 | hataregyenesii félsikban van, akkor az [ egyenes
ellentétes oldalain elhelyezked6 pontokrdl beszéliink.

5.17. Definicié. Legyen (A, V, ®) valds affin tér. Megadva egy A € A pontot
és V-nek egy v # 0 vektorat, a

{PeApﬁ:m,Azo}:{PeA|(TP:071+Au,Azo}
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ponthalmazt A kezdépontd, v irdnyvektori félegyenesnek nevezziikk (O € A
tetszdlegesen rogzitett origd).

Megjegyzések.

(1) Minden egyenes el6éll két kozos kezdOponti félegyenes unidjaként, ezek
irdnyvektorai egymads ellentettjei.

(2) Ha A és B kiilonb6z6 pontok, akkor 1étezik egy és csak egy A kezdSponti,

aB 3 ponton atmeno6 félegyenes; ennek egy irdnyvektora AB. Erre a félegyenesre
az AB jelolést hasznéljuk. Tehat:

AB= {P cAB|AP= )\ AB,\ > o} -

= {P €4B|OP=04 +) 4B, ) > 0}

5.18. Definicié.

(1)

Egy valés affin térben két, nem feltétleniil kiillénbdzé félegyenes unidjat
szogvonalnak, roviden szognek nevezziik. A félegyeneseket ilyenkor a szog
szarainak, kozos kezddpontjukat a szog csiucsanak hivjuk. Ha a szarak
egybeesnek, zérusszagrél (vagy nullszogrél) szélunk, ha pedig egy egyenest
alkotnak, egyenesszdogrol beszéliink. Egy @)get Mo’dinak mondunk, ha
nem zérusszog €s nem is egyenesszog. Az AB éin %i)rakkal rendelkezd
szogre a BAC< jelolést hasznaljuk: BAC<:=AB U AC.

Egy wvalés affin sikban tekintett valédi BAC< belsején az @
hataregyenesti, s a C' pontot tartalmazd nyilt félsik, valamint az AC
hatdregyenesii és a B pontot tartalmazdé nyilt félsik metszetét értjik, s
rd az Int BAC< jel6lést haszndljuk. Int BAC< pontjait a szog belsd pont-
jainak hivjuk. Ha a szog sikjadban egy pont nem belsé pont és a szdgvonalra
sem illeszkedik, akkor a szog kilsé pontjinak mondjuk.

5.19. Kovetkezmény. A BAC« —AB U A—C>Y szoget tartalmazo valds affin
sik egy pontja akkor és csak akkor bels6 pontja a szognek, ha az (A, B,C)

affin

bazisra vonatkozé 2. és 3. normdlt baricentrikus koordinatdja pozitiv.

Az ABCA := conv ({4, B, C}) hiromszog belsé pontjainak és csakis ezeknek
mindhédrom (A, B, C)-re vonatkozé normalt baricentrikus koordinataja pozitiv.
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5.20. Allitds (a ,crossbar-tétel”). Legyen adva egy \ﬂés affin sikon egy
valédi BAC<«. Ha P belsé pontja a szdgnek, akkor az AP félegyenes bels6
pontban metszi a BC' szakaszt.

Bizonyitds. Legyenek a P pont normdlt baricentrikus koordindtdi az
(A, B, C) affin bazisra vonatkozéan «, 3,~. Ekkor egy O pont rogzitése utan

(ﬁ;:a(j\él+ﬂ(7§+75a a+B+y=1

irhatd, s mivel feltételiink értelmében P € Int BAC' <, az el6z6 kévetkezményre

tekintettel itt B> 0és v > 0. Igy 1 —a = B+~ > 0, s képezhets a T := —

pozitiv skalar. Tekintsik az “
0Q:=0A +r AP
—
helyzetvektoru @ pontot. 7 > 0 miatt Q) € AP. Mésrészt
o?g:oﬁw(o?_o?) = (1+ar —7) OA +87 OB +~r OC,

{gy Q-nak az (A, B, C)-re vonatkoz6 1. normalt baricentrikus koordinétéja

o 1 l—-a+a-—1
1 =1 _ = -0
tor—7 +1—a 1—a 1—a ’

kovetkezésképpen ) €BC (5.6.(1)). Igy

0O= 3r OF 417 00= -5 0B+ 0C,
1l -« l—«o
s mivel itt
g y -« B 0
1—0¢+1—04 l—« ’ 17a>0 lfoz> ’

az is igaz, hogy Q € Int BC.

5.21. Allitas (a térfelbontds tétele) és definicié. Legyen (A,V,®) n > 1
dimenzids valds aﬁn tér, H pedig hipersikja A-nak. Léteznek olyan nemdiires,

diszjunkt, konvex K1 és Kg halmazok, hogy

(1) A\H ZIgl U _[2—2;
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(ii) P Elgl és Q e]gg esetén PQ NH # 0.

K-t és Ko-t H-val mint hatdrsikkal rendelkez6 nyilt féltereknek mondjuk,
H-val képzett unidjukat féltereknek (olykor zdrt féltereknek) nevezzik.

Bizonyitds. Az okoskodds teljesen analdég az 5.16. igazolasakora alkalma-
zott gondolatmenettel. Legyen (Ai)?z_ol affin fiiggetlen pontcsalddja H-nak, s
tekintsiink egy A,, € A\ H pontot (ilyen pont dim A = n folytdn létezik). Ekkor
(4;)7, affin bézisa A-nak. Rogzitve egy O € A origét, legyen

K= {P6A|OTD=iA¢T&; i)\izl,)\n>0};

i=0 =0
K2::{P6A|OTD:ZAZ-TAZ-; in:1,An<o}.
1=0 =0
Vildgos, hogy ekkor Ki1# 0 (példdul A, €Ky), KaZ 0 és K; N Ko= 0. K

és K, konvexsége, valamint (i) és (ii) teljesiilése ugyanigy ellenérizhetd, mint
korabban.

]
5.22. Allitds (az n-dimenzids szimplezek szerkezete). Legyen (A,V,®) n-
dimenzids valés affin tér,
o :=conv ({Ag, A1,...,An})
pedig n-dimenzids szimplex A-ban. Minden ¢ € {0,...,n} index esetén tekintsiik
az A; csiccsal szemkozti lapot tartalmazé H; := <{AO, .. .,A\i, .. .,An}> hi-
persikot, s jeldlje K~ a H; félsikd, az A; pontot tartalmazé (zért) félteret. Ha

K= K/ \H; (i € {0,...,n}) ésct ({Ao,..., An}) az Ao, ..., A, pontok Ssszes
porzitiv egyiitthatés konvex kombinédcidinak halmaza, akkor

() o= K

(i) Into = iy K;'= ¢t ({4o,..., An}).

A bizonyitast mellbzziik.

5.23. Definicié.
(1) Val6s affin tér egy nemiires konvex halmazanak dimenzidjan a halmaz affin
burkanak dimenziéjat értjik.
(2) Tegylik fel, hogy A n > 1 dimenzids valés affin tér.
(a) Egy nemiires S C A halmaznak egy H C A hipersik tdmaszsikja,
ha S benne van a H hatarsikd (zdrt) félterek egyikében, és nincs
olyan S-et tartalmazd féltér, amelyet az elébbi féltér valédi mdédon

tartalmaz. S tdmaszfélterén olyan S-et tartalmazoé félteret értiink,
amelynek hatarsikja tamaszhipersik.
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(b) A-nak egy részhalmazat konvex poliédernek mondjuk, ha eléallithaté
véges sok (zdrt) A-beli féltér metszeteként.

(c) Véges sok pont konvex burkit konvex politopnak nevezziik, a pon-
tokat ilyenkor definidlé pontokként is emlitjiik. Definialé pontok egy
csaladjat minimdlisnak mondjuk, ha a pontok egyike sincs benne a
tobbi konvex burkdban.

(d) Egy n-dimenziés konvex politop egy tdmaszhipersikjat lényeges
tamaszhipersiknak nevezziikk, ha tartalmazza a politop n
szamu, affin értelemben fiiggetlen definidlé pontjat. A lényeges
tamaszhipersikokhoz tartozé tamaszféltereket szintén lényegeseknek
mondjuk. A konvex politopnak és lényeges tdamaszhipersikjainak
metszeteit a politop oldallapjainak hivjuk (ezek (n — 1)-dimenzids
konvex politopok), az oldallapok oldallapjait (n — 2)-dimenzids
élekként emlitjiikk. Az eljardst folytatva a (k + 1)-dimenzids élek
oldallapjait k-dimenzids ¢éleknek, végil a 0-dimenzids éleket
csucsoknak nevezziik.

5.24. Megjegyzések.
(1) Ha Ag, Ay, ..., Agq egy valés affin tér affin fliggetlen pontjai, akkor

dim conv ({Ag, A1, ..., Aq}) = dim ({Ag, Ay, ..., Ag}),

tehdt egy kordbban (5.14.) dd-dimenzidsnak mondott szimplex d-dimenziés a
mostani definicié szerinti értelemben is.

(2) Egy véges dimenziés valés affin tér affin alterei trividlis példdk konvex
poliéderre. 5.22.-b6l kovetkezik, hogy n-dimenzids valés affin térben minden
n-dimenziés szimplex konvex poliéder.

(3) ,Konvex politop” helyett gyakran egyszertien ,politop”-rol szélunk. A sz
implexek nyilvanvaléan speciélis politopok. A 2-dimenzids politopokat konvex
sokszégeknek (vagy sokszoglemezeknek) nevezziik. A 3-dimenzids politopok azok
az alakzatok, amelyeket az elemi geometria szokasos szohasznélatdban konvex
poliéderekként szokds emliteni; az altalunk bevezetett poliéderfogalom ennél
joval altaldnosabb.

(4) A politopok oldallapjainak, éleinek és csiicsainak fogalma szimplexek esetén
visszaadja a kordbban bevezetett fogalmat. A politopok csicsai az 1-dimenzids
élet végpontjai. A csiicspontokat a politop tobbi pontjaval szemben az a tulaj-
donsag is kitiinteti, hogy egy politop minden csticstél kiilonbozé pontjahoz — és
csakis ezekhez — létezik olyan, a politopba es6 szakasz, amely az illeté pontot
bels6 pontként tartalmazza.

(5) A konvex poliéderek oldallapjai, élei és csicsai a politopokndl ldtott mintara
értelmezheték. A csicspontok a konvex poliéder olyan pontjaiként jellemez-
heték, amelyekhez nem létezik a pontot belsé pontként tartalmazoé, a konvex
poliéder altal tartalmazott szakasz.

5.25. Definicié. n-dimenzids valds affin tér egy ponthalmazat korldtosnak
nevezziik, ha létezik azt tartalmazé n-dimenziés szimplex.
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5.26. Allitas. n-dimenziés valés affin térben minden n-dimenzids politop
megkaphaté a lényeges tamaszféltereinek metszeteként, s igy konvex poliéder.
Megforditva, barmely korldtos konvex poliéder egyenlé a csicsai halmazanak
konvex burkaval. Ily médon a politopok osztilya egybeesik a korldtos konvex
poliéderek osztdlydval.

5. 27. Megjegyzés. Legyen n > 3 egész szam, s tekintsiik egy valds affin
tér kiilonbozd Ay, As, ..., A, pontjait. Azt mondjuk, hogy

A1A2..AnZ:A1A2 @] A2A3 J---u AnflAn
tordttvonal, ha

(1) a benne szerepl6 szakaszok koziil barmely kettének diszjunkt a belseje;

(2) az egymashoz csatlakozé A;A;1q és A;y1A;12 szakaszok nem illeszkednek
egy egyenesre (1 < ¢ <mn—2,ha A, # A;;1<i<mn,ha A, = Ay, s
ilyenkor megéllapodunk abban, hogy A, 11 := A1, Apia = A3).

A torottvonalat alkoté szakaszokat a torottvonal oldalainak is hivjuk. Nem
zdrddd, illetve zdrédd tordttvonalrdl beszéliink aszerint, amint A, # Aj, il-
letve A, = A;. A nem zar6do esetben az Ay és az A,, pontot végpontokként, az
Ay, ..., A,_1 pontokat toréspontokként emlitjiik. Ha a torottvonal zarédé, az
Ay, Ag, ..., A, pontokat csicspontoknak mondjuk.

4 A
Agp 4y 4; 4
A Ay 4: Ay

A=4;, A=A,

s

Nem zar6dé, illetve zar6do torottvonal

A walés affin sikon adott zarédé térdttvonalat sokszégvonalnak nevezziik. Azo-
kat az oldalaktdl kiillonbo6z6 szakaszokat, amelyek egy sokszdgvonal két csicsét
kotik Ossze, atloknak hivjuk. Ha egy sokszogvonal oldalainak és csucsainak
kozos szdma n, akkor n-szégvonalrdl, specidlisan az n = 3 és n = 4
esetben hdromszdgvonalrdl, illetve négyszégvonalrdl (réviden hdromszégrél és
négyszogrol) beszéliink és igy tovabb.

5.28. Definicié. Legyen adva a 3-dimenzids valés affin térben egy 3-
dimenzids politop. Nevezziikk a politop (kétdimenzids) oldallapjainak uniéjat
politopfeliiletnek! Azt mondjuk, hogy csomdpontoknak, wvonalaknak és tar-
tomanyoknak nevezett pontok, illetve részhalmazok hdlozatot alkotnak egy po-
litopfeliileten, ha teljesiilnek a kdvetkezé feltételek:

(1) minden csomépont csticsa, minden vonal (1-dimenziés) éle a politopnak;
a tartomdanyok oldallapok, vagy oldallapok unioi;
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(2) minden csomédpont (egy vagy t6bb) vonal végpontjaként lép fel;
(3) barmely két vonalnak diszjunkt a belseje;

(4) barmely két csombponthoz létezik olyan vonalak alkotta téréttvonal, ame-
lynek az illeté csomépontok a végpontjai;

(5) egyetlen csomépont és a politopfeliilet, mint tartomdny, halézatot alkot;
ezt primitiv hdlézatnak mondjuk;

(6) a politop Osszes lapjai, mint tartomanyok, Gsszes 1-dimenziés élei, mint
vonalak és 0sszes csicsai, mint csomopontok halézatot alkotnak; ezt teljes
hdlozatnak nevezziik.

Ha egy politopfeliileten adott hélézathoz c¢o szamu tartomany, ¢; szdmu vonal
és cg szamu csomépont tartozik, akkor a

co—cC1 + ¢

szamot a halézat Euler-karakterisztikajanak nevezziik.

5.29. Definicié6 és lemma. Ha egy politopfelilleten adott halézathoz
tovabbi élet csatolunk oly mdédon, hogy

(1) az 14j él egyik végpontja, de csakis az egyik, csomdpontja a hilézatnak
vagy

(2) a csatolt él két meglévd csomépontot kot Ossze, akkor azt mondjuk, hogy

elso, illetve masodik tipusu bdvitést hajtottunk végre. Bivités sordn az
Euler-karakterisztika nem valtozik.

Bizonyitds. Legyen az adott halézat tartomanyainak, vonalainak, illetve
csomépontjainak szama co, ¢, illetve cg.

(1) 1. tipusu bévités sordn ca nem valtozik, ¢; és cg 1-gyel né, igy co — (¢1 +
1) + (co + 1) = ¢ — 1 + ¢ miatt az Euler-karakterisztika valtozatlan.

(2) 2. tipusi bévitésnél ¢p nem valtozik, ¢; 1-gyel né. Ugyancsak 1-gyel n6
co 18, mert az 5.28.-beli (4) feltétel miatt az 1j él csatoldsdval vonalakbdl
Osszetett zarodé tordttvonalhoz jutunk a politopfeliileten, amely egy Gjabb
tartomanyt hataroz meg. Mivel (¢ +1) — (c1 + 1) + ¢g = c2 — ¢1 + ¢, az
Euler-karakterisztika most sem valtozik.

d

5.30. Lemma. Egy politopfeliilet teljes halézata megkaphaté egy primitiv
hélézatbdl véges szamu 1. és 2. tipusi bovités eredményeként.

Bizonyitds. Legyen Hy az adott primitiv halézat, amelyet egyetlen A csucs,
mint csomépont, s az 6sszes oldallap unidja, mint tartomdany alkot. Csatoljuk
Ho-hoz mindazokat az éleket, amelyeknek egyik végpontja az A pont. Ekkor
1. tipusd bovitést alkalmaztunk; a nyert hélézatot jelolje Hi. (A Hi-beli 4j
csomépontok mintegy ,egy lépésre vannak” A-t6l.) Bévitsik ezutdn a Hi-et
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oly médon, hogy csatoljuk hozza mindazokat az éleket, amelyeknek egyik vagy
mindkét végpontja Hi-beli csomépont, de maga nem tartozik Hi-be. Az igy
kapott halézatot jelolje Hs. (A Ha-beli Gj csomépontok ,két 1épésre vannak”
A-t6l.)

A H hélézatot szintén az el6bbi médon bovitjiik, s az eljarast mindaddig foly-
tatjuk, amig az élek el nem fogynak. Vildgos, hogy igy — véges szamu 1épésben
— eljutunk a teljes hélézathoz.

d

5.31. Tétel (az Euler-féle poliédertétel). Ha a haromdimenziés valds affin
térben egy haromdimenzids politop oldallapjainak szama [, 1-dimenzids éleinek
szdma e, csucsainak szama pedig ¢, akkor

l—e+c=2,
azaz eqy politopfelilet teljes halozatdnak Euler-karakterisztikdja 2.

Bizonyitds. Tekintsiik a politopfeliilet egy primitiv hélézatat. Ennek Euler-
karakterisztikdja 1 — 0+ 1 = 2. Az 5.30. lemma értelmében ebbdl a primitiv
hélézatbdl véges szamu 1. és 2. tipusu bovitéssel megkaphaté a politopfeliilet tel-
jes hélézata, 5.29. pedig biztositja, hogy a bovités soran az Euler-karakterisztika
nem valtozik. Mivel a teljes hdlézat [ tartoméanyt, e vonalat és ¢ csomépontot
tartalmaz, kovetkezik, hogy I —c+e = 2.

O

5.32. Megjegyzések.
(1) Euler tétele kiterjesztheté az n-dimenzids valés affin tér n-dimenziés poli-
topjaira is. Ha ¢ jeldli egy ilyen politop k-dimenzids éleinek szamat (0 < k <
n — 1), akkor

Co —C1 + Coy — -+ =+ (—l)n_lcn_l =1 + (—l)n_17
roviden
n—1
Z(—l)kck =14+ (-1)+n—1.
k=0



Ez a fontos eredmény H. POINCARE-td] szadrmazik.

(2) Az Euler-Poincaré formula levezetése sordn a politopok tulajdonsédgai koziil
viszonylag keveset hasznédlunk ki, igy sejthetd, hogy a tétel nagy mértékben
altalanosithaté. Ha példaul egy politopfeliiletet gombfeliiletté ,, fijunk fel” (bi-
jektiv, s inverzével egyiitt folytonos leképezéssel gombfeliiletre képezziik le), s
ekozben az élek gorbeivekké, a lapok feliiletdarabokkd deformélédnak, a gémb-
feliileten ad6dé halézat Euler-karakterisztikdja valtozatlanul kettd lesz.

Megallapodas. Haromdimenzids politop esetén a kétdimenziés oldallapo-
kat és az egydimenzids éleket egyszertien lapokként, illetve élekként emlitjiik.

5.33 Definicié. Egy hiaromdimenziés politopot (p, q)-tipusi kvdzireguldris
politopnak neveziink, ha valamennyi lapjanak p szami éle van, és minden
cstcsdban ¢ szamu él fut Ossze.

5.34. Tétel. A kvaziregularis politopok lehetséges tipusait, ezek elnevezését,
valamint [ lapszamat, e élszamat és c¢ csicsszamat a kovetkezd tablazat tartal-

mazza;:
I Tieus [[plg[ @ [e]c]

tetraéder 313)| 4 6
oktaéder 314 8 12| 6
ikozaéder 3151201301 12
hexaéder 4 (13| 6 |12 8
dodekaéder || 5 | 3 | 12 | 30 | 20

Bizonyitds.

1. Mivel minden él két laphoz tartozik, a lapok élszamat Gsszegezve, azaz a p
élszamot az | lapszammal szorozva, az élek szamanak kétszeresét kapjuk:

(1) pl = 2e.

Misrészt minden él két csicsot kot Ossze, ezért a csicsokba futé élek szdmat oss-
zegezve, azaz g-nak és a c csucsszamnak a szorzatat képezve, szintén az éleszam
kétszeresét kapjuk:

(2) gc = 2e.
Figyelembe véve még a
(3) l—e+c=2

Euler-rel4ciét, p és g segitségével I, e és ¢ kifejezhetd: e = B, gc = pl = ¢ = 2,
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igy

ol 4
T ST
2 q 2p + 29 — pq
oo 27
2p+2q —pq’

4p

C= ————..
2p + 29 — pq

2. (1)-b8l és (2)-b6l az | = 3¢, illetve c = % kifejezést (3)-ba helyettesitve, majd
2e-vel osztva és rendezve azt kapjuk, hogy

1 1 1 1
+-==-4+-
P q 2 e

Innen % > (0 miatt az

204+29>pqg & pg—2p—29<0

4—-2p+pg—2g<4
22-p)+q(2-p) <4
& 2-p2-9<4 & (p-2)(¢—2)<4

t e 0

egyenlétlenséghez jutunk. Mivel p > 3 és ¢ > 3, kovetkezik, hogy (p—2)(¢—2) €
{1,2,3}. Igy p és q értékeire a kovetkez6 lehetéségek adédnak:

p—2]q—2|p|q
1 1 (33
1 2 |34
1 3 3]s
2 1 |43
3 1 |53

tehét egy kvazireguldris politop csakis (3,3), (3,4), (3,5), (4,3) és (5, 3) tipusi
lehet. Az egyes tipusok esetén [-re, e-re és c-re adédé értékek kiszamithatok az
1.-ben levezetett formuldk alapjan; igy megkapjuk a tablazat Gsszes adatat.

d

Megjegyzés. A most igazolt tétel semmit sem szdl a kvaziregularis poli-
topok lehetséges tipusainak Iétezésérol; erre a kérdésre kés6bb, az euklideszi
geometria keretei kozott fogunk visszatérni.
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II. EUKLIDESZI GEOMETRIA

6. Metrikus terek és euklideszi vektorterek

6.1. Emlékeztetd.
(1) Legyen M nemiires halmaz. Egy

d: M x M —-R, (a,b)— d(a,b)

fiiggvényt M-en adott tdvolsdgfiigguénynek nevezziik, ha eleget tesz a kovetkez6
feltételeknek:

(M1) Ya € M: d(a,a) = 0;

(M2) d(a,b) >0, ha a # b;

(M3) d(a,b) = d(b,a) (szimmetria)

(M4) d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) (hdromszdg-egyenlidtlenség)

Egy tavolsigfiiggvénnyel elldtott halmazt (esetiinkben az (M, d) péart) metri-
kus térnek neveziink, elemeit pontokként emlitjik.

Péld4k.
(a) Ha M C R tetszOleges nemiires halmaz, és barmely a,b € M esetén
d(a,b) := |a—1|, akkor d tdvolsdgfiggvény, amelyet a szokdsos R-beli

tavolsagfiiggvénynek hivunk.
(b) Legyen n € N*, s legyen M tetszOleges nemiires részhalmaza R"-nek. Ha

1
a=(ar,...,a,) €M, b= (B,...,8,) € M és d(a,b) := (E?:l(ozi —ﬁi)2)2,
akkor d tavolsagfiggvény, amelyet az M-en adott euklideszi tdvolsdgfigguénynek
mondunk (ez n = 1 esetén az (a)-beli példara redukalédik).

(2) Legyen M metrikus tér a d tavolsdgfiiggvénnyel, s tekintsik M-nek egy
nemiires A részhalmazat. Az A részhalmaz dtmérdjén a

diamA :=sup {d(a,b) € R| (a,b) € A x A}

bévitett valés szamot értjiik. Ha diamA < oo, akkor az A halmazt korldtosnak
mondjuk. Egy p € M pont A-tdl valé tdvolsdga

dist(p, A) := inf {d(p,a) e R | a € A}.

(3) Legyen (M, dy) és (Ms, ds) egy-egy metrikus tér, s tekintstink egy f: M; —
M leképezést.

(a) Azt mondjuk, hogy f folytonos egy a € M, pontban, ha minden ¢ > 0 valds
szdmhoz van olyan 6 > 0 valds szdm, hogy

p€ M ésdi(a,p) <3 esetén do(f(a),f(p)) <e.
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Ha ez a tulajdonsig minden a € M; pontban teljesiil, akkor f-et M;-en folyto-
nosnak, vagy M, Ms-be valé folytonos leképezésének nevezziik.

(b) f-et egyenletesen folytonosnak mondjuk Mj-en, ha minden ¢ > 0 valds
szamhoz létezik olyan 6 > 0 valds szam, hogy

ha p,q € My és dy(p,q) > 0, akkor ds (f(p), f(q)) <e.

Tulajdonsagok.

(a) Az f: My — M> leképezés akkor és csak akkor folytonos egy a € M;
pontban, ha minden olyan (a,)nen- Mi-beli sorozatra, amelyre lim,, . a, = a
teljesiil, azt kapjuk, hogy lim, . f(a,) = f(a) (,dtviteli elv”).

(b) Ha az f: My — M, leképezés egyenletesen folytonos, akkor f M; minden
pontjidban folytonos.

(4) Az (My,dy) és (Ma,dy) metrikus tér kozotti f: My — My leképezést k-
Lipschitz-leképezésnek mondjuk, ha van olyan k pozitiv valés szadm, hogy

Ya,b € My: ds (f(a), f(b)) < kdi(a,b);

specidlisan k < 1 esetben kontrakcidrdl (zsugoritdsrol) beszélink. Ha f k-
Lipschitz-leképezés, akkor f egyenletesen folytonos. — Valoban, tetszélegesen me-

gadva egy € pozitiv val6s szdmot, legyen ¢ := 7. Ekkor
k
dy(a,b) <6 = dao(f(a),f(D) <kdi(a,b) < Pric <€,

ami f egyenletes folytonossagat jelenti.

(5) Legyen M metrikus tér a d tdvolsdgfiiggvénnyel. Egy (a,,)nen+ M-beli soro-
zatot Cauchy-sorozatnak nevezziik, ha minden € pozitiv valés szdimhoz megad-
haté ng € N* oly médon, hogy ha m,n > ng, akkor d(a,,a,) < €. Egy metrikus
teret teljesnek neveziink, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.
Példak. R™, ellitva az euklideszi tavolsigfiiggvénnyel, minden n € N*
esetén teljes metrikus tér. A raciondlis szdmok QQ halmaza a szokasos R-beli
tavolsagfiiggvénnyel ellitva nem teljes metrikus tér.

6.2. Lemma (a kontrakcios elv — vagy a Banach-féle fizponttétel). Eqgy teljes
metrikus tér minden kontrakcidjdinak létezik eqy és csak eqy fixrpontja. Nevezete-
sen: ha M teljes metrikus tér és f: M — M kontrakcid, akkor létezik egyetlenegy
olyan a € M pont, hogy f(a) = a, s ez megkaphaté tetszdleges ag € M pontbdl
kiindulva az a = lim,,_. f™(ap) hatarértékként (f™ := fo---o f (n tényezd)).

Bizonyitds. Mivel f kontrakcié, van olyan A €]0,1[ valés szam, hogy
tetszdleges p,q € M esetén d(f(p), f(q)) < Md(p,q). Egy a9 € M pont
kivalasztédsa utdn legyen

ar:= fao), az:= fla) = f*(ao), ..., an:= flan-1) = f"(ao).
Allitjuk, hogy ekkor

(%) Yn e N*:  dant1,an) < A"d(ar,ap).
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Valéban, ez igaz n = 1-re, hiszen
d(az, a1) = d(f(a1), f(ao)) < Ad(a1, ao),
s ha foltessziik, hogy d(ay,a,_1) < \*"td(ay,ap) (indukcié), akkor
d(ant1,an) = d(f(an), f(an-1)) < Ad(an, an—1) < X"d(as, ag).
Legyen ezek utdn m,n € N*; m > n. Mivel

(M4)
d(an,am) < d(aman-i-l) + d(an+17am) <
(*)
S d(an7 an+1) + d(an+17 an+2) +--- d(amflv am) S

(*)
< AP 4 N D d(ag,a0) = AT A HF A+ AT d(ay, a0) =

AT — 1 A=A
= )\"ﬁd(al,ao) = ﬁd(al,ao) =
A= AT A"
= ﬁd(al,ao) S 1 — )\d(al,ao),

kovetkezik, hogy az (an)nen sorozat Cauchy-sorozat.
Igy (M, d) teljessége folytan létezik az

a:= lim f(a,)= lim f"(ag)

hatarérték. Mivel f kontrakcid, az elérebocsatottak szerint f egyenletesen foly-
tonos, s ezért — specidlisan — folytonos. Igy az ,atviteli elv” alkalmazdsaval

fla) = lim f(a,) = lim api1 =a

n—oo

adddik, a tehat fixpont. Ha b tovabbi fixpontja f-nek, akkor

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < Ad(a,b);

innen 0 < (A—1)d(a,b), ami A—1 < 0 és d(a,b) > 0 folytén csak gy lehetséges,
hogy d(a,b) = 0. Ez utébbibdl (M2) alapjan a = b kovetkezik.

O
6.3. Definicié. Legyen (M, d;) és (Ms, d2) metrikus tér. Egy f: M; — M,
leképezést izometridnak neveziink, ha
(1) tdvolsdgtarts, azaz minden a,b € Mi-re dz(f(a), f(b)) = di(a,b) teljesiil;
(2) szirjektiv.

Két metrikus teret izometrikusnak mondunk, ha létezik kozottiik izometria.

6.4. Megjegyzés. A tavolsigtartisbdl adédéan minden izometria injektiv,
s igy — tekintettel a megkovetelt sziirjektivségre — bijektiv. Specidlisan egy
metrikus teret énmagara képezo izometridk csoportot alkotnak a kompozicio
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miiveletére nézve, amelyet a metrikus tér izomeriacsoportjanak neveziink. Egy
M metrikus tér izometriacsoportjira az I(M) jelolést hasznaljuk.

6.5. Definicid. Legyen (M, d;) és (Ms, ds) legalabb két pontot tartalmazo
metrikus tér. Azt mondjuk, hogy egy f: My — M, leképezés hasonlésdg M és
My kozott, ha

(1) ardnytartd: 1étezik olyan A pozitiv valés szam, hogy

V(a,b) € Ml X MZ : d2(f(a)7f(b)) = )‘dl(a’v b),

(2) sziirjektiv.

A )\ porzitiv valés szdmot az f hasonldsdg ardnydnak hivjuk.

6.6. Megjegyzések.

(1) Miként az izometridk, a hasonlésagok is bijektiv leképezések. Egy A\ aranyd
hasonlésdg inverze % aranyu hasonlésag.

(2) Egy M metrikus teret 6nmagéra képez6 hasonlésagok csoportot alkotnak a
kompozicié miiveletére nézve; ezt a csoportot M hasonldsdgi csoportjanak ne-
vezziik és Sim(M)-mel jeloljiik. Ha Sim(A/) minden eleméhez hozzarendeljiik az
ardnyat, akkor egy Sim()M) — R homomorfizmust kapunk a pozitiv valds
szamok multiplikativ csoportjaba. Ennek a homomorfizmusnak a magja az
I(M) izometriacsoport. I(M) ilyen mdédon részcsoportja Sim(M)-nek. Ez a
részcsoport nem sziikségképpen valddi, példaul minden korlatos M metrikus
tér esetén Sim(M) = I(M).

6.7. Emlékezteto.

1. Egy V valés vektortéren adott skalaris szorzaton V x V — R pozitiv definit
szimmetrikus bilinedris formdt értiink. Euklideszi vektortéren véges (de le-
galdbb 1-) dimenzids, skalaris szorzattal ellatott valés vektorteret értiink. Az eu-
klideszi vektorterek skaldris szorzatat egyontetiien a (,) szimbdélummal jeloljiik,
s kiilon alkotéelemként nem szerepeltetjiik a tér jelolésében.

2. Ha V euklideszi vektortér, egy v € V wektor hossza vagy normdja
1
[[v]] ;== (v,v)2. Barmely u,v € V esetén

[{w, )| < lul[ o]l

ez a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz, roviden CBS-egyenlitlenség. Ennek alkal-
mazdasaval egyszerien levezetheto a

[+l < flull + (o]l (w,0€V)

un. haromszdg-egyenlétlenség.

((CBS)-ben akkor és csak akkor teljesiil az egyenléség, ha a vektorok
linedrisan fiiggdk; a haromszog-egyenlotlenségben akkor és csak akkor kapunk
egyenléséget, ha a vektorok egyike nemnegativ skaldrszorosa a masiknak.)

3. Euklideszi vektortérben két vektort ortogondlisnak neveziink, ha a skalaris
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szorzatuk 0. Ha V' n-dimenzids euklideszi vektortér és a by,bs,...,b, vektorok
paronként ortogondlis, egységhosszusagu vektorok, azaz

<b“bj>:(§”, i,je{l,...,n},

akkor (b;)7, bézisa V-nek; egy ilyen bazist ortonormdlt bdzisnak neveziink. Ha
(b;)_, ortonormalt bazisa V-nek, akkor minden v € V vektort egyértelmiien
elééllithatd a

v="{(v,b1)by + -+ (v,b,) by

” o’

alakban; ez v-nek egy un. Fourier-elddllitasa. Kiindulva V-nek egy tetszoleges

(v1, v, ...,v,) bazisdbdl, képezhetjiik a
— — (va, br) _ (v3,b1) (v3,ba)
b1 =V, b2 = V9 <b1,b1>b1, b3 = U3 <b1,b1>b1 <b2,b2>b27 ceey
= <Un7bi>
by 1= v, — b;

vektorokat. Ezek péaronként ortogondlis, nemzérus vektorok, amelyekbol
egységhosszisagu vektorokat képezve, V-nek egy ortonormaélt bazisdhoz jutunk.
Ez az eljaras a Gram-Schmidt-féle ortogonalizdcio.

4. Egy euklideszi vektorterek kozotti ¢: V. — W leképezést skalarisszorzat-
tarténak mondunk, ha (p(u),p(v)) = (u,v) teljesil minden u,v € V vektor
esetén. Egy euklideszi vektortér onmagéaba valo skaldrisszorzat-tarté leképezéseit
ortogondlis transzformdcicknak nevezziik. Megmutathatd, hogy minden orto-
gondlis transzformdcid linedris transzformdacid, s hogy a V euklideszi vektortér
egy p: V — V transzformdcidjara a kdvetkezd tulajdonsagok ekvivalensek:

(i) ¢ ortogondlis transzformacio;
(ii) ¢ normatartd linedris transzformécio;

(iii) ¢ valamely — és ezért barmely — ortonormdlt bdzist ortonormdlt bdzisba
vivd linedris transzformdcio.

A V euklideszi vektortér ortogondlis transzformdciéi a GL(V') altalanos linedris
csoportnak egy részcsoportjat alkotjak, amelyet ortogondlis csoportnak ne-
veziink és O(V)-vel jeloliink.

5. Az R" valés vektortér euklideszi vektortér, ha elldtjuk az un. kanonikus
skalaris szorzattal, amelyet az

<a7b> = alﬁl +a2/62+"'+an6na haa: (ala"'aan)’b: (ﬁla"wﬁﬂ)

el6irds értelmez. Az is jol ismert, hogy R"™ linedris transzformacidi természetes
moédon azonosithaték az n x n-es valds méatrixokkal, amelyek R™ elemein, mint
oszlopvektorokon, bal oldalrél valé szorzas formdajdban hatnak. Ilye moédon
a kanonikus skaldris szorzassal elldtott R™ vektortér ortogondlis csoportja
matrixcsoportnak tekintheté. Ezt O(n)-nel jeldljiik, s az elemeit ortogondlis
mdtrizoknak hivjuk. Szintén ismert a linedris algebrabdl, hogy egy A € M,,(R)
matrixra a kovetkezo tulajdonsagok ekvivalensek:

(i) A€ O(n);
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(i) Vo € R [[Av] = ol;
(iii) A oszlopvektorai ortonormélt bézist alkotnak R™-ben;
(iv) A sorvektorai ortonormélt bazist alkotnak R"-ben;

(v) TAA =1,

(vi) A(tA) =1,.

Egyszertien megmutathato, hogy egy euklideszi vektortér egy linedris transz-
formdcidja akkor és csak akkor ortogondlis transzformdcid, ha ortonormdlt
bazisra vonatkozéan ortogonalis matriz reprezentdlja. EbbOl és az ortogondlis
matrixok iménti jellemzésébol kovetkezik, hogy egy ortogondlis transzformdacio
determindnsa csakis 1 wvagy —1 lehet. Az 1 determindnsi, s ennélfogva
irdnyitastarté ortogondlis transzformacidk részcsoportjat alkotjak O(V')-nek, ezt
a részcsoportot, O (V)-vel jeloljiik. Hasznaljuk az

O~ (V):={peO(V)|detp =—-1}

)
)
)
)

jelolést is, O~ (V) azonban nem részcsoportja O(V)-nek.
7. Euklideszi affin terek

7.1. Definicio.

(1) Egy (E,V,®) véges dimenzids valds affin teret euklideszi affin térnek,
vagy egyszerien euklideszi térnek neveziink, ha az irdnytere euklideszi
vektortér. (Amennyiben félreértés veszélye nem &ll fenn, az euklideszi tér
elnevezést gyakran csak az E alaphalmazra hasznaljuk.)

(2) Két — nem foltétlentil kiilonbozé — euklideszi affin teret izomorfnak mon-
dunk, ha létezik kozottiik olyan affin izomorfizmus, amelynek linearizaltja
skalarisszorzat-tarté leképezés az iranyterek kozott.

(3) Egy n-dimenziés (E,V,®) euklideszi affin tér Descartes-féle (vagy
ortonormdlt)  koordindtarendszerén olyan (O, (b;)";) affin koor-
dinatarendszert értiink, ahol (b;)7_, ortonormalt bazisa az iranytérnek.
Egy (A, affin bazist szintén Descartes-félének mondunk, ha

(AO7 (AOAi) ) Descartes-féle koordindtarendszer.

=1

7.2. Allitas. Minden n-dimenziés euklideszi affin tér izomorf a természetes
affin strukturdval és a kanonikus skaldris szorzattal ellatott R™ valds vek-
tortérrel.

Bizonyitds. Legyen (E,V,®) n-dimenzids euklideszi affin tér, s jelljink ki
ebben egy (O, (b;),) Descartes-féle koordinatarendszert. Ismert a linedris al-
gebrabol — de kozvetleniil is konnyen ellendrizhet6 —, hogy a

n
pp: V-oR" o= Zl/ibi — op(v) = (11,...,vp)
i=1
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leképezés skalarisszorzat-tartd linedris izomorfizmus V' és R™ kozott. Tekintsiik
ezutan az

FiE R, A f(A):=(au,...,an), ha OA= arbi + -+ anby

leképezést! Ekkor tetszéleges A, B € E esetén

n

E:ﬁ — O?: iﬁibi — iaibi = Z(ﬁz - ai)bi»
=1 =1

i=1

s igy

FAI(B):= (B) = F(A) = (Br,- ) — (o0, o) =
= (B~ a1, B — an) = 95 (AB)

f tehat affin leképezés, amelynek linearizéltja a ¢p: V — R™ skaldrisszorzat-
tart6 izomorfizmus. Ebb6l (8.4 (4) figyelembevételével) kovetkezik, hogy f izo-
morfizmus az (E,V, ®) és az (R™,R", —) euklideszi tér kozott.

O

7.3. Allitas. Ha (E,V, ®) euklideszi affin tér, akkor E metrikus tér a

d:ExE R, (A B)w— dA, B):= HEH - <AB,AB

tavolsagfiiggvénnyel.
Bizonyitds.

1.4(1) I

(M1) Tetszoleges A € E pont esetén d(A, A) := Hﬂ” =" ]0o]] =0.

(M2) Ha A # B, akkor @;ﬁ 0, s igy d(A, B) == HEH # 0 a skalaris szorzat

pozitiv definitsége miatt.
(M3) d(A, B) := HEH 4C) H_ ﬁ” - Hﬂ” —: d(A, B).

(M4) Tetszoleges A, B, C € E pontok esetén, folhasznalva az euklideszi vektorte-
rekben érvényes haromszog-egyenldtlenséget,

a(a,c) = |[ac| "2 | 4B + BY|| < ||4B| +||BC| = a(a, B)+d(B, 0),
O

7.4. Allitas (az euklideszi térbeli szakaszok metrikus jellemzése). Legyenek
A és B egy euklideszi tér kiilonb6z6 pontjai. Egy P & {A, B} pont akkor és csak

akkor belsé pontja az AB szakasznak, ha

d(A, P) +d(P,B) = d(A, B).
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Bizonyitds.

(1) Tegyiik fol elészor, hogy P € Int AB. Ekkor van olyan 7 €]0, 1] val6s szdm,
hogy a P pont helyzetvektora tetszéleges O pontra vonatkozéan

5]_\3:(1—7’)0_1\4+7'5§.

fgy
.= 9] < |07 -9 = |- -0 -
= |0B - 04|| = 7 | AB| = ra(4. ),
d(P,B) = Hﬁz” - HTB . (ﬁDH - H—(l — )7 OA +(1— 1) TBH -
=(1-7) HO_B\ - O_AH —(1-7) H,@H = (1-7)d(A,B),
kovetkezésképpen

d(A, P) + d(P, B) = 7d(A, B) + (1 — 7)d(A, B) = d(A, B).

(2) Megforditva, tegyiikk f6l, hogy d(A,P) + d(P,B) = d(A, B), azaz hogy
H/ﬁ” + H]TBH = H@H = Hﬁ—% ]TBH Ekkor a 6.7(2)-ben mondottakbdl
kovetkezGen van olyan A > 0 valés szdm, hogy AP= A PB. (A = 0 nem lehet a
pontok kiilénbézdsége miatt.) Innen OP — OA= ) ((7§ - OTD), illetve

P=——0A+—_ 0B

OP= 1304 1529

kovetkezik. N N R

Ha 7 := 12, akkor 4 = 1—7, 7 €]0,1[ és OP= (1—17) OA +7 OB, ami azt

jelenti, hogy P € Int AB.
O

7.5. Kovetkezmény (a hdromsziog-egyenlétlenség euklideszi affin térben).
Ha A, B,C egy euklideszi tér pontjai, akkor d(A,C) < d(A4,B) + d(B,C).
Egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha B €AC.

7.6. Definicié. Legyen (E,V, ®) euklideszi affin tér. E-nek, mint a
d:EXE—R, (A B)w— dA, B)= HABH
tavolsagfiiggvénnyel ellatott metrikus térnek az izometridit euklideszi izome-
tricknak, egybevagdsdgi transzformdcioknak vagy egybevdgdsigoknak is mond-

juk. Egy euklideszi tér két ponthalmazat egybevagdnak nevezziik, ha van olyan
euklideszi izometria, amely az egyiket a masikra képezi le.
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Megjegyzés. Euklideszi térben dolgozva mindig adottnak tételezziik a fen-
tiekben bevezetett d tavolsdgfliggvényt. Az (E,V,®) euklideszi affin tér izo-
metriacsoportjat (a kordbban mondottaknak megfeleléen) I(E)-vel jeloljiik.
Tovabbi meggondolédsaink egyik célja éppen az izometriacsoport szerkezetének
felderitése (legalabbis 2 és 3 dimenziéban).

7.7. Példak. Vegylink alapul egy (E,V, ®) euklideszi affin teret.

(1) TRANSZLACIOK. Tegyiik fel, hogy 7: E — E transzldcid, azaz olyan affin
transzforméci6, amelynek linearizaltja V' identikus transzformicidja: T= 1y.
Ekkor tetszéleges A, B € E pontok esetén

d(T(A),T(B)) = HT(A)T(B)H - H? (E)H - HEH — d(A, B),

tehat T tdvolsdgtartd. Beldtjuk, hogy T sziirjektiv is. 3.11(1)-bél tudjuk, hogy
T-hez létezik egy és csak egy olyan u € V vektor — az eltolasi vektor —, hogy

PT(P)= u, minden P € E esetén. Megadva tetsz6legesen egy B pontot és
kijelolve egy O origét, legyen A az OA:=0B —u helyzetvektord pont. Ekkor

—_\

OT(A)=0A + AT(A)=0B —u + u =0B,

kovetkezésképpen B = T(A), amivel igazoltuk T sziirjektivségét. Ily mdédon
egy euklideszi affin tér transzlicidi izometridk. A 8.11(3)-ban mondottakbdl
kovetkez6en E Osszes transzlaciéi a V' irdnytér additiv csoportjaval izomorf
részcsoportot alkotnak I(E)-ben.

(2) ORTOGONALIS IZOMETRIAK. Rogzitve egy O € E origdt, tekintsiik E O-beli
vektorizaltjit, az Eo vektorteret (1.5.). Eo és V kozott linedris izomorfizmus a

bp: AcEp— ®p(4) :20716 %4

leképezés. Megkivanva, hogy ®o legyen skaldrisszorzat-tartd, Eo természetes
modon euklideszi vektortérré tehetd.
Tekintsiink egy f € O(V) ortogondlis transzformdciot, s legyen

f= @;(10)0 f o®o

(v.6. 3.3(2)). Ekkor f nyilvdnvaléan bijektiv. Mivel tetsz6leges A € E pont
esetén

F(A) =05, F (04) = @p0(f(4) =7 (04) =
= JO)f()=7 (04),
3.2.-bél kévetkezik, hogy f affin transzformaci6. Ezt felhaszndlva,
VABEE: d(f(A), f(B) = |fA)fB)| =
- 7 (38)] =[] = .

f tehat tavolsagtartd, s ily mddon izometria. Az ortogondlis transzformaciékbol
igy konstrudlhaté — veliik origé rogzitése utan azonosithaté — izometridkat or-
togonalis izometridknak nevezziik.
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Kovetkez6 meggondolasaink annak megmutatésara irdnyulnak, hogy a be-
mutatott példak kimeritik az euklideszi izometridk alaptipusait. Elsé nagyobb
eredményiink legfontosabb mondanivaléja az lesz, hogy egy euklideszi affin tér
minden izometridja affinitds.

7.8. Lﬂ\nmaiegyen (E,V, ®) euklideszi affin tér;_\O,A7B € E, s tegyiik
fol, hogy OA és OB egységvektor. Ebben az esetben OA és OB akkor és csak
akkor merdleges, ha d(A, B) = v/2.

Bizonyitds.
dA,B)=v2 = (dAB)Y=2 & HEH2=2 =

HE _ (ﬁHz -2 & <OB OA, OB — OA> o
0B,04) =2

H5§H2+H(T4H2—2 OB,04 o <(ﬁ1,6§>:

d

7.9. Lemma. Ha egy euklideszi affin tér egy izometridja egy affin bazis
minden tagjat fixen hagyja, akkor az izometria az identikus transzformacié.

Bizonyitds. Legyen adva az (E,V,®) euklideszi affin tér. Tegyik fol, hogy
f: E — E izometria, amely egy (A;), affin bdzis minden tagjit fixen hagyja:
f(A4;) = 4;,i€{0,1,...,n}. Vélasszunk egy tetsz6leges P € E pontot, s legyen
P’ := f(P). Meg fogjuk mutatni, hogy P’ = P.
Tekintsiik azt az (O, (OAZ) ) affin koordinatarendszert, ahol O := Agp. A
=1
feltétel alapjan

Vi€ {0,1,...,n}: d(A;, P) =d(f(A), f(P)) =d(A;,P) =

- 1]
Ez i = 0 esetén azt jelenti, hogy HOPH HOP’ . Ha i € {1,...,n}, akkor

A P=A,0 + OP=0OP — OA,; és A; P’ OP’ OA; alapjan

— —_— —\|2 — 2
o ol K HAZPH =HA'P’ “

=

=
. <OP OA, OP — OA>

- <OP’ _ 04, 0P — OAi> o

= [P -2(op.0%)

—_

- HOP’ :

—2<5?,574§>

o (0P -0P.0&) =0
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—_

Ez azt jelenti, hogy az OP’ — OP vektor ortogonalis az (OAi> bazis minden
i=1

tagjara, s ennélfogva V minden vektordra, amibél OP’ — OP= 0, P =
kovetkezik.

]
7.10. Tétel. Egy euklideszi affin tér izometridi pontosan azok az affinitdsok,
amelyeknek linearizdltja ortogondlis transzformdcid.

Bizonyitds. Vegyiik alapul az (E,V, ®) n-dimenziés euklideszi affin teret.

(1) Ha f € A(E) és ?E O(V), akkor f € I(E). Valéban, tetszbleges A, B € E
pontok esetén

d(f(4), £(B) := || FFB)|| = || (4B)| = | 4B|| := d(a. B).

felhasznélva, hogy ortogonalitisa miatt f normatartd.

(2) Megforditva, tegyiik fel, hogy f € I(E). Kivalasztva egy Ay € E pontot,
tekintsiik azt a T: E — E transzlaciét, amelynek eltoldsi vektora (3.11(1)) az

f(Ag)Ag vektor. T, mint lattuk, izometria, {gy izometria a

g:=Tof

leképezés. g-nek Ay fizpontja, ugyanis tetszéleges O origdt véve, az eltoldsi vek-
tor konstans volta alapjan

Og(Ag)=0T(f(A0))=0f(Ao) + f(Ao)T(f(Ao))=
=0f(Ao) + f(Ao)Ae=0A,

adddik, amibél valéban g(Ag) = Ag kovetkezik.

Megmutatjuk, hogy g = T o f affinitds, amelynek linearizdltja ortogondlis tran-
- \\ 1N
szformdcid. Valasszunk egy Ag origéju (Ao, (AoAl-) ) ortonormalt koor-

=1
- \\ N
dindtarendszert, s legyen B; := g(A4;), i € {1,...,n}. Ekkor (AOBi) szintén
=1
ortonormélt bazisa V-nek, ugyanis

ViE {1,,7?,} : HA()Bz

= [lsCA0)g(a)
= d(g(40), 9(41)) = (Ao, A1) = | A4,

=1

)

tehat a tagjai egységhossziak, s mivel
L, 7.8.
VZ#] G{l,...,n}: d(BlaBj) :d(g(Al),g(AJ)) :d(A27Aj) = \/57

(szintén) 7.8.-bdl kovetkezik, hogy <AoBi7AOBj> = 0. Tekintettel a linedris
leképezések alaptételére, 1étezik pontosan egy olyan ¢: V' — V linedris transz-
formécid, amelyre

¢ (M) =g(A0)g(A)=AeB;  (1<i<n)
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teljesiil. ¢ rdadasul ortogondlis transzformdcid, hiszen ortonormalt bazist orto-
normélt bazisba visz dt. 3.5. alapjan 1étezik egy és csak egy olyan h € Aff(E)
affinitas, hogy N

h(A()) =Ay ¢és h= (p71.

Ekkor tetszéleges i € {1,...,n} index esetén

Aoh(B;)=h(Ao)h(B)=T (AOBi> = ! (AOBi) =Ao A,
kovetkezésképpen h(B;) = A;, s ennélfogva

Mivel ho g(Ag) = Ay is teljesiil, a h o g izometria az (A4;)", affin bézis minden
tagjdt fixen hagyja, s ezért a 7.9. lemma értelmében hog = 1g. Innen g = h™1,
ami azt jelenti, hogy g is affinitds, hiszen affinitds inverze. Végiil 3.4.(4) figyelem-

AN e — -1 —
bevételével g =h"'= (h) = (<p_1) - ©, g linearizaltja tehat ortogondlis
transzformaécio.

O

8. Az euklideszi terek izometridinak és hasonlésigainak
szerkezete

8.1. Emlékezteto.
(1) Legyen V euklideszi vektortér, U pedig alterre V-nek. Ekkor az U altér

Ut ={weV|VueclU: (uv) =0}
ortogonalis komplementere is altér, s teljesiilnek a kdvetkezdk:

() V=UaU+, Ut=U.

(i) A
V=V, v ay) = u,
hav=u+w; uelUweU+t
transzformécié linedris; Im(ny) = U, Ker(ny) = U+ . Ezt a transz-

forméciét az U altérre valé merdleges vetitésnek (ortogondlis pro-
jekcidnak) hivjuk, a 7y (v) vektor a v vektor U-beli ortogondlis vetiilete.
Az ortogonalis vetiilet norméja sohasem nagyobb a vektor normajinél, ez
az un. Bessel-egyenldtlenség. Kozvetleniil kiolvashaté a definiciobdl, hogy
72, = my. Ha (e;)¥_| ortonormalt bézisa az U altérnek, akkor az U-ra valé
merdleges vetités explicite megadhaté a

k
muy(v) = Z (v, €;) e (vevV)

i=1

formulaval.
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(2) (Az ortogondlis transzformdciok szerkezete) Legyen V n-dimenzids eukli-
deszi vektortér, ¢ pedig ortogondlis transzformdaciéja V-nek. V' felbomlik a ¢
transzformdcio legfeljebb kétdimenzids, pdronként ortogondlis invaridns alterei-
nek direkt dsszegére, s ebbol kdvetkezden 1étezik V-nek olyan ortonormadlt bazisa,
amelyre vonatkozdan ¢ maétrixa a

~1,
Re,

Re

alaki tomb-diagondlis méatrix, ahol 1, és 1, a p x p-es, illetve a g x g-as
egységmatrix,
cos©®, —sin®,
= . <k<r;
Re, (sm Or cosBOp )’ I<k<r

p+ g+ r = n. Ez az alak a tombok sorrendjétdl eltekintve egyértelmi, ha
megkdveteljiik, hogy minden k € {1,...,7r}-re 0 < O < 7 legyen.

8.2. Definicié és lemma. Legyen V n-dimenziés euklideszi vektortér (n >
1), U altere V-nek, s tekintsiik a V = U @ UL ortogonalis direkt felbontdst. A
oy: V=V, v—oyl): =u—w,
hav=u+w; uwelUweU?"

transzforméciét az U altérre wald (linedris) tikrozésnek nevezziik. Erre
érvényesek a kovetkezok:

1) oy =27y — 1y, igy oy valéban linedris transzformacio.

2) oy ortogondlis transzformdcid.

4

(1)

(2)

(3) o =1y — oy involicid.

(4) oy fixvektorai az U altér vektorai és csakis ezek.
()

Ha V legaldbb kétdimenziés, U hiperaltere V-nek, me UL pedig
egységvektor, akkor

5
YoeV: oy(v) :v—2<v,7L\>ﬁ.
Bizonyitds.

(1) Legyen v = u +w; u € U, w € U+, Ekkor

20 — 1v)(v) = 270 () — v 2 20 — (w4 w) = u —w = oy (v).

(2) Az elébbi jelolésekkel

N|=

1
lov @) = llu —wl = (u—w,u—w)* = (ut+w,utw)?* =[],
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hiszen (u, w) = 0, oy tehat normatartd. A linearitds és a normatartds ekvivalens
az ortogonalitdssal (6.7.(4)).

3)

U‘IZJ:UUOUU@(27TU_1V)O(27TU_1V):47T12]_47TU+1V:
8

1:(”) dry —4dny + 1y = 1y.

(4) Legyen v =u+w;u € U, we UL .

oy(v)=v & uwu—w=utw & w=0 Swvel.

(5) Ha U hiperaltér, azaz (n — 1)-dimenziés altér, akkor (V = U @ U+ miatt)
dim UL =1, s ezért az ne UL egységvektor ortonormalt bazisa UL -nek. Te-
kintve egy v = u +w (u € U, w € UL) vektort, itt w = A7 irhaté.

Igy (v,7) = (u+ AT, 7) = A(W, ) = A (hiszen (u, ) = 0), kévet-
kezésképpen w = <v,ﬁ> 7. Ezt figyelembe véve,

—

oy(v)i=u—w=v-2w=v-2{(v, )N,
amit allitottunk.

O

8.3. Lemma. Egy legaldbb kétdimenziés euklideszi vektortér minden
irdnyitasvalté ortogondlis transzformacidja elballithaté egy irdnyitdstarté or-
togondlis transzformécié és egy hiperaltérre valé (linedris) tikrozés kom-
pozicibéjaként.

Bizonyitds. Legyen V n-dimenziés euklideszi vektortér (n > 2), ¢ € O~ (V).
Jeloljiik ki V-nek egy U (n — 1)-dimenzi6s alterét, s legyen (u;)!'—' bazisa U-
nak, u,, pedig egységvektora U--nek. Ekkor (u;)"_, ortonormalt béazisa V-nek.
Tekintsiik a oy linedris tiikrozést. Ennek az wuq,...,u,_1 vektorok fixvektorai
(8.2.(4)), mig

ou(un) 5.245) Uy = 2 (U, Up ) Uy, = Up, — 2Up, = —Up;

tehdt oy matrixa az (uq, ..., Un—1,u,) bdzisra vonatkozdan
10 0 0 O
01 0 0 O
00 - 0 0
00 0 1 0
00 0 0 -1

Igy detoy = —1 . Ha 1 := oy o ¢, akkor ¢ ortogonlis transzformécié (mert

ilyenek kompozicidja), és

dety = det(oy o) =detoydetp =(—-1)-(-1) =1
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folytén ¢ € O (V). Mivel 67, = 1y, oy invertdlhatd, s az inverze Snmaga. fgy a
1) = oy o relaciébdl ¢ = oy o), amivel p-t egy irdnyitastartd ortogondlis tran-
szformdci6 és egy hiperaltérre vonatkozé tiikrézés kompozicidjaként allitottuk
el6.

d

Megjegyzések.
(1) Az irdnyitastarté ortogonalis transzformdcikat a vektortér forgdsaiként, az
irdnyitasvalékat pedig a nemwvalddi forgdsaiként is emlitjik.
(2) A kovetkezékben egy affin tér egy B affin alterében irdnyterére a ﬁ jelolést
is fogjuk hasznélni.

8.4. Definicié. Legyen (E,V, ®) lealdbb kétdimenzids euklideszi affin tér.

L
(1) Amennyiben H hipersikja E-nek, tgy az egydimenzids (H) altér

tetszbleges generdtorelemét H egy normdlvektoranak nevezzik. Ha ez —
raadéasul — egységvektor, akkor normalegységuektorrél beszélink.

(2) Legyen [ egyenese, B pedig legaldbb egydimenzids affin altere E-nek. Azt
mondjuk, hogy ! és B meré6legesek és az [ LB jelolést hasznaljuk, ha az

RN N N .\ L N .\ L
| és B irdnytérre [ C (IB%) (vagy — ekvivalens médon — BC (l) )
teljesiil.

(3) E H; és Hy hipersikjait merdlegeseknek nevezziik, s ilyenkor is a H; L Hy
jeldlést hasznéljuk, ha (Hl) cH, (vagy (Hg) cHy).

Megjegyzés. Kozvetleniil addédik a definiciébdl, hogy két egyenes, il-
letve két hipersik akkor és csak akkor merdleges, ha irdnyvektoraik, illetve
normalvektoraik ortogonalisak.

8.5. Allitas (a hipersikok Hesse-féle egyenlete). Egy O origd rogzitése utdn
egy legalabb kétdimenzids euklideszi affin tér minden hipersikjinak egyenlete
megadhaté

<?—(ﬁ1,ﬁ> =0

alakban, ahol A a hipersik egy tetszélegesen rogzitett pontja, 7 a hipersik egy
normélvektora, 7 pedig egy szimbélum. (Ez azt jelenti, hogy a tér egy P pontja

akkor és csak akkor illeszkedik a hipersikra, ha <OAP — ﬁ,ﬁ>)

Bizonyitds. Legyen H hipersikja az E euklideszi affin térnek, A € H,
N L
ne (H) \ {0}. Tekintsiik a

i {Per| (0P - 04 7))
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ponthalmazt. Nyilvanvaléan azt kell belatnunk, hogy H= H N
Ha P € ]HI akkor az affin alterek definicidja értelmében AP OP — OAGH igy

<OP — OA, n> = 0, ami azt jelenti, hogy P € H.
Megforditva, ha P € }ﬁl, s ennélfogva <O;1D - ﬁ7ﬁ> = <H3,ﬁ> = 0, akkor

—\

—_\ N\ J— —\

APe (2 (@) = (H) ~ =H, amibél P € Hkovetkerik (ismét az affin alterek
definicidja alapjan).

Ezzel igazoltuk, hogy H és H kolcsondsen tartalmazza egymaést.

O

8.6. Lemma és definicié. Legyenek A és B egy legalibb kétdimenzios
euklideszi affin tér kilénbo6zo pontjaL A tér azon pontjai, amelyek A-tdl és B-
t6l ugyanakkora tavolsagra vannak, AB norméalvektord hipersikot alkotnak. Ezt
a hipersikot az AB szakasz felezémeréleges hipersikjinak nevezziik.

Bizonyitds. Legyen E az alapulvett euklideszi affin tér,
H:={Pe€E|d(P,A) =d(P,B)}.

Tekintsiik AB F felezpontjat. Ekkor F € H, és a kovetkezd megallapitasok
tehetok:

PeH o HﬁlH:HP_B\H o Hﬁ_@\zuﬁa_ﬁau
NN _ 2 N\ 2
i - i - [ 7]
12 N 2 2 N 2
HFAH —2<FA,FP>+HFPH :HFBH —2<FB,FP>+HFPH

=

o (FAFP)=(FBFP) < (FP.FB-Fi)
o (0P-0FAB)=0 B

< Pilleszkedik az F' ponton dtmend, AB normalvektord hipersikra.

O
8.7. Allitas (Pitagorasz tétele). Ha A, B és C egy legalabb kétdimenziés

euklideszi affin tér kiilonb6z6 pontjai, akkor
>

. —
(d(A,B))? + (d(B,C))* = (d(A,C))* < AB 1 BC.
Bizonyitds.

12— 2 2

(d(A, B))? + (d(B,C))? = (d(A,C))? <« HABH + HBCH - HACH

]+ e 5 5
[ 5[]+ e (7)o
& <E,B7J>z0 & ELR‘
(figyelembe véve, hogy zTB;é 0, B_C\’;é 0 a pontok kiilonbozOsége miatt).
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8.8. Allitas. Legyen H hipersikja a legalabb kétdimenzids E euklideszi affin
térnek. Tegyiik fel, hogy n normélegységvektora, A egy tetszoleges pontja H-
nak. Megadva egy P pontot, létezik egy és csak egy olyan m egyenes, amely
illeszkedik a P pontra €s merdleges H-ra. Egy O origd rogzitése utan érvényesek
a kovetkezok:

(1) m paraméteres el6éllitasa
OX=0P +1 7, TeR.

(2) Az m egyenes abban a T pontban metszi a hipersikot, amelynek helyzet-
vektora

OT=0P — (OP — OA, 7 )7 .
(3) dist(P,H) = d(P,T) = ’<OTD . oTx,ﬁ>‘ .

Bizonyitds. A H hipersikra merdSleges m egyenesre a merdlegesség definicidja
N L N N
alapjan mcC (]HI) =Y (n) kell, hogy teljesiiljon; m irdnyvektorai tehat m
nemzérus skalarszorosai — és csakis ezek — lehetnek. Mivel m-nek illeszkednie
kell a P pontra, 1.19. figyelembevételével kovetkezik m egyértelmii 1étezése. A
nﬂld%kbél az is vildgos, hogy m pontjainak helyzetvektorai, s csakis ezek,
OX=0P +7 7 (v € R) alakban &llithat6k el8, amivel (1) is igazoldst nyert.
8.5.-re tekintettel az m egyenes egy 7 paraméteri pontja akkor és csak akkor
illeszkedik H-ra, ha

0:<5f3+rﬁ_(ﬁ1,ﬁ>:<5f3—(ﬁ1,ﬁ>+r o
o 7:—<OTD—(f4,ﬁ>.

Ebbdl kovetkezik, hogy a {T'} := m N H metszéspont egyértelmiien 1étezik, s
helyzetvektora

OT=OP — (OP — OA,7 ) 7 .
Innen N N NN
A(P,T) := HPTH - HOT . OPH - (<0P . OA7ﬁ>‘ .
> >
Ha @ tetszoleges, T-t6l kiilonb6z6 pontja H-nak, akkor PT 1 TQ, s igy a
Pitagorasz-tétel alapjan
(d(P,Q))* = (d(P,T))* + (d(T,Q))* > (d(P,T))> = d(P,Q)>d(P,T),
kovetkezésképpen d(P,T) = dist(P, H) .

O

8.9. Definicié és lemma. Legyen (E, V, ®) legalabb kétdimenzids euklideszi
affin tér. Azt mondjuk, hogy a tér P és P’ pontja szimmetrikus egy H hipersikra

84



nézve, ha H felezémerdleges hipersikja a PP’ szakasznak. Ebben az esetben a
P és a P’ pont egy tetszdlegesen valasztott O pontra vonatkozé helyzetvektora
kozott az R NN

OP'=0P —2 <OP - 0A,ﬁ> 0
sszefiiggés all fenn, ahol 7 normélegységvektora, A tetszblegesen rogzitett

pontja H-nak. Azt a
og: E—E, P— og(P)

leképezést, amelynél P és op(P) szimmetrikus H-ra nézve, ha P ¢ H, P € H
esetén pedig oy (P) := P, a H hipersikra vonatkozé tiikrozésnek nevezziik,
s ilyenkor H-t szimmetriasikként emlitjiik. Ha specidlisan dim H = 1, akkor H-t
szimmetriatengelynek, roviden tengelynek; magat a transzformaciét tengelyes
tiikkrozésnek hivjuk. TetszOleges P € E pont esetén a og(P) =: P’ pont egy O
pontra vonatkozoé helyzetvektora az

O =0P —2(0P - 047} 7

formulédval adhaté meg.

L

0.4

® fid)
o)

Hipersikra vonatkozé tiikr6zés két-, illetve hdromdimenziés esetben

Bizonyitds. Tekintve egy P € E \ H pontot, legyen T ,a P-bol a H-ra
bocsatott merdleges egyenes talppontja”, azaz a P-re illeszkedd, H-ra merdleges
egyenes és H metszéspontja (8.8.). 8.6. figyelembevételével vildgos, hogy P és
egy tovabbi P’ pont akkor es csak akkor szimmetrikus H-ra nézve, ha T fe-

lezépontja PP'-nek, azaz ha OT=1 (OP + OP’) Innen

OP'=20T — 0P*2Y0p ~2(0P - 0A7) 7

Ez a formula P ¢ H esetén megadja a O'H(P) helyzetvektorat. Ha P € H, akkor
<OP OA, n> — 0 (8.5.), gy OP'=OP, P' = P kivetkezik; tehst ilyenkor
is a kivant eredményt kapjuk.

d

8.10. Allitds. Minden hipersikra vonatkozo tikrozés involutiv izometria,
amelynek fizpontjai a szimmetriasik pontjai, és csakis ezek. (Az involutivsig azt
jelenti, hogy a transzforméciét 6nmagédval kompondlva az identitdst kapjuk.)
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Bizonyitds. Legyen H hipersikja a legalibb kétdimenziés E euklideszi af-
fin térnek, s tegyiik fel, hogy n normaélegységvektora, A egy pontja H-nak.
Rogzitsiink egy O origoét, s tekintsik a oy tlikrozést. Tetszoleges P € E pont
esetén az el6z6 lemma értelmében

Oow(P)=0P —2 <<Tp - (ﬁ,ﬁ> T:=0P 2\,

bevezetve a \ := <O.]\3 — (ﬁl,ﬁ> roviditést. Ekkor

002 (P)=0P —2\ 7 —2 <(TP oA — ﬁ,ﬁ> =
=OP —2\7 —2 <oTa - 071@ T AT =
—OP 4207 —2\ " =0P,

kovetkezésképpen oZ(P) = P, s igy — P tetszélegessége folytan — o3 = 1g, on
tehdt involicié. Ebbél automatikusan kovetkezik, hogy oy invertalhaté (s igy
bijektiv) és o' = om.

ou(P)=P & Ooy(P)=0P < <(TP—(TA,ﬁ>:0 % pem,

oy fixpontjai tehat a H-ra illeszkedd pontok és csakis ezek.
Belatjuk végiil, hogy oy tavolsagtartd. Tetszbleges P, Q € E esetén

d(0(P), 0(Q)) = |oa(P)7u(@) | = |[0oa(P) ~ Oou(Q)| =
- H(Yg _ 0P —2 <(Y2 . (ﬁl,ﬁ> 42 <O_15 - @,ﬁ> ﬁH _

_ |oG - o7 206 - o7, 7) .
Bevezetve a ©:=00 — OP roviditést,
[7 =23, 7) 7| = (7 —2(3,7) 7,7 —2(7,7) ) =
=7 - 4(7.7) (7. 7) + 47 7)" (7. 7) = [T
adédik, s igy
d(oa(P),0a(Q)) = ||0Q - OP|| = ||PQ| = a(P.@)
kovetkezik. Ezzel az éllitast igazoltuk.

O

8.11. Lemma. Ha v és w egy euklideszi vektortér vektorai és ||v|| = ||w]l,
akkor 1étezik olyan U hiperaltér, hogy oy (v) = w.

Bizonyitds. Ha v = w, akkor minden v-t tartalmazo hiperaltér megfelel. v #
w esetén legyen U := (L (v — w))™ . Ekkor \|v—17w||(v — w) normélegységvektora
U-nak, és 8.2.(5) alapjan
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8.12. Tétel (E'lie Cartan). Ha V n-dimenzids euklideszi vektortér, akkor
V' minden ortogondlis transzformdcidja elddllithato legfeljebb n hiperaltérre valo
titkrézés kompozicidjaként, vagy az identikus transzformdcid.

Bizonyitds.
(1) Ha dimV =1, akkor O(V) = {1y, -1y} . Itt —1y a {0} ,hipersikra” valé
tiikkrozés, s ezért az allitas igaz. — Megjegyzendd, hogy ebben az esetben 1y, csak
paros szamu tikrozés kompozicidjaként kaphaté meg, ezért kelett a tételt az
adott formaban megfogalmazni.
(2) Tegyiik fel, hogy n > 2, és hogy a tétel igaz n-nél kisebb dimenzi6jd eukli-
deszi vektorterekre. Legyen ¢ € O(V), s valasszunk egy tetszéleges v € V'\ {0}
vektort. Ha w := ¢(v), akkor ||w|| = ||v]|, s az elérebocsatott lemma alapjin
létezik olyan hiperaltérre val6 tiikrozés, jeldlje ezt o, hogy o(w) = v. 8.2.(2)
értelmében o ortogondlis transzformdcid, {gy o o ¢ is az. Mivel o o p(v) =
o(w) = v, 0 o p-nek v fixvektora, s igy £ (v) (pontonként fix) invaridns al-
tere. A linedris algebrabdl ismert, hogy ortogondlis transzformécié invaridns
alterének ortogondlis komplementere, esetiinkben U := (£(v))", is invaridns
altér. dimU = n — 1, és o o ¢ [ szintén ortogondlis transzforméicid, igy az
indukcids feltevés értelmében eléallithatd legfeljebb n — 1 U-beli hiperaltérre
vonatkozé tiikrozés kompozicidjaként (vagy oo [ U = 1y, de ekkor p = o, s
az allitds igaz):

coplU=010---00, k>n-—1.
Ttt minden o; (i € {1,...,k}) tiikrézéshez megadhaté egy n;€ U egységvektor

lgy, hogy N
YueU: oi(u)=u—2u,n;)n;.

Mivel V = .Z(v) @ U, minden z € V vektor egyértelmiien eldéllithaté a
zZ = Av+ u; ANeRuelU
alakban. Terjessziik ki a o; tiikrozéseket V' transzforméciéiva a
Gi(2) = g;(M+u) == v+ o5(u) = o +u—2(u,n) m
eléirassal! Mivel me U = (ZL(v))", (v,7;) =0, s igy
Gi(2) = 2 — 2 (z,7;) ; (ie{l,...,k})

irhat6, amibdl vildgos, hogy a ; transzformdcidk valéban V -beli hiperalterekre
valé tiikrozések. Ezek segitségével o o ¢ a

Cop=010--00y
alakban allithaté el6, ahonnan
(p — UO&\IO “e. Oa\;

adodik, ami igazolja az allitast.
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O

Megjegyzés. Tekintettel szamos alkalmazdsra, a tétel igen fontos. Ha eukli-
deszi vektortér helyett egy K test f6lotti véges dimenzids, nemelfajulo szimme-
trikus bilinedris formdval elldtott vektorteret vennénk alapul, az allitds akkor is
igaz maradna, de a bizonyitas lényegesen nehezebbé valna. Ez az altaldnositas
Jean Dieudonné nevéhez flizédik.

8.13. Kovetkezmény. Kétdimenziés euklideszi vektortér minden
irdnyitasvalté ortogondlis transzformaciéja (azaz nemvalédi forgdsa) origén
atmend egyenesre (in. vektoregyenesre) vald tiikkrézés; minden forgasa két ilyen
tiikr6zés kompozicidja.

8.14. Kovetkezmény. Egy n-dimenzids euklideszi affin tér barmely izome-
tridja elddllithato legfeljebb n + 1 hipersikra vald tikézés kompozicidjaként.

Bizonyitds. Legyen (E,V, ®) n-dimenzids euklideszi affin tér, f € I(E).
(1) Ha f-nek létezik A fixpontja, akkor — azonositva a linearizaltjaval — az
E4 vektorizalt ortogondlis transzforméciéjaként interpretdlhatd, s mint ilyen,
Cartan tétele értelmében eldéllithaté legfeljebb n E4-beli hiperaltérre vo-
natkozé tiikkrozés kompozicidjaként. Ezek a tikrozések E-ben hipersikra vald
tiikrozéseket jelentenek, igy ekkor az &llitas igaz.

(2) Tegyiik fol, hogy f-nek nincs fixpontja. Valasszunk egy tetszdleges A pontot,

s tekintsiik ennek A’ := f(A) képpontjit. Ha az AA’ szakasz felezOmerdleges
hipersikja H, akkor o o f olyan izometria, amely az A pontot fixen hagyja. fgy
az (1)-ben mondottak szerint o o f eldéllithaté legfeljebb n szamu Hy, ..., Hy
hipersikra valé tiikrézés kompozicidjaként, azaz oy o f = o, o - - - 0 o, irhatd,
ahonnan

f:O'HOCTH10~~~OO'Hk, lgkgn

Ezzel az éllitast igazoltuk.

O

8.15. Lemma. Euklideszi affin tér izometridjdnak fixpontjai affin alteret
alkotnak.

Bizonyitds. Legyen (E,V,®) euklideszi affin tér, f € I(E), Fix(f) :=
{P € E| f(P) = P} . Foltehetjik, hogy Fix(f) # 0, ellenkez8 esetben ugyanis
az allitds automatikusan igaz. TetszOlegesen rogzitve egy O € Fix(f) pontot,

AN

PeFix(f) = OP=f(0)f(P)=] (OP) = OPeVy,

ahol Viyy az fe O(V) linearizdlt 1 sajitértékéhez tartozé sajataltere. Meg-
forditva,

OPeVyy = OP=] (OP)=f(0)[(P)=0](P) =
= f(P)=P = PeFix(f).
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Tly médon {(Tpe V| P € Fix( f)} = V), amivel beldttuk, hogy Fix(f) affin
f

altér, s6t az is kidertilt, hogy Fix(f) irdnyterét az f linearizélt 1 sajatértékéhez
tartozd sajataltere alkotja.

O

8.16. Tétel (az izometridk természetes felbontdsa). Legyen (E,V, ®) eukli-
deszi affin tér. Barmely f € I(E) izometridhoz egyértelmien taldlhaté olyan
v € V vektor és g € I(E) izometria, hogy

(1) Fix(g) := {P € E| g(P) = P} nemiires;
(2) v eFix(y) ;
(3) f =T, 0g, ahol T, a v eltoldsi vektorral rendelkezd transzlacio.
Ekkor T, és g felcserélheté és Fix(g)= Ker (? —1V)
Bizonyitds.

(1) Els6 1épésként azt mutatjuk meg, hogy

(+) V = Ker (T —1V) & Im (? —1v) .

Mivel a szerepl6 alterek dimenzidjanak Ssszege a nullitds+rang tétel értelmében
dim V-vel egyenld, ehhez elegend6 azt ellendrizni, hogy az alterek ortogonalisak.

—\

Legyen u € Ker (f —1V), w € Im (T —1V). Ekkor ? (u) = u, illetve létezik
olyan z € V vektor, hogy w :? (2) — 2. fgy

—\

ww) = (F ). F ()= =) = (F .7 )~(F @,2) = (w.2)~(u.2) =0,

felhaszndlva, hogy (7.10.-re tekintettel) ? ortogondlis transzformécio. Ezzel
Ker (f —lv) és Im (f —IV) ortogonalis, s ezéltal (x) teljesiilését igazoltuk.
(2) A levezetett reldcié birtokdban a bizonyitds egyszerlien 8.16.-ra vald hi-

vatkozassal is befejezhetd, hasznosabb lesz azonban, ha reprodukaljuk 3.16.
bizonyitasanak gondolatmenetét. Rogzitsiink ebbél a célbdl egy tetszoleges O

orig6t. Tekintve az O f(O) vektort, ez (%) alapjan egyértelmiien el6allithatd

OfO)=v+ T (2)—2 [ (W) =v, 2€V

alakban. Ha az A pontot az AO= 2 eléirssal definaljuk, akkor

Af(A)=A0 + Of(A)=A0 + Of(0) + f(0)f(A)=

=z4v+ [ () =2+ J (04) =0+ T (2)- T (2) = vy

igy a v eltoldsi vektorral rendelkez6 T, transzlaciéra T,(A) = f(A) teljesiil.
Tekintsiik ezutan a

g:=T_yof
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izometridt. Mivel g(A) = T—, (f(A)) = T—, o T,(A) = To(A) = A, A fixpontja
g-nek, tehdt Fix(f) # 0. Fenndll tovabba, hogy
1 814

goT,og " ="T>

9 (v) =Ty

=T7w)
igy

go T,=T,0 g,
azaz T, és g felcserélhetd.
Annak ellenérzése van még hitra, hogy a v vektor és a g izometria egyértelmiien
meghatarozott. Tegyiik f6l, hogy egy v’ € V vektorral és egy ¢’ € I(E) izome-
triaval is teljestil, hogy

RN

f=Tyog, Fix(¢)#0, ¢ )=v"

Ekkor Af(A)=wv, A'f(A")=1/, s igy

AA=AF(A) + F(AA=AF(A) + F(A)F(A) + F(A)A'=
:v-i—? (ﬂ) - = ﬂ—? (ﬁ) =v—v.

Itt a jobb oldali vektor a Ker (? flv) altérbe tartozik, a bal oldali pedig

Im ( f flv>—be, s mivel ezeknek csak a zérusvektor a kozos eleme, kovetkezik,
hogy v' = v, amibél pedig g = ¢’ is adddik. (Az allitasban szerepld, s az oko-

skoddsunk soran fel is hasznalt Fix(g) = Ker ( f —1V) tulajdonsdg vildgos az

elérebocsatott lemmabol és annak bizonyitdsabol.)

O

8.17. Megjegyzés. Legyen (E,V, ®) euklideszi affin tér. Egy f € I(E) izo-
metridnak akkor és csak akkor van egyetlen fixrpontja, ha Ker(f *1v> = {0};

ezt a pontot az izometria centrumanak is hivjuk. — Valéban, 3.15.-ben mar meg-
mutattuk, hogy egy véges dimenzids affin tér egy affin transzforméaciéjanak akkor
és csak akkor van egyetlen fixpontja, ha a linearizaltjanak az 1 nem sajatértéke,

ami éppen annyit jelent, hogy Ker (? —1\/) = {0}. Eszrevételiink kovetke-
zik a 8.15. bizonyitasaban mondottakbdl is: lattuk, hogy a Fix(f) affin altér

irdnytere az f linearizalt 1 sajatértékhez tartozé sajdtaltere, {gy Fix(f) akkor
és csak akkor egyelemi, ha ez utébbi altér 0-dimenzids.

8.18. Definicio.

(1) Egy legalabb kétdimenzids euklideszi affin tér egy transzformécidjat
csusztatva tikrozésnek nevezziik, ha elééllithaté egy hipersikra vonat-
kozd tiikrozés és egy olyan transzlacié kompoziciéjaként, amelynek eltolasi
vektora a hipersik irdnyterébe es6é nemzérus vektor.

(2) Az euklideszi affin stk egy irdnyitdstartd izometridjdit pont koruli for-
gatas nak mondjuk, ha egyetlen fixpontja van vagy az identikus tran-
szformécié. A haromdimenziés euklideszi affin tér fixponttal rendelkez6
iranyitdstartd izometridit tengely koruli forgatdsoknak hivjuk.
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L F)

®. =

\
e fi4)

® fl4)

Csusztatva tiikrozés két-, illetve hdromdimenzids esetben

A
A w,
Jd)

fi4)

[e]

Pont koriili, illetve tengely koriili forgatas

(3) A héaromdimenziés euklideszi affin tér egy transzformécidja
forgatva tiikkrozés, ha nemidentikus tengely koriili forgatds és a
tengelyre merdleges sikra val6 tiikkrézés kompozicidja;

csavarmozgas, ha nemidentikus tengely korili forgatés és egy olyan
transzlacié kompozicidja, amelynek eltolasi vektora irdnyvektora a
tengelynek.

L I

f4)

Forgatva tiikrozés és csavarmozgas

8.19. Megjegyzések.

(1) A cslsztatva tikrozések, forgatva tikrozések és csavarmozgasok
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eléallitasaban szerepld transzforméacidk 8.16. értelmében felcserélhetdk.

(2) Legyen E hdromdimenziés euklideszi affin tér, s tegyiik fel, hogy f € I(E)\1g
tengely koriili forgatds. Ekkor a definicié értelmében 7\6 OF(V), s {gy a linearis
algebrabdl ismert médon alkalmas (eq, e, e3) ortonormalt bazisban ?—et

1 0 0
0 cosf —sind |, 6 €]0, 2n[
0 sinf cosf

alaki ortogondlis métrix reprezentalja (tekintettel arra is, hogy ?;é_\ ly). Ek-
kor az I} := Z(e1) vektoregyenes pontonként fix invaridns altere f-nek. Ha
A fixpontja f-nek és [ az A-ra illeszkedd, lp-lal parhuzamos egyenes, akkor [
pontonként fix egyenese az f izometridnak, hiszen

VPel: APcly = ?(ﬁ):ﬁ; igy

Af(P)=[(AJ(P)=T (AP) =AP = [j(P)=P,

Indokoltan vezettiik be tehat f-re a ,tengely koriili forgatds” elnevezést.

8.20. Tétel. Az euklideszi affin sik bdarmely izometridja transzldcid,
tengelyes tukrozés, csiusztatva tukrozés vagy pont korili forgatds. A
haromdimenzids euklideszi affin tér bdrmely izometridja transzldcio, sikra
vonatkozo tukrozés, csusztatva tukrozés, egyenes koruli forgatds, csa-
varmozgds vagy forgatva tukrozés. Ha az identikus transzformdciotdl elte-
kintink, akkor ezek a transzformdcictipusok diszjunktak.

Bizonyitds.
(A) Tegyiik fel el6szor, hogy (E, V, ®) kétdimenzids euklideszi affin tér, s legyen
f € I(E). A Cartan-tételb6l kovetkezéen az fe O(V) linearizilt az identikus

transzformécid, tengelyes tikrézés vagy két tengelyes tiikrozés kompozicidja le-
het (1d. 8.13.).

(1) Ha ?: 1y, akkor f transzldcio.

N

(2) f= o0y, ahol ly vektoregyenes (azaz 1-dimenzids vektor-altér V-ben).

(a) Ha f-nek van A fizpontja, akkor az A-ra illeszkedd, Iy irdnyterti egye-
nes — az el6z6 érveléssel — pontonként fix invaridns egyenese f-nek,
és f l-re vonatkozo tikrozés.

(b) Tegyiik fol, hogy f-nek nincs fizpontja! Ekkor a természetes felbontas
tétele (8.16.) értelmében egyértelmiien létezik olyan fixponttal ren-
delkezd ¢ izometria és v € le( ) vektor hogy f=T,0 ©g- Innen
3.4.(3) figyelembevételével f T o g= T o =9, tehdt 9= oy, és
v € lg. v # 0, ellenkez$ esetben ugyanis f = g addédna, ami lehe-
tetlen, hiszen f—nek nincs, g-nek van fixpontja. Mindez azt jelenti,
hogy f csisztatva tikrozés, az eltoldsi vektor v € Iy \ {0}, a tiikrozés
tengelye v irdnyvektord egyenes.
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(3) ?z Omg © 01y, lo 7 mg. Indirekt médon okoskodva beldtjuk, hogy ekkor
L -nek nincs 0-tdl kiilonbo6z6 fixvektora. — Tegyiik fel, hogy v € V'\ {0} és

f (v) = v. Ez azzal ekvivalens, hogy o,,,(v) = oy, (v). Ha 7y az I, m,, az
m egyenes normélegységvektora, akkor 8.2.(5) alapjin

'U_2<'U7ﬁ;> ﬁ;:v_2<v7m>ﬁ <~ <v7ﬁl\>ﬁ;: <U7m>m

Mivel ly # mg, 7] és My, linedrisan fiiggetlen, innen (v,7;) = (v, My,) = 0
kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy v ortogondlis V' minden vektorara, ami
csak ugy lehetséges, hogy v = 0, s igy 8.17. értelmében f-nek egyetlen
fixpontja van, amivel beldttuk, hogy f pont kérili forgatas.

(B) Legyen a tovabbiakban (E,V, ®) a hdromdimenzids euklideszi affin tér, és
f € I(E). Minként a sikbeli esetben, f lehetséges tipusainak attekintéséhez most

is az ?6 O(V) linearizélt vizsgalatan keresztil jutunk el.
(1) Ha f iranyitdstartd, akkor ?E OF (V) és két alapeset adédik:

(a) f=1y — ekkor f transzldcid;
(b) ? métrixa alkalmas (ey, €3, €3) ortonormdlt bazisban

1 0 0
0 cosf —sinf |, 0 €]0,2x].
0 sinf cosf

Ekkor f egyetlen sajdtértéke az 1, és V(1) = Z(e1) pontonként fix

egydimenzids invarians altér.

(b1) Ha f-nek van fizpontja, akkor f tengely korili forgatds, a tengely
a fixpontra illeszkedd, £ (e1) irdnyd egyenes (1d. 8.19.(2)).

(b2) Amennyiben f-nek nincs fizpontja, gy — ismét 8.16.-ra vald
hivatkozassal — f = T, o g alaku el6dallitds lehetséges, ahol g
fixponttal rendelkezé izometria és v €Fix(g). Azonban Fix(g)=
Ker (? —1V) = Ker (f —1V> = Z(e1), tehdt f csavarmozgds:
Z(e1) irdnyu tengely koriili forgatas és v € Z(eq) \ {0} eltolasi
vektorral rendelkez6 transzlacié kompozicidja.

(2) f irdnyitdsvdlté, azaz a definici6 értelmében ?E O~ (V). Ekkor det ?:

-1,s ?—nek a V irdnytér egy alkalmas & = (ey, e, e3) ortonormaélt bézisra
vonatkozé métrixa a 8.1.(2)-ben mondottaknak megfeleléen kétféle lehet.

B 10 0
(a) Mg(f): 01 0
00 -1

Ekkor dimKer( 7 —1v) — 2, tehdt az 1 sajétértéke f-nek,

mégpedig 2 geometriai multiplicitdssal. A megfelel6 sajataltér:
U :=%(e1,e2) = Ker (? —1v>

pontonként fix 2-dimenzids invaridns altere az [ linearizéltnak,
amely ily médon U-ra valé (linedris) tiikkrozést jelent.
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(a1) Ha f-nek van A fixpontja és H az A-ra illeszkedd, U irdnyterii
sik, akkor f = oy (sikra vonatkoz6 tiikrozés).

(az) Amennyiben f-nek nincs fixpontja, akkor ismét a természetes
felbontas tétele alapjan

f:TvOg

frhat6, ahol ¢ fixponttal rendelkez6 izometria és v €Fix(g)

\ {0}. A mér t6bbszor alkalmazott érveléssel f =7, gy Fix(g)=
U; f tehat csusztatva tikrézés, a szimmetriasikjanak irdnytere

Ker ( f —IV), a transzlcio-rész eltoldsi vektora f-nek fixvek-

tora.
(-1 0 0
(b) Mg(f): 0 cos® —sind (6 €10, 27])
0 sinf cosé
Ekkor f egyetlen (valds) sajatértéke a —1, s mivel
dim (Kerf —1\/) = 0, f-nek (8.17. értelmében) egyetlenegy

fixpontja van. Az Mg (f) matrixot a

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cosf@ —sinf| =10 1 0 0 cosf —sind
0 sinf cosf 0 0 1 0 sinf cosf

szorzatként allitva el6, lathatd, hogy az ? linearizélt a £ (eq, e3) sikra
vonatkozé tiikrozés és a £(e1) tengely koriili forgatds kompozicidja,
amibdl kdvetkezik, hogy maga f forgatva tikrizés. A tiikr6zés sikja a
fixpontra illeszked8, £ (es, e3) irdnyteri sik, a forgatds tengelye erre
merdleges, s szintén dtmegy a fixponton.

8.21. Lemma.

(1) Az euklideszi affin terek homotécidi hasonldsagok, mégpedig egy A € R*
aranyd homotécia |A| ardnyu hasonldség.

(2) Egy euklideszi affin tér minden hasonlésiga el6allithaté egy tetszblegesen
eléirt kozépponti homotécia és egy izometria kompozicigjaként.

Bizonyitds. Legyen adva egy (E,V, ®) euklideszi affin tér.

(1) Tekintsiink egy
Ho,:E—E, P~ P

homotéciat. Ekkor tetszoleges A, B € E pontok esetén

d(A', B) = HE’? - H(')Yf’ _ oA

ot 1] -

= |\ H@ - oTxH =\l HEH = |\|d(A, B),
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Ho ., tehat valéban |\| ardnyud hasonlésdg (a sziirjektivség automatikusan tel-
jestil).

(2) Legyen f € Sim(E) A ardnyd hasonlésdg (A € RY). Kivdlasztva egy
tetszOleges O pontot mint centrumot, képezzitk a g = H, 10 f transzformaciét.
Legyen A, B € E szintén tetszéleges; A’ := g(A), B’ := g(B). Ekkor

d(A',B') = HA’B’ - HOA’ — OB

- 0T GB) - 0T G| =

1 1 1|
- |5 o7@) - o7 | - § [T -
1 1
g tehat izometria, f = Hp ) o g pedig a kivant eléallitdsa f-nek.

d

8.22. Allit4s. Egy euklideszi affin tér egy transzformécidja pontosan akkor
hasonlésdg, ha olyan affinitds, amelynek linearizdltja egy ortogondlis transz-
formécié porzitiv skalarszorosa:

f€Af(E) és f=hyog,ahol g € O(V),
h) pedig pozitiv ardnyu homotécidja V-nek.

f € Sim(E) & {

Bizonyitds. Tekintsiik az (E,V, ®) affin tér egy f: E — E transzformdcidjét.

(1) Tegyiik fol elészor, hogy f € Aff(E) és f= Ay, ahol ¢ € O(V), A € RY.
Ekkor tetszéleges A, B € E esetén

100,70 = [T = [7 (75)] = s (75)] -
- o (8)] =[] <

ami azt jelenti, hogy f € Sim(E).
(2) Legyen, megforditva, f € Sim(E). Ha f ardnya A, akkor az el6z6 lemma

értelmében
f=Honxouy; g€ I(E),0ck

irhatd; innen 3.4.(3) figyelembevételével ?:HO,A o g . Itt 7.10. értelmében
g€ O(V). Mivel tetszOleges A, B € E esetén

Ho\(A)Ho\(B)=0OHop \(B) — OHo x(A)=
= AOB -\ OA= )\ AB= h, (E),

Hona= hy. lly médon f=hyo 9, € O(V) — s ezt kellett belatnunk.

95



8.23. Allitds (a hasonlésdgok fizponttétele). Ha egy hasonldsdg nem egy-
bevagosdg, akkor létezik egyetlen fizpontja.

1. bizonyitds. Legyen (E,V,®) euklideszi affin tér, s tegyiik fol, hogy f €
Sim(E) A ardnyd hasonlésdg; A € RY \ {1}. Ha — rdaddsul — 0 < A < 1, akkor
f kontrakcigja E-nek, amely teljes metrikus tér, s igy a Banach-féle fixponttétel
értelmében (1d. 6.2.) f-nek létezik egyetlenegy fixpontja. A > 1 esetén f~* L (s
{gy 1-nél kisebb) ardnyu hasonlésdg, van tehat egy és csak egy olyan A pont,
hogy f~1(A) = A. Innen f(A) = A adédik, vagyis A fixpontja f-nek, s tovdbbi
fixpont most sincs.

2. bizonyitds. Tartsuk meg az eddig haszndlt jeloléseket. A 8.22. allitas
értelmében IR

f=Ay; peOo(V),xeRy\{1}.

Ekkor ?—nek az 1 nem sajdtértéke, hiszen ha egy nemzérus v vektorra v = f
(v) = Ap(v), akkor ||v|| = [[Ap(v)]| = Aljv|| kovetkezik, ami ellentmond annak,
hogy v # 0 és \ # 1. fgy azonban a 3.15. allitas biztositja, hogy f-nek létezik
egyetlenegy fixpontja.

O

8.24. Tétel (a 2- és 3-dimenzids euklideszi affin terek hasonldsdgainak
0sztdlyozdsa).

(1) Az euklideszi stk minden nemizometrikus, irdnyitdstarté hasonlésiga egy
kdzds centrumi pont koriili forgatds és egy pozitiv ardnyi homotécia kom-
pozicidja (,forgatva nydjtas”). A kozos centrum a hasonldsdg fixpontja, a
transzformacidk sorrendje k6zOmbos.

(2) Az euklideszi stk minden nemizometrikus, irdnyitdsvdlté hasonlésiga egy
tengelyes tiikrozés és egy pozitiv ardnyd homotécia kompozicidja. A ho-
motécia centruma a hasonlésag fixpontja és illeszkedik a tengelyre, a tran-
szformécidk sorrendje kézombos.

(3) Az euklideszi tér minden nemizometrikus irdnyitdstartd hasonlésiga egy
tengely koriili forgatds és egy pozitiv ardnyd homotécia kompozicija. A
homotécia centruma a hasonlésiag fixpontja és illeszkedik a tengelyre, a
transzformécidk felcserélhetdk.

(4) Az euklideszi tér minden irdnyitdsvdlté hasonlésdga egy forgatva tiikrozés
és egy pozitiv ardnyd homotécia kompozicidja. A homotécia centruma
a hasonlésag fixpontja és illeszkedik a forgatds tengelyére; a forgatva
tiikrézés és a homotécia felcserélheto.

Forgatésként minden esetben megengedjik az identikus transzforméciot is.

Bizonyitds. Vektorizéljuk az adott (E,V,®) euklideszi affin teret (dimE €
{1,2}) a vizsgalt hasonlésdg O fixpontjdban! Ekkor 8.22. alapjin a hasonldsédg
az Eg =2 V vektorizalt

hy o ¢; AeRLN\{1},p€O(V)

alaki transzformaciéjaval azonosithaté. A @-re adédd lehetségeket leirja
8.1.(2), ezek attekintésével a megadott osztalyozishoz jutunk.
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9. Szogmérték. Egybevagdsagi tételek

9.1. Emlékezteto.

(1) A cos fliggvény bijektiven, mégpedig szigorian monoton csdkkené maédon
képezi le a [0, 7] zért intervallumot a [—1,1] zart intervallumra. Igy a Cos :=
cos | [0,n] fiiggvény invertdlhaté, inverzére az Arccos vagy a Cos™' jelolést
hasznaljuk; ez [—1, 1]-rdl [0, 7r]-re valé bijektiv — szigorian monoton cs6kkend —
leképezés.

A cos és az Arccos fiiggvények grafikonja

(2) Legyenek u és v egy euklideszi vektortér nemzérus vektorai. A CBS-
egyenl6tlenséghdl kovetkezik, hogy

u,v
< M <1;
[l f[]]
HST\’IQ\)ZH =1 <& v pozitiv skaldrszorosa u-nak;
m = -1 < v negativ skaldrszorosa u-nak.

Létezik ily médon egy és csak egy olyan 6 € [0, 7] szdm, amelyre

_ (uw)
Tl Tl

9:(]051”27 < cos(h)

teljesiil, ezt az u és v vektorok szogének nevezzik.

U, v)
ol

9.2. Lemma. Cos ! (t) + Cos™'(—t) = 7 minden t € [—1,1] esetén.
Bizonyitds. Az addicids tételek alkalmazdsaval kapjuk, hogy
cos(m — Cos ™' (—t)) = (cosm)(—t) + sinwsin(Cos™(—1)) = (=1)(—t) = ¢,

ami azt jelenti, hogy 7 — Cos™!(—t) = Cos™ (¢).
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O

9.3. Definicid. Legyenek O, A, B egy euklideszi affin tér pontjai, s tegyiik
fel, hogy O # A és O # B. Az AOB< euklideszi mértékén (vagy egyszerlien
mértékén) az

(94.05)

m(AOB<) := Cos™* € [0, 7]

o] o3|

valds szamot értjiik.

9.4. Megjegyzések.

— —
(1) Egy AOB< OA, illetve OB szdgszdranak irdnyvektordn olyan u, illetve v
vektort értiink, amelyre

@: Au, A>0; illetve (ﬁ: po, >0

teljestil. Kozvetleniil 1athato, hogy

m (AOB<) = Cos—1 20

[l ]l

— —
ahol u, illetve v az OA, illetve az OB szigszar tetszdleges irdnyvektora. Ha
specidlisan iranyvektorként u, illetve v egységuektort valasztunk, akkor

m(AOB<) = Cos™ ! (u,v).

(2) Tegyiik.fel, hogy az AOB<« az E euklideszi affin sikon van adva, s
legyen az OA, illetve OB szbgszar irdnyvektora az wu, illetve a v egységuektor.
Jeloljiik ki E-nek egy (O; (e1, e2)) ortonormalt koordindtarendszerét. Egyszeriien
atgondolhatd, hogy egyértelmiien léteznek olyan «, 5 €] — m, 7] valds szdmok,
amelyekkel

u = (cosa)e; + (sina)es, illetve v = (cosB)es + (sinf)es

irhaté. Az AOB< euklideszi mértéke az az egyértelmien meghatdrozott 6 € [0, 7
valds szam, amelyre

cosa\ _ [cosf cosfB\ _ [cosa
(+) Ro (sina) o (sinﬁ) vagy  Ro (sinﬁ) o (sina)
- cosf —sinf
teljestil, ahol (1d. 8.1.(2)) Ry := (sin@ 03 0 )
Valéban, ha § = m(AOB<) = Cos™ " (u,v), akkor

cosf = (u,v) = cosacos S + sinasin § = cos(a — 3),
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s igy példaul @ > [ esetén 0 = o — (3 és

R cosB\  [cos(a—fB) —sin(a—B)\ [(cosF\ _
9\sing) = \sin(a—B) cos(a— ) sing/)
_ (cos(a— B)cos B —sin(a — @) sinfB) _ [cosa
~ \sin(a — B)cos B+ cos(a — B)sinf) ~ \sina )’
Azonositva az Ry ortogondlis métrixot az altala reprezentdlt ortogonélis tran-
szformécidval, (x) gy is kifejezhets, hogy

Ro(u) =v vagy Rg(v) = u.

Ezzel az irdsmoddal, a feltételek részletezése nélkiil, a tovabbiakban is élni fo-
gunk.

9.5. Allitas (az euklideszi szogmérték elemi tulajdonsdgai). Egy szog eukli-
deszi mértéke

(1) akkor és csak akkor 0, ha a szdg a zérusszog;
(2) akkor és csak akkor 7, ha a szog egyenesszog;

(3) 0 és 7 kozé esik, ha a sz0g valddi.

A sz6gmérték akkor és csak akkor 7, ha a szaregyenesek merdlegesek.

O

9.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy euklideszi affin tér két szogének
egyike a maésikndl nagyobb, illetve kisebb, ha az euklideszi mértékeik kozott
ilyen kapcsolat all fenn. A J mértékl szogeket derékszigeknek nevezzik; a
derékszognél kisebb szdgeket hegyesszdgeknek, a derékszognél nagyobbakat tom-
paszogeknek hivjuk.

9.7. Kovetkezmény. Egy AOB< akkor és csak akkor hegyesszdg, ha
<OA7 OB> > 0; akkor és csak akkor tompaszog, ha <OA, OB> < 0.

O

9.8. Megjegyzés. Legyen E az euklideszi affin sik. Tekintsiink egy I C E
egyenest, amelynek A egy pontja, n pedig egy normalvektora. Egyszertien meg-
mutathatd, hogy az [ hataregyenesi nyilt félsikok a kovetkezoképpen is megad-
hatdk:

{Per|(OP-04T) >0}, ilewve {Pek|(OP-047) <0}
(O € E tetsz6legesen rogzitett origd).

9.9. Allitas (az euklideszi szogmérték teljessége). Legyen Jgf nyilt félsikja
az E euklideszi affin siknak, s legyen 0—1)4 egy félegyenes J}jof hataregyenesén.
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—
Minden 6 €]0,n[ valés szdmhoz 1étezik egy és csak egy olyan OB félegyenes,
hogy B €. és m(AOB<) = .
—
Bizonyitds. Legyen v egységhosszusigu irdnyvektora az OA félegyenesnek,

7 pedig legyen v-re meréleges egységvektor. Az O pontot origénak valasztva,
foltehetjiik, hogy

= {p | (0P~ 047> 0)).
Tekintsiik azt a B pontot, amelynek helyzetvektora
OB:= (cos@)v + (sin ) 7 .
Mivel OA= v (A € R%),

<(ﬁ - @,ﬁ> = ((cos)v + (sin §) n —Av,ﬁ) =sinf > 0,

kovetkezésképpen B Ejio/ . O? (szintén) egységvektor, ezért
m(AOB<) = Cos™" (v, (cos 0)v + (sin 6) ﬂ\> = Cos *(cos ) =0,

amivel belattuk, hogy az O—B) félegyenes a kivant tulajdonsdgu.
Hatra van még az egyértelmiiség igazolasa. Tegyiik fol, hogy B’ €_# olyan pont,
— —
amelyre m(AOB'<) = 6 teljesiil. Meg kell mutatnunk, hogy ekkor OB'=0B .
pilaliaN N
Legyen w irdny-egységvektora OB’-nek. Mivel (v, n) ortonormdlt bézisa az
irdnytérnek, a Fourier-eléallitaa (6.7.(3)) alapjan
w=(w,v)v+ (w,n) 7
irhaté. A feltétel értelmében § = m(AOB’<) = Cos ' (w,v); innen (w,v) =
cosd, s igy

QNN
n

w = (cos)v + (w, )

Felhasznalva, hogy 1 = |lw| = cos?8 + <w,ﬁ>2, azt kapjuk, hogy (w,m) =
+v1 —cos?260 = +sinf. B’ G,)E/ miatt <OB’ — m,ﬁ> > 0, ami azt adja, hogy

<w,ﬁ> > 0, kovetkezésképpen <w,ﬁ> =sinf és w = (cosf)v + (sinf) n=0B.
) s —
Igy OB’=0B valéban teljestil.

O

9.10. Lemma. Legyen adva az euklideszi affin sikon egy val6di AOB<. Ha
P bels§ pontja a szognek, akkor m(AOP<) < m(AOB<).

— — —
Bizonyitds. Legyenek wu, v és w az OA, OB és OP szbgszarak
egységhossziisagli irdnyvektorai. Jeloljon u® wu-ra, v wv-re merSleges
egységvektort. Mivel P € IntOAB<, <w,uj-> és <v,ul> azonos eldjeld. Legyen
e {uL7 —ul} az a vektor, amelyre <w,ﬁ> > 0. Ekkor az el6z6 bizonyitasban
latottak szerint
n

w = (cos p)u+ (sing) m és v = (cosO)u + (sin )

100



frhaté, ahol o = m(AOP<) 6 = m(AOB<). Igy
vt =+ ((sinO)u — (cosd) )

kévetkezik. P € IntOAB< miatt (u,v) és (w,v') is azonos eljeld. Mivel
{(sin@)u — (cos ) 7, u) > 0, igy

{(cos o)u + (sin o) 7, (sin @)u — (cos 6) ﬁ> = cos gsinf — sin pcos > 0
adddik. Az utébbi relaciébdl azt kapjuk, hogy

cosf  cos
sin pcosf < cos psin @, illetve e

) ——, azaz ctgd < ctgo.
sinf  sinp & 8¢

(Az osztésok lehetségesek voltak, mert 6, o €]0, 7[, és ]0, 7| £6l6tt a sin fliggvény
pozitiv). A ctg fiiggvény ]0,7[-n szigordan monoton cstkken, igy az utébbi
relaciobdl ¢ < 0, azaz m(AOP<) < m(AOB<) kovetkezik — s ezt akartuk
beldtni.

O

9.11 (i}emma. Legyen az AO B< egyenesszog az E euklideszi sikon, s legyen
P € E\ AB tetsz6leges pont. Ekkor m(AOP<) + m(POB<) = .

. /sy 7 7 - - - .. 7
Bizonyitds. Legyenek u, v és w rendre az OA, OB, OP szogsza(@g
egységhosszisdgu irdnyvektorai. Mivel az AOB< egyenesszog, A és B az AB
egyenes kiilonb6z6 O kezdéponti félegyeneseihez tartoznak, s ezért v = —u. Igy

m(AOP<) + m(POB<) = Cos ™' ({u, w)) + Cos™ ((w — u)) =
= Cos ™ ((u, w)) + Cos (= (w — u)) 2" 7.

O

9.12. Tétel. Az euklideszi szogmérték rendelkezik az additivitds tulajd-
onsdgdval: ha P € IntAOB<, akkor

m(AOP<) + m(POB<) = m(AOB<).

Bizonyitds.

(1) Azt igazoljuk el6szor, hogy

m(AOP<) + m(POB<) <.
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Legyen ebbél a célbdl C cOA \ OA tetszéleges. A 9.10. és 9.11. lemma alkal-
mazdasaval kapjuk, hogy

m(POB<) < m(POC<) =71 —m(AOP<),

innen valéban a kivant relacié kovetkezik.

et g 7 g .. 7 7 ’ 7 7
(2) Legyen u, v és w rendre az OA, az OB, és az OP szogszar egységhosszisigi
irdnyvektora, s jelljon w* w-re merdleges egységvektort. (Ekkor (w,w') orto-
normélt bézisa az irdnytérnek.) Tudjuk, hogy

m(AOP<) = Cos™ (u,w), m(POB<) = Cos ' (v,w),
m(AOB<) = Cos™* (u,v).

Az addiciés tétel alapjdn

cos(m(AOP<) + m(POB<)) = cos (Cos ™" (u,w) + Cos™" (v,w)) =

= (u,w) (v, w) —sin (Cos ™" (u, w)) sin (Cos ™" (v, w)) =
= (u, w) (v, w) — \/1 — <u,w>2\/1 — (v, w)>.

A (w, wJ-) bazisra vonatkozé Fourier-el6allitast alkalmazva

u = (u,w)w+ <u,wL>wl,

frhat6, s mivel [ju||> = 1, innen (u, w)* + <u,wL>2 = 1, illetve
Innen

1—(u,w)’ =+ <u,wL>
kovetkezik. Ugyanigy kapjuk, hogy
1— (v,w)’ =+ {(v,wh).

—>
P € IntABD< miatt A és B az OP egyenes kiilonbozé oldalain
van, s ezért <u,wl-> és <v,wl-> ellentétes eldjelli, kovetkezésképpen

\/1 - <u,w>2\/1 — (w,w)® = — (u,wb) (v,wt) . Igy a fentebb nyert reldci6
az alabbi moédon alakithato:

cos(m(AOP<) + m(POB<)) = (u,w) (v,w) + {u,w") (v,w') =
= (v, (u,w) w + (u,w)w) = (v,u) = (u,v) = cos(M(AOB<)).
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Az (1)-ben tett észrevételre tekintettel a cos fiiggvény argumentumdaban levé
szamok mind a bal, mind a jobb oldalon [0, 7] intervallumbdl valék, amely folott
a cos bijektiv; igy a nyert eredménybdl a kivant

m(AOP<) + m(POB<) = m(AOB<)
relacidhoz jutunk.

O

9.13. Allitds. Az euklideszi affin sik két szoge akkor és csak akkor egy-
bevagd, ha egyenl6 az euklideszi szogmértékiik.

Bizonyitds. Legyen adva az (E,V, ®) eukhdesm afﬁn 51kon az of = ACB<«

és az o' = A'C'B’'<«, s legyenek a C’A C’B C”A’ C”B’ szogszarak
egységhossziisdgi irdnyvektorai rendre u, v, u’, v’ .
(1) Ha o = /', akkor — definicié szerint — van olyan f: E — E’ izome-
tria, hogy f (/) = &/’. Mivel az izometridk affinitdsok, f «f szdregyeneseit
o' széregyeneseibe, s igy o/ csicsat o/’ csicsdba viszi at, és egyben az is
kovetkezik, hogy &7 szdrainak képei .«7’-nek szaral Az f hnearlzalt ortogonalis
transzformacid, s vildgos a mondottakbdl, hogy f (u) és f (v) &’ szarainak
egységhosszisagu irdanyvektorai. f ortogonalitasanak felhasznalasaval

—\

m(A'C'B'<) = Cos™* (<? (u), f (v)>) = Cos™ ! ((u,v)) = m(ACB<),

amivel belattuk, hogy kongruens szogeknek egyenld az euklideszi mértéke.

(2) Megforditva, tegyiik fol, hogy
m(ACB<) = m(A'C'B'<) = «
Az is foltehetd (1d. 9.4.(2)), hogy

Ro(u) =v, Ry(u') =1, R, € O(V).

Jeloljon ut u-ra ortogondlis egységvektort, s jelentse 3 € [0, 7] azt a szdmot,
amelyre

u' = (cos B)u + (sin B)ut = Rp(u).
Ekkor

v = Roz(ul) = Ro 0o Rp(u) = Ratp(u) = Rgalu) =
= Rgo Ra(u) = Rg(v),

tehdt az Rg ortogondlis transzforméciénél
Rs(u) =u" és Rg(v) = (%)
3.5. értelmében létezik egy és csak egy olyan f: E — E affinitds, amelyre

AN

J©)=C" & T=Ry
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teljesiil. Ekkor f izometria; mg}nutatjuk, hogy f (&) =" .
Egy O origé rogzitése utdn a C' A szogszér tetszbleges P pontjdnak helyzetvek-
tora N

OP=0C +r1u, T € RL.

fgy

OF(P)=07(C) + F(O)J(P)=0C" + T (CP) —0C' + 7 (0P - oC) =
—0C’ +Rp(Tu) —0C’ +7Rs(u) “oc’ +7u’

- — —
teljesiil, ami azt jelenti, hogy f(P) €C’A’ ; kovetkezésképpen f (C’A) =C'A.
Hasonlé médon, tetszéleges Q GC’—B) esetén 0?220?‘ +Av (A € RY) és

Of(@Q=0f(C) + F(O)f(@=0C" + | (CQ) =0C" +Rs(\0) =
—OC" +ARs(v) 2OC" 47,

— — —
tehat f(Q) €C'Bl, s igy f (CB) —C' B’ kbvetkezik. Belattuk ily médon, hogy
f () =", s ezzel igazoltuk o és o' egybevagbsigat.

d

Megjegyzés. Az 4llitds minden euklideszi affin térben igaz, de az dltaldnos
esetben a bizonyitds hosszabb.

9.14. Lemma (konjugdldsi szabdly tikrézésekre). Legyen | egy egyenese az
E euklideszi affin siknak, s tekintsiik a o; tengelyes tiikrozést. Ha g: E — E
tetszOleges izometria, akkor a g~ o 0y o g transzformdci6 is tengelyes tiikrézés,
mégpedig

g*1 00109 = 0g-1(])-

Bizonyitds. Tudjuk, hogy g~! szintén izometria, s igy egyben affinitds; ezért
g~ (1) egyenes. Tetszdleges P € g~!(I) pont esetén g(P) € | miatt

g tooiog(P)=yg"" (g(P)) = P;

1 1

g 1(I) tehat pontonként fix egyenese a g~—! o 0; o g transzforméaciénak. g~ o
010 g # 1g, ellenkezé esethben ugyanis o; o g = g, innen pedig o; = 1g adddna,
ami lehetetlen. fgy g~ ! o0y 0 g olyan izometridja az euklideszi affin siknak,
amelynek van egyetlenegy pontonként fix invaridns egyenese — a g~'(l) egyenes

—; kovetkezésképpen g~' o gy0 g = 0y -

O

9.15. Kovetkezmény. Legyenek | és m az euklideszi affin sik kiilénb6z6
egyenesei. A oy és a g, tengelyes tiikrozés akkor és csak akkor felcserélhetd, ha
a tengelyeik merdlegesek:

010 Opy = Oy O O] & [1m.
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Bizonyitds.
(1) Tegyiik fel elészor, hogy I.Lm. Ekkor o;(m) = m, s igy egyben o, ' (m) = m,
és a konjugdlasi szabdly alkalmazdsaval a

o OO’mOo'l:gal,l(m):gm

relacidhoz jutunk. Innen
Om © 0] = 0] 0 O,
a két tengelyes tiikrozés tehat felcserélhetd.

(2) Megforditva, tegyiik fol, hogy ., o o = 0y 0 oy, teljesiilését. Innen (kom-
pondlva mindkét oldalt o; '-gyel)

o L 00y, 00 =0,,,.
Maésrészt, a konjugélasi szabdly értelmében |
~ls o =
O ©0m OO0 = 0,1(p-

A két reldciét Osszevetve ,

04t (m) = Om

adédik, amibsl ;! (m) = m , illetve m = 0;(m) kovetkezik (hiszen a tengelyes
tiikrozést egyértelmiien meghatdrozza a tengelye). Azt kaptuk, hogy m invaridns
egyenese oj-nek, m # [ miatt csak igy lehetséges, hogy m_LI.

O

9.16. Definicié és lemma. Legyenek [ és m az euklideszi affin sik egymasra
merdéleges egyenesei, a metszéspontjukat jelolje F'. A

OF = 010 0m = 0y 00y

transzformaciét F centrumi kozéppontos tikrozésnek vagy F korili fél-
forgatasnak nevezziik. Rogzitve egy O origdt,

VPeM: Oop(P)= — OP +2 OF;

tehét tetszdleges F-tdl kiilonboz6 pont képpontja az a op(P) pont, amelyre

teljesiil, hogy F felez6pontja a Pop(P) szakasznak.

Bizonyitds. Jelolje my, illetve m,, az [, illetve az m egyenes egy-egy
egységhosszisagu normalvektorat. Ekkor (1d. 8.9.) tetsz6leges P € E pont esetén

O0,(P)=0P —2 <OTD - O_l\?,ﬁl> m=:0P,

Oom(P)=0P —2 <ﬁ - (ﬁ‘,rfm> =
=OP ~2(OP ~ OF i) i ~2(OP — OF ~2(OP — OF, 7 ) T, i ) i =
=OP ~2((OP — OF i) 7t +(OP ~ OF,7im ) i) =
=OP —2(OP - OF ) = — OP +2 OF

(felhasznélva, hogy ILm miatt (n;,7,,) = 0, s alkalmazva az (7, 7,,) orto-
normélt bazis szerinti Fourier-el6allitdst).
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O

9.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy euklideszi affin térben két szog
valtoszég-part alkot, ha az egyik szog szdrainak egységhosszisagu iranyvektorai
ellentettjei a masik szog egységhossziisagu irdnyvektorainak.

9.18. Lemma. A véltészogek egybevagok.

Bizonyitds. Tekintsiik az @) = A1 B1C1 < és oty = Az BoCh<q valtdszogeket!
Az altaldanossdg sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy ezek az euklideszi affin sikon
vannak adva, s hogy Ay és By a C; csucstél, As és Bs a Cs csucstdl egységnyi
tavolsadgra van. Ha C; = C, := C, akkor C felezépontja az A; As és a B1 B,
szakasznak is. Ekkor 9.16. alkalmazdsival oo (A1) = As, 0c(B1) = Bs adédik,
s igy oc () = g kovetkezik, mig C; # Cy esetén a g¢, © TCTC; izometridval

teljesiil ugyanez.

O

Megjegyzés. Tekintve egy valés affin térben egy ABC haromszoget, azt
mondjuk, hogy A< := BAC<, B« := CBA< és C< := ACB< a hdromszig
szogei.

9.19. Tétel (Euklidész). FEuklideszi affin térben bdrmely hdromszig szdgei
euklideszi mértékeinek Gsszege .

Bizonyitds. Tekintsiink egy ABC héromszoget. 1.19. értelmében 1étezik egy
és csak egy olyan [ egyenes, amely illeszkedik az A pontra és parhuzamos a BC'
egyenessel.

Az | egyenes megadhatd
— —
I =AP U AQ

alakban, ahol — egy O origé rogzitése utan —
OP=0A+ BC, 0Q=0A-BC.

A_\B pont beLs_()"_\pon%a QAC<-nek, ugyanis az @2071 — B_C\’ relacié atirhaté
0OQ=0A — BO — OC alakba, ahonnan

OB= — 0A + 0Q + OC .
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Innen kiolvashatd, hogy a B pont (A,Q,C) affin bazisra vonatkozd 2. és 3.
normdlt baricentrikus koordindtdja pozitiv, ebbdl pedig 5.19. alapjan B €
IntQ AC' < kovetkezik. Alkalmazva a szogmérték additivitdsat (9.12.),

m(QAC<) = m(QAB<) + m(BAC<).

Mivel a QAP< egyenesszog, 9.11. alapjan azt kapjuk, hogy m(QAC<) +
m(CAP<) = m, a két utébbi relaciobdl pedig azt, hogy

(%) m(QAB<) + m(BAC<) + m(CAP<) = 7.

A konstrukciébdl kiolvashatéan a QAB< és az ABC<, valamint CAP< és
az ACB< valtészogek. A valtészogek egybevagdk (9.18.) és az egybevdgd
szogek mértéke egyenld (9.13.), igy (*)-bdl a kivant m(ABC<) + m(BAC<) +
m(ACB<) = 7 relaciéhoz jutunk.

O
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