
I. AFFIN GEOMETRIA

Meg�allapod�as A k�ovetkez}okben - ha k�ozelebbit nem mondunk - egy olyan
K test alapulv�etel�evel dolgozunk, amelyben 1 + 1 6= 0 (azaz amely nem 2 ka-
rakterisztik�aj�u).

1. A�n terek �es a�n alterek

1.1. De�n��ci�o. Legyen A egy pontoknak nevezett elemek alkotta nem�ures
halmaz, V pedig a K test f�ol�otti vektort�er. Az A halmazon adott, a K test
f�ol�otti a�n strukt�ur�an olyan �: A × A → V lek�epez�est �ert�unk, amely eleget
tesz a k�ovetkez}o felt�eteleknek:

(A1) Tetsz}olegesen r�ogz��tett A ∈ A pont eset�en a

�A : A→ V, B 7−→ �A(B) := �(A,B)

lek�epez�es bijekt��v.

(A2) B�armely A,B,C pont eset�en

�(A,B) + �(B,C) = �(A,C).

Ekkor az (A, V,�) h�armast (a K test f�ol�otti) a�n t�ernek mondjuk, de gyakran
csak az a�n strukt�ur�aval ell�atott A halmazra haszn�aljuk az a�n t�er elnevez�est.
A V vektorteret az a�n t�er ir�anyterek�ent eml��tj�uk. Egy a�n t�er dimenzi�oj�an
az ir�anyter�enek dimenzi�oj�at �ertj�uk. Az egydimenzi�os a�n tereket a�n egye-
neseknek, a k�etdimenzi�osokat a�n s��koknak h��vjuk.

1.2. Megjegyz�esek.

(1) Az a�n t�er most bevezetett fogalma Hermann Weyl (1885-1955) n�emet
matematikust�ol sz�armazik, aki D. Hilbert �es H. Poincar�e mellett a
XX. sz�azadi matematika egyik meghat�aroz�o egy�enis�ege. Az (A2)-ben szerepl}o
rel�aci�ot szok�as Chasles-rel�aci�ok�ent eml��teni.

Hermann Weyl

(2) Leggyakrabban az R val�os sz�amtest, illetve a C komplex sz�amtest f�ol�otti a�n
teret fogjuk tekinteni, s ilyenkor val�os, illetve komplex a�n t�err}ol besz�el�unk. A
v�eges testek f�ol�otti a�n terek �erdekes kombinatorikai strukt�ur�akhoz vezetnek.
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(3) Tetsz}oleges (A, V,�) a�n t�er eset�en a �(A,B) ∈ V vektorra rendszerint a

k�enyelmesebb (�es
"
kifejez}obb")

−−⇀
AB jel�ol�est fogjuk haszn�alni, s azt is mondjuk,

hogy az
−−⇀
AB∈ V vektor az (A,B) pontp�ar �altal meghat�arozott szabadvektor.

Ezzel az ��r�asm�oddal az a�n t�er de�n��ci�oja a k�ovetkez}o alakot �olti:

Az A (nem�ures) halmaz a K test f�ol�otti V vektort�errel mint ir�anyt�errel
rendelkez}o a�n t�er, ha adva van egy a�n strukt�ur�anak nevezett

A× A→ V, (A,B) 7−→−−⇀AB lek�epez�es

eleget t�eve a k�ovetkez}o axi�om�aknak:

(A1) Tetsz}olegesen r�ogz��tve egy A ∈ A pontot, minden v ∈ V vektorhoz l�etezik

egy �es csak egy olyan B pont, hogy
−−⇀
AB= v.

(A2) B�armely A,B,C ∈ A eset�en
−−⇀
AB +

−−⇀
BC=

−−⇀
AC (Chasles-rel�aci�o).

A Chasles-rel�aci�o

1.3. Lemma �es de�n��ci�o. Legyen V a K test f�ol�otti vektort�er. A

�: V × V → V, (u, v) 7−→ �(u, v) =−⇀uv:= v − u

lek�epez�es a�n strukt�ura V -n, s ��gy a (V, V,�) h�armas a�n t�er. A � a�n
strukt�ur�at a V vektort�er term�eszetes a�n strukt�ur�aj�anak nevezz�uk. Teh�at:
minden vektort�er a�n t�er �onmag�aval mint ir�anyt�errel �es a term�eszetes a�n
strukt�ur�aval.

Bizony��t�as.

(A1) R�ogz��tve egy a ∈ V
"
pontot", tetsz}olegesen adott v ∈ V vektor eset�en a

b := a+ v
"
pontra", �es csakis erre, teljes�ul a k��v�ant

−⇀
ab:= b− a = (a+ v)− a = v

�osszef�ugg�es.
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(A2) B�armely a, b, c ∈ V pont eset�en

−⇀
ab +

−⇀
bc= (b− a) + (c− b) = c− a =−⇀ac .

�

Megjegyz�es. A k�ovetkez}okben egy V vektort�er term�eszetes a�n
strukt�ur�aj�ara a − jel�ol�est is fogjuk haszn�alni. Ekkor:

− : V × V → V, (u, v) 7−→−⇀uv:= v − u,

�es a lemma �ertelm�eben (V, V,−) a�n t�er.

1.4. Lemma. Legyen (A, V,�) a�n t�er.

(1) Tetsz}oleges A ∈ A pont eset�en az
−−⇀
AA vektor a V vektort�er z�erusvektora.

(2) ∀(A,B) ∈ A× A :
−−⇀
AB= − −−⇀BA.

(3) �Erv�enyes az �un. paralelogramma-szab�aly : az
−−⇀
AB=

−−−⇀
A′B′ �es az

−−−⇀
AA′=

−−−⇀
BB′

egyenl}os�eg ekvivalens.

A paralelogramma-szab�aly

Bizony��t�as.

(1) A Chasles-rel�aci�o alapj�an tetsz}oleges B ∈ A-ra
−−⇀
AA +

−−⇀
AB=

−−⇀
AB ⇒ −−⇀

AA= 0.

(2)
−−⇀
AB +

−−⇀
BA

(A2)
=
−−⇀
AA

(1)
= 0 ⇒ −−⇀

AB= − −−⇀BA .

(3) Ism�et a Chasles-rel�aci�ob�ol indulva ki,

−−⇀
AB=

−−−⇀
AA′ +

−−−⇀
A′B,

−−−⇀
A′B=

−−−⇀
A′B′ +

−−−⇀
B′B .
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Ebb}ol a k�et rel�aci�ob�ol
−−⇀
AB=

−−−⇀
AA′ +

−−−⇀
A′B′ +

−−−⇀
B′B k�ovetkezik, ami ekvivalens

azzal, hogy
−−⇀
AB −

−−−⇀
A′B′=

−−−⇀
AA′ +

−−−⇀
B′B

(2)
=
−−−⇀
AA′ −

−−−⇀
BB′,

s innen k�ozvetlen�ul ad�odik az �all��t�as.

�

1.5. De�n��ci�o �es lemma. Legyen (A, V,�) a�n t�er, s r�ogz��ts�unk egy O ∈ A
pontot. Az

A→ V, P 7−→ �O(P ) :=
−−⇀
OP

lek�epez�es ((A1) �ertelm�eben) bijekci�oja A-nak V -re, ezt az O-ra vonatkoz�o

helyzetvektor-megfeleltet�esnek is h��vjuk, s ekkor az
−−⇀
OP vektort a P pont

(O-ra vonatkoz�o) helyzetvektor�anak mondjuk. A helyzetvektor-megfeleltet�es
seg��ts�eg�evel az A halmaz vektort�er-strukt�ur�aval ruh�azhat�o fel az

A+B := C
def.⇔ −−⇀

OA +
−−⇀
OB=

−−⇀
OC

λA := A′
def.⇔

−−−⇀
OA′= λ

−−⇀
OA (λ ∈ K)

el}o��r�assal �ertelmezett �osszead�assal, illetve skal�arral val�o szorz�assal.

Ekvivalens m�odon:

A+B := �−1O (�O(A) + �O(B)) ,

λA := �−1O (λ�O(A))

(A,B ∈ A, λ ∈ K). Ha A-t ell�atjuk ezzel a vektort�er-strukt�ur�aval, akkor r�a az
AO jel�ol�est (is) haszn�aljuk, s azt mondjuk, hogy AO az A a�n t�er O pontbeli
vektoriz�alt ja.

Bizony��t�as. Valamennyi meg�allap��t�as k�ozvetlen�ul ad�odik a megfelel}o de-
�n��ci�okb�ol. �

Megjegyz�esek.

(1) Az AO vektoriz�alt vektort�er-strukt�ur�aja �ugy lett bevezetve, hogy a
�O : AO → V bijekci�o v�aljon izomor�zmuss�a AO �es V k�oz�ott.

(2) Az 1.2.-ban mondottak szerint minden vektort�er rendelkezik egy term�eszetes
a�n strukt�ur�aval. Megford��tva, az im�ent l�atottak alapj�an egy pont r�ogz��t�ese
ut�an minden a�n t�er tekinthet}o vektort�ernek. Az ��gy ad�od�o vektort�er-strukt�ura
azonban

"
nem term�eszetes": f�ugg a r�ogz��tett pont kijel�ol�es�et}ol.

Ha a�n t�erben egy fogalmat a t�er egy vektoriz�altja seg��ts�eg�evel vezet�unk be,
akkor mindig ellen}orizni kell, hogy a fogalom f�uggetlen a vektoriz�al�as m�odj�at�ol.
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1.6. De�n��ci�o. Tegy�uk fel, hogy (A, V,�) v�eges dimenzi�os a�n t�er. Ha O
egy pontja A-nak, B = (bi)ni=1 pedig egy b�azisa V -nek, akkor az (O,B) p�art
az a�n t�er egy a�n koordin�atarendszer�enek nevezz�uk. Egy P ∈ A pont
(O,B)-re vonatkoz�o koordin�at�ain a pont

−−⇀
OP helyzetvektor�anak a B b�azisra

vonatkoz�o koordin�at�ait �ertj�uk. Ha teh�at
−−⇀
OP=

∑n
i=1 ξibi, akkor P (O,B)-re

vonatkoz�o koordin�at�ai a t(ξ1, . . . , ξn) oszlopvektor tagjai.

1.7. �All��t�as. Tegy�uk f�ol, hogy (O,B) �es (O′,B′) egyar�ant a�n koor-
din�atarendszere az (A, V,�) a�n t�ernek. Ha egy P pont (O,B)-re vonat-
koz�o koordin�at�ai az X = t(ξ1, . . . , ξn), (O′,B′)-re vonatkoz�o koordin�at�ai az
Y = t(η1, . . . , ηn) oszlopm�atrixot alkotj�ak, akkor �erv�enyes az

Y = A−1(X − b)

transzform�aci�os formula, ahol A a B b�azisr�ol a B′ b�azisra val�o �atmenet m�atrixa
(A := PB→B′), b = t(β1, . . . , βn) az O′ pont (az

"
�uj orig�o") (O,B)-re vonatkoz�o

koordin�at�ainak oszlopvektora.

Bizony��t�as. Az (O,B)-re, illetve (O′,B′)-re vonatkoz�o koordin�at�ak de-
�n��ci�oja szerint

−−⇀
OP=

n∑
i=1

ξibi,
−−−⇀
OO′=

n∑
i=1

βibi,
−−−⇀
O′P=

n∑
i=1

ηib
′
i.

Ha A = (αij) ∈Mn(K), akkor

b′i =
n∑

j=1

αjibj (1 ≤ i ≤ n),

s ��gy

−−−⇀
O′P=

n∑
i=1

ηi

 n∑
j=1

αjibj

 =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

ηiαji

)
bj .

A Chasles-rel�aci�o alapj�an

n∑
j=1

(
n∑

i=1

ηiαji

)
bj =
−−−⇀
O′P=

−−⇀
OP −

−−−⇀
OO′=

n∑
j=1

(ξj − βj)bj ,

amib}ol
n∑

i=1

αjiηi = ξj − βj , (1 ≤ j ≤ n)

k�ovetkezik. Ez azt jelenti, hogy AY = X−b; innen, megszorozva mindk�et oldalt
A−1-gyel a k��v�ant Y = A−1(X − b) rel�aci�o ad�odik.

�

1.8. De�n��ci�o. Legyen (A, V,�) a�n t�er. A-nak egy nem�ures B
r�eszhalmaz�at a�n alt�ernek nevezz�uk, ha van olyan A pontja a B-nek, hogy
az {−−⇀

AP∈ V | P ∈ B
}
= �A(B)
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vektorhalmaz altere a V ir�anyt�ernek. Meg�allapodunk abban, hogy az �ures hal-
maz szint�en a�n altere A-nak.

1.9. Lemma. Ha B nem�ures a�n altere az (A, V,�) a�n t�ernek, akkor egy
�es csak egy olyan U altere l�etezik V -nek, hogy

∀B ∈ B :
{−−⇀
BP∈ V | P ∈ B

}
= �B(B) = U

illetve, ekvivalens m�odon, hogy B = �−1B (U). A B a�n alt�er maga is a�n t�er,
amelynek ir�anytere U , a�n strukt�ur�aja � � B× B.

Bizony��t�as. Ha B 6= ∅ a�n alt�er, akkor a de�n��ci�o �ertelm�eben van olyan
A ∈ B pont, hogy

U := �A(B) =
{−−⇀
AP∈ V | P ∈ B

}
altere V -nek. Azt kell csup�an ellen}orizn�unk, hogy tetsz}oleges B ∈ B pont eset�en
�B(B) = U . Ez igen egyszer}u:

�B(B) :=
{−−⇀
BP∈ V | P ∈ B

} (A2)
=
{−−⇀
BA +

−−⇀
AP∈ V | P ∈ B

}
=

=
−−⇀
BA +

{−−⇀
AP∈ V | P ∈ B

}
=
−−⇀
BA +U = U ,

mert U = �A(B) �es B ∈ B miatt
−−⇀
AB∈ U ⇒ −−⇀

BA= − −−⇀AB∈ U .

�

1.10. �All��t�as. Legyen (A, V,�) a�n t�er. Megadva egy U ⊂ V alteret �es egy
A ∈ A pontot, l�etezik egy �es csak egy olyan a�n altere A-nak, amely tartalmazza
az A pontot, s amelynek ir�anytere az U alt�er.

Bizony��t�as. Ha B U ir�anyter}u a�n alt�er �es A ∈ B, akkor 1.9. �gyelem-
bev�etel�evel

B = �−1A (U) = {P ∈ A | �A(P ) ∈ U} =
{
P ∈ A |−−⇀AP∈ U

}
,

B teh�at egy�ertelm}uen meghat�arozott.
Megford��tva, ha U �es A megad�asa ut�an B-t az im�enti formul�aval de�ni�aljuk,
akkor a k��v�ant a�n alteret kapjuk.

�

1.11. De�n��ci�o. Egy a�n alt�er dimenzi�oj�an az ir�anyter�enek dimenzi�oj�at
�ertj�uk. A 0−, 1−, illetve 2−dimenzi�os a�n altereket pontoknak, egyeneseknek,
illetve s��koknak h��vjuk. n(≥ 1)-dimenzi�os a�n t�er (n−1)-dimenzi�os a�n altereit
hipers��kokk�ent is eml��tj�uk. Az �ures a�n alt�er (−1)-dimenzi�os.

Megjegyz�es. Tegy�uk fel, hogy B 0-dimenzi�os a�n altere (A, V,�)-nek. Ek-
kor B ir�anytere a {0} ⊂ V alt�er, s ha A ∈ B, akkor az el}obb l�atottak szerint

B = �−1A ({0}) =
{
P ∈ A |−−⇀AP∈ {0}

}
= {A}
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(hiszen adott A pont eset�en (A1) �es 1.4.(1) alapj�an A az egyetlen olyan

pont, amelyre
−−⇀
AA= 0). Ily m�odon a 0-dimenzi�os a�n alterek A egyelem}u

r�eszhalmazai, amelyek azonos��that�ok A elemeivel. Jogosan haszn�altuk teh�at a
0-dimenzi�os a�n alterekre a

"
pont" elnevez�est.

1.12. Lemma �es de�n��ci�o. Legyen B k(≥ 1)-dimenzi�os a�n altere az
(A, V,�) a�n t�ernek. R�ogz��tve egy O ∈ A pontot, s megadva B-nek egy(
A, (vi)ki=1

)
a�n koordin�atarendszer�et, B pontjainak (�es csakis ezeknek) az O-ra

vonatkoz�o helyzetvektorai egy�ertelm}uen el}o�all��that�ok

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +

k∑
i=1

λivi (λ1, . . . , λk ∈ K)(1)

alakban. Ha speci�alisan az a�n alt�er az A pontot tartalmaz�o egyenes, illetve
s��k, akkor pontjainak helyzetvektoraira az

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +λv, λ ∈ K;(2)

illetve
−−⇀
OP=

−−⇀
OA +λ1v1 + λ2v2(3)

kifejez�est kapjuk. Azt mondjuk, hogy (1), (2), illetve (3) a tekintett a�n alt�er,
egyenes, illetve s��k egy param�eteres el}o�all��t�asa. Egyenes eset�en a v 6= 0 vektort
(�es L (v) minden nemz�erus vektor�at) ir�anyvektork�ent eml��tj�uk.

Bizony��t�as. P ∈ B 1.9.⇔ −−⇀
AP∈ U ⇔

(−−⇀
OP − −−⇀OA

)
∈ U =: B ir�anytere

⇔ ∃λ1, . . . λk ∈ K :
−−⇀
OP − −−⇀OA=

k∑
i=1

λivi ⇔

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +

k∑
i=1

λivi; λ1, . . . , λk ∈ K.

�

1.13. Megjegyz�es. Megtartva a lemma jel�ol�eseit, tegy�uk fel, hogy az A
a�n t�er n-dimenzi�os, s legyen B = (bi)ni=1 egy b�azisa V -nek. Ekkor

−−⇀
OP=

n∑
i=1

ξibi,
−−⇀
OA=

n∑
i=1

αibi, vj =
n∑

i=1

νjibi (1 ≤ j ≤ k)

��rhat�o, �es az (1) rel�aci�o azt adja, hogy

n∑
i=1

ξibi =
n∑

i=1

αibi +
k∑

j=1

λj

(
n∑

i=1

νjibi

)
=

n∑
i=1

αi +
k∑

j=1

λjνji

 bi,

ahonnan 
ξ1 = α1 + λ1ν11 + · · ·+ λkνk1
...
ξn = αn + λ1ν1n + · · ·+ λkνkn

(4)
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Meg�allap��thatjuk, hogy egy P pont, amelynek az (O,B) a�n koor-
din�atarendszerre vonatkoz�o koordin�at�ai a t(ξ1, . . . , ξn) oszlopm�atrixot alkotj�ak,
akkor �es csak akkor illeszkedik a B a�n alt�erre, ha l�eteznek olyan λ1, . . . , λk

skal�arok, hogy (4) teljes�ul. Erre tekintettel azt mondhatjuk, hogy az
x1 = α1 + λ1ν11 + · · ·+ λkνk1
...
xn = αn + λ1ν1n + · · ·+ λkνkn

rel�aci�ok (ahol x1, . . . , xn m�ar puszta szimb�olumok) a B a�n alt�er param�eteres
el}o�all��t�as�anak koordin�atakifejez�esei az (O,B) a�n koordin�atarendszerre vonat-
koz�oan. Speci�alisan az A ponton �atmen}o, v =

∑n
i=1 νibi ir�anyvektor�u egyenes

eset�en az
x1 = α1 + λν1, . . . , xn = αn + λνn (λ ∈ K)

koordin�atakifejez�eshez jutunk. Ha dimA := dimV = 3 �es a

v = ν1b1 + ν2b2 + ν3b3, w = w1b1 + w2b2 + w3b3

vektorok line�arisan f�uggetlenek, akkor az A pontra illeszked}o, L (v, w) ir�anyter}u
s��k param�eteres el}o�all��t�as�anak koordin�atakifejez�ese x1 = α1 + λν1 + µw1

x2 = α2 + λν2 + µw2
x3 = α3 + λν3 + µw3

(λ, µ ∈ K)

alak�u.

1.14. P�eld�ak.

(1) Egy vektort�er term�eszetes a�n strukt�ur�aj�ara n�ezve az a�n alterek a line�aris
sokas�agok �es csakis ezek.
Val�oban, tekints�unk egy, a K test f�ol�otti V vektorteret, ell�atva a

�: V × V → V, (u, v) 7−→ �(u, v) =−⇀uv:= v − u

term�eszetes a�n strukt�ur�aval. Az �ures halmaz de�n��ci�o szerint a�n alt�er �es
line�aris sokas�ag is. Ha B nem�ures a�n altere V -nek, amelynek egy pontja a �es
az ir�anytere U , akkor

B = �−1a (U) = {v ∈ V | �a(v) ∈ U} = {v ∈ V | v − a ∈ U} = a+ U

(ismert ugyanis a line�aris algebr�ab�ol, hogy v − a ∈ U ⇔ v ∈ a+ U).
Ezzel bel�attuk, hogy B line�aris sokas�aga V -nek, m�egpedig ir�anyter�enek egy
tetsz}oleges B-beli vektorral k�epzett eltoltja - s a megford��t�as is vil�agos.

(2) A�n t�erben egy ponthalmazt kolline�arisnak mondunk, ha elemei egy egye-
nesre illeszkednek; komplan�arisnak nevez�unk, ha elemeit egy (k�etdimenzi�os) s��k
tartalmazza. B�armely k�et pont kolline�aris, m�egpedig b�armely k�et pontra egyet-
lenegy egyenes illeszkedik. Tekints�uk ugyanis az (A, V,�) a�n t�erben az A 6= B

pontokat. Ekkor v :=
−−⇀
AB 6= 0, ��gy U := L (v) 1-dimenzi�os altere V -nek.

l := �−1A (U) = {P ∈ A | �A(P ) ∈ U} =
{
P ∈ A |−−⇀AP∈ U

}
=

=
{
P ∈ A |−−⇀AP= λ

−−⇀
AB (λ ∈ K)

}

8



egyenes, amely mind az A pontot (λ := 0 v�alaszt�assal), mind a B pontot (λ := 1
v�alaszt�assal) tartalmazza. Ha m tov�abbi, A-ra �es B-re illeszked}o egyenes, akkor
−−⇀
AB benne van m ir�anyter�eben, amely ily m�odon csakis az U alt�er lehet, s ��gy
1.10. alapj�an k�ovetkezik, hogy m = l.
Az A 6= B pontokra illeszked}o egyetlen egyenest a tov�abbiakban t�obbnyire

←−→
AB-

vel jel�olj�uk.

1.15. Lemma. A�n alterek tetsz}oleges csal�adj�anak a metszete is a�n alt�er.

Bizony��t�as. Legyen (Ai)i∈I az (A, V,�) a�n t�er a�n altereinek egy csal�adja.
Ha
⋂

i∈I Ai = ∅, akkor a metszet de�n��ci�o szerint a�n alt�er.
Tegy�uk fel, hogy A ∈

⋂
i∈I Ai. Ekkor (1.9. �ertelm�eben)

∀i ∈ I : Ui := �A(Ai) =
{−−⇀
AP∈ V | P ∈ Ai

}
altere V -nek. A line�aris algebr�ab�ol j�ol ismert m�odon U :=

⋂
i∈I Ui szint�en alt�er,

B := �−1A (U) =
{
P ∈ A |−−⇀AP∈ U

}
pedig a�n altere A-nak. �All��tjuk, hogy B =

⋂
i∈I Ai.

Val�oban, ha P ∈ B, akkor −−⇀AP∈ U =
⋂

i∈I Ui, s ��gy

∀i ∈ I : −−⇀AP= �A(P ) ∈ Ui ⇒ ∀i ∈ I : P ∈ �−1A (Ui) = Ai.

Megford��tva, P ∈
⋂

i∈I Ai eset�en

∀i ∈ I : P ∈ Ai = �−1A (Ui) ⇒ ∀i ∈ I : −−⇀AP= �A(P ) ∈ Ui

⇒ −−⇀
AP∈

⋂
i∈I

Ui = U ⇒ P ∈ B.

�

1.16. K�ovetkezm�eny �es de�n��ci�o. Egy a�n t�er b�armely S
r�eszhalmaz�ahoz l�etezik (egyetlenegy) legsz}ukebb, S-et tartalmaz�o a�n alt�er,
m�egpedig az S-et tartalmaz�o �osszes a�n alt�er metszete. Ezt az a�n alteret S
a�n burk�anak nevezz�uk, s r�a az 〈S〉 jel�ol�est haszn�aljuk. Azt is mondjuk, hogy
az 〈S〉 a�n alteret az S halmaz gener�al ja.

P�elda. Ha A �es B egy a�n alt�er k�ul�onb�oz}o pontjai, akkor 〈{A,B}〉 =
←−→
AB.

1.17. De�n��ci�o.

(1) Egy a�n t�er k�et a�n alter�et p�arhuzamosnak nevezz�uk, ha megegyezik az
ir�anyter�uk. Minden a�n alteret p�arhuzamosnak mondunk �onmag�aval.

(2) Egy a�n t�er egy L a�n altere gyeng�en p�arhuzamos egy M a�n alt�errel,
ha L ir�anytere altere M ir�anyter�enek.
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Megjegyz�esek.

(1) Ha az L a�n alt�er p�arhuzamos az M a�n alt�errel, akkor a szok�asos L‖M
jel�ol�est haszn�aljuk; ha L gyeng�en p�arhuzamos M -mel, akkor azt ��rjuk, hogy
L 〈|M .

(2) A p�arhuzamoss�ag ekvivalenciarel�aci�o az a�n alterek halmaz�an. V�eges di-
menzi�os a�n altereket tekintve, L‖M eset�en dimL = dimM , ha pedig L 〈|M ,
akkor dimL ≤ dimM .

e‖f , e 〈|S , f 〈|S

1.18. �All��t�as. Legyen L �es M a�n altere az (A, V,�) a�n t�ernek.

(1) Ha L‖M , akkor L =M vagy L ∩M = ∅.

(2) Ha L 〈|M , akkor L ⊂M vagy L ∩M = ∅.

(3) L 〈|M akkor �es csak akkor teljes�ul, haM tartalmaz L-lel p�arhuzamos a�n
alteret.

(4) Megadva az a�n t�er egy P pontj�at, l�etezik egy �es csak egy P -re illeszked}o,
L-lel p�arhuzamos a�n alt�er.

(5) Ha L‖M �es dimL = dimM = k, akkor l�etezik olyan legfeljebb (k + 1)-
dimenzi�os a�n alt�er, amely mind L-et, mind M -et tartalmazza.

(6) Ha A v�eges dimenzi�os, L �esM hipers��kja A-nak �es L∩M = ∅, akkor L‖M .

Bizony��t�as.

(1) Legyen L �es M k�oz�os ir�anytere U . Ha L ∩M 6= ∅, akkor kiv�alasztva egy
A ∈ L ∩M pontot, 1.9. alapj�an L = �−1A (U) �es M = �−1A (U) ��rhat�o, teh�at
L =M .

(2) Megtartva az (1) pont jel�ol�eseit, ha L ∩M 6= ∅ �es U ⊂ V, akkor �−1A (U) ⊂
�−1A (V). Ebb}ol pedig L ⊂M k�ovetkezik.

(3) Legyen L ir�anytere U , M ir�anytere V. Ekkor

L = �−1A (U) (A ∈ L), M = �−1B (V) (B ∈M)

��rhat�o. Ha L 〈|M , akkor U ⊂ V, �es az L′ = �−1B (U) a�n alt�er p�arhuzamos L-lel,
s benne van M -ben.
Megford��tva, tegy�uk fel, hogy L′ ⊂M �es L′‖L. Ekkor L′-nek is U az ir�anytere,
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s egy B ∈ L′ ⊂M pont seg��ts�eg�evel L′ = �−1B (U) ��rhat�o. �Igy az L′ ⊂M rel�aci�o
azt adja, hogy �−1B (U) ⊂ �−1B (V), amib}ol U ⊂ V k�ovetkezik; teh�at L 〈|M .

(4) Ha L = �−1A (U) �es L′ = �−1P (U), akkor L′ P -re illeszked}o a�n alt�er, �es L′‖L.
Mivel a keresett a�n alt�er ir�anytere csakis az U alt�er lehet, s tartalmaznia kell
a P pontot, az egy�ertelm}us�eg is vil�agos.

(5) Legyen ism�et L = �−1A (U), M = �−1B (U). Ha V az
−−⇀
AB vektor �es az U alt�er

�altal gener�alt alt�er, akkor

V = L
({−−⇀
AB
}
∪ U

)
= L

(
L
(−−⇀
AB
)
∪ U

)
= L

(−−⇀
AB
)
+ U

(hiszen k�et alt�er �osszege �eppen az uni�ojuk �altal gener�alt alt�er). �Igy az alterek
�osszeg�ere vonatkoz�o Grassmann-f�ele dimenzi�o-t�etel alapj�an

dimV = dim
(
L
(−−⇀
AB
)
+ U

)
=

= dim
(
L
(−−⇀
AB
))

+ dimU − dim
(
L
(−−⇀
AB
)
∩ U

)
≤

≤ dim
(
L
(−−⇀
AB
))

+ dimU ≤ k + 1.

Ha S := �−1A (V), akkor ily m�odon S (k+1)-dimenzi�os a�n alt�er. Ez tartalmazza
L ∪M -et, ugyanis

L ∪M ⊂ S ⇔ �−1A (U) ∪ �−1B (U) ⊂ �−1A (V) ⇔
⇔ U ∪

(
�A ◦ �−1B (U)

)
⊂ V ⇔

⇔ U ∪
(−−⇀
AB +U

)
⊂ V,

s ez ut�obbi tartalmaz�as V jelent�es�ere tekintettel nyilv�anval�oan igaz. Fel-
haszn�altuk, hogy

�A ◦ �−1B (U) =−−⇀AB +U .

Ez a k�ovetkez}ok�eppen ad�odik: ha u ∈ U �es �−1B (u) = P , akkor u =
−−⇀
BP , s ��gy

�A ◦ �−1B (u) = �A(P ) =
−−⇀
AP=

−−⇀
AB +

−−⇀
BP=

−−⇀
AB +u .

(6) Az egyszer}us�eg kedv�e�ert f�oltehetj�uk, hogy A a term�eszetes a�n strukt�ur�aval
ell�atott V v�eges dimenzi�os vektort�er. Ekkor L a+U ,M pedig b+V alak�u line�aris
sokas�aga V -nek (1.14.(1)), ahol dimU = dimV = dimV −1. Okoskodjunk most
indirekt m�odon! Ha L 6 ‖M , akkor U 6= V, �es ��gy U + V = V k�ovetkezik (hiszen
p�eld�aul U ⊂ V eset�en U tetsz}oleges b�azisa alkalmas V-beli vektorral V b�azis�av�a
eg�esz��thet}o ki). �Igy van olyan u ∈ U �es v ∈ V vektor, hogy u− v = b− a. Ekkor
a+ u = b+ v ∈ L ∩M , ami ellentmond�as.

�

1.19. K�ovetkezm�eny. Megadva egy nem egypont�u a�n t�erben egy pontot
�es egy egyenest, l�etezik egy �es csak egy olyan egyenes, amely illeszkedik a pontra
�es p�arhuzamos az adott egyenessel.

Megjegyz�es. A most megfogalmazott tulajdons�agot az a�n geometria szin-
tetikus fel�ep��t�ese eset�en axi�omak�ent ��rjuk el}o, ez az �un. a�n p�arhuzamoss�agi
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axi�oma. L�athatjuk, hogy az a�n t�er - s}ot val�oj�aban a vektort�er - de�n��ci�oj�aba
az a�n p�arhuzamoss�agi axi�oma

"
bele van k�odolva".

1.20. Lemma. Legyen L = �−1A (U) �es M = �−1B (V) a�n altere az (A, V,�)
a�n t�ernek. L-nek �es M -nek akkor �es csak akkor van k�oz�os pontja, ha

−−⇀
AB∈

U + V.

Bizony��t�as. Tegy�uk fel el}osz�or, hogy L ∩M 6= ∅, s legyen P k�oz�os pontja
L-nek �es M -nek. Ekkor

P ∈ L ⇒ −−⇀
AP=: u ∈ U , P ∈M ⇒ −−⇀

BP=: v ∈ V,

��gy
−−⇀
AB=

−−⇀
AP +

−−⇀
PB=

−−⇀
AP − −−⇀BP= u− v ∈ U + V.

Megford��tva, tegy�uk f�ol, hogy
−−⇀
AB∈ U + V. Ekkor

−−⇀
AB= u− v; u ∈ U , v ∈ V

��rhat�o. (A1) �ertelm�eben l�etezik egyetlenegy olyan P ∈ A pont, hogy
−−⇀
AP= u.

Ekkor P ∈ L. Mivel
−−⇀
AB=

−−⇀
AP −v, s enn�elfogva

v =
−−⇀
AP − −−⇀AB=−−⇀BP,

k�ovetkezik, hogy P ∈M is fenn�all; teh�at L ∩M 6= ∅.

�

2. A�n kombin�aci�ok, a�n f�uggetlens�eg, a�n b�azis

Megjegyz�es. Egy vektort�erbeli line�aris kombin�aci�ot a�nnak nevezz�uk, ha
egy�utthat�oinak �osszege 1.

2.1. Lemma �es de�n��ci�o. Legyenek A1, . . . , Ak egy (A, V,�) a�n t�er pont-
jai. Ha egy P ∈ A ponthoz van olyan O ∈ A pont, hogy a P pont O-ra vonatkoz�o
helyzetvektora el}o�all��that�o az

−−−⇀
OA1, . . . ,

−−−⇀
OAk vektorok a�n kombin�aci�ojak�ent,

akkor ez a tulajdons�ag b�armely O ∈ A pontra fenn�all. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy a P pont a�n kombin�aci�oja az A1, . . . , Ak pontoknak.

Bizony��t�as. Tegy�uk f�ol, hogy

−−⇀
OP=

k∑
i=1

λi
−−−⇀
OAi; λ1 + · · ·+ λk = 1.
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Legyen O′ tetsz}oleges tov�abbi pontja A-nak. Ekkor

−−−⇀
O′P

(A2)
=
−−−⇀
O′O +

−−⇀
OP=

(
k∑

i=1

λi

)
−−−⇀
O′O +

k∑
i=1

λi
−−−⇀
OAi=

=
k∑

i=1

λi

(−−−⇀
O′O +

−−−⇀
OAi

)
=

k∑
i=1

λi

−−−⇀
O′Ai,

teh�at a P pont O′-re vonatkoz�o helyzetvektora el}o�all az
−−−−⇀
O′A1, . . . ,

−−−−⇀
O′Ak vekto-

rok a�n kombin�aci�ojak�ent.

�

2.2. �All��t�as. Egy a�n t�er egy nem�ures r�eszhalmaza akkor �es csak akkor
a�n alt�er, ha tetsz}oleges v�eges pontsorozat�aval egy�utt annak minden a�n kom-
bin�aci�oj�at is tartalmazza.

Bizony��t�as. Az a�n kombin�aci�o fogalma vektoriz�al�as seg��ts�eg�evel lett beve-
zetve, de az el}orebocs�atott lemma �ertelm�eben f�uggetlen a vektoriz�al�as m�odj�at�ol.
�Igy az �altal�anoss�ag s�erelme n�elk�ul feltehetj�uk, hogy a vizsg�alt a�n t�er egy V
vektort�er, ell�atva a term�eszetes a�n strukt�ur�aval. Ekkor - mint tudjuk (1.14.(1))
- az a�n alterek �eppen V line�aris sokas�agai.

(1) Tekints�uk el}osz�or V -nek egy L = a + U line�aris sokas�ag�at. Legyenek
a1, . . . , ak L tetsz}oleges pontjai, λ1, . . . , λk ∈ K pedig 1 �osszeg}u skal�arok. Ekkor
ai = a+ ui, ui ∈ U (1 ≤ i ≤ k) ��rhat�o, �es

k∑
i=1

λiai =
k∑

i=1

λi(a+ ui) =

=
k∑

i=1

λia+
k∑

i=1

λiui = a+
k∑

i=1

λiui ∈ a+ U ,

teh�at L tartalmazza b�armely v�eges pontsorozat�anak a�n kombin�aci�oit.

(2) Megford��tva, tegy�uk f�ol, hogy egy nem�ures L ⊂ V ponthalmaz rendelke-
zik az �all��t�asbeli tulajdons�aggal, azaz

"
z�art az a�n kombin�aci�ok k�epz�es�ere".

Kiv�alasztva egy tetsz}oleges a ∈ L pontot, megmutatjuk, hogy

U := L− a = {v − a ∈ V | v ∈ L} altere V -nek.

Ehhez elegend}o azt ellen}orizni, hogy U z�art a line�aris kombin�aci�ok k�epz�es�ere.
Legyenek u1 = v1 − a, . . . , uk = vk − a U tetsz}oleges elemei, λ1, . . . , λk ∈ K
pedig tetsz}oleges skal�arok; legyen tov�abb�a λk+1 := 1−

∑k
i=1 λi. Ekkor

a+
k∑

i=1

λiui = 1a+
k∑

i=1

λi(vi − a) =

= λk+1a+
k∑

i=1

λia+
k∑

i=1

λivi −
k∑

i=1

λia =
k∑

i=1

λivi + λk+1a ∈ L,

hiszen a
∑k

i=1 λivi + λk+1a pont a v1, . . . , vk, a L-beli pontok a�n

kombin�aci�oja, s ��gy a felt�etel �ertelm�eben L-be tartozik. Az a +
∑k

i=1 λiui ∈ L
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rel�aci�o ekvivalens azzal,
∑k

i=1 λiui ∈ L− a { s ezt k��v�antuk bel�atni. Ily m�odon
U = L− a val�oban alt�er, k�ovetkez�esk�eppen L = a+ U line�aris sokas�ag.

�

2.3. �All��t�as. Egy a�n t�erbeli nem�ures halmaz a�n burka megegyezik a
halmaz pontjaib�ol k�epezhet}o �osszes a�n kombin�aci�ok halmaz�aval.

Bizony��t�as. Tekints�uk az (A, V,�) a�n t�er egy S 6= ∅ r�eszhalmaz�at. C(S)-
sel jel�olve az S pontjaib�ol k�epezhet}o �osszes a�n kombin�aci�ok halmaz�at, azt kell
megmutatnunk, hogy C(S) = 〈S〉.
Az el}oz}o �all��t�asb�ol azonnal ad�odik, hogy C(S) ⊂ 〈S〉, hiszen 〈S〉 a�n alt�er, s ��gy
z�art az a�n kombin�aci�ok k�epz�es�ere. A ford��tott ir�any�u tartalmaz�as igazol�as�an�al
f�oltehetj�uk, hogy A = V , ell�atva a term�eszetes a�n strukt�ur�aval. Jegyezz�uk
meg, hogy a�n kombin�aci�ok a�n kombin�aci�oja az eredeti pontoknak is a�n
kombin�aci�oja. Val�oban, tekints�unk V -ben egy

v =
k∑

i=1

λivi,
k∑

i=1

λi = 1

a�n kombin�aci�ot, s tegy�uk f�ol, hogy ∀i ∈ {1, . . . , k} : vi =∑ki

j=1 µijwij ,
∑ki

j=1 µij = 1. Ekkor

v =
k∑

i=1

λi

ki∑
j=1

µijwij =
k∑

i=1

ki∑
j=1

λiµijwij ,

s ez a kombin�aci�o a�n, hiszen

k∑
i=1

ki∑
j=1

λiµij =
k∑

i=1

λi

ki∑
j=1

µij =
k∑

i=1

λi = 1.

�Eszrev�etel�unkb}ol k�ovetkezik, hogy C(S) z�art az a�n kombin�aci�ok k�epz�es�ere,
��gy - ism�et az el}oz}o �all��t�as �ertelm�eben - C(S) is a�n alt�er. S ⊂ C(S) (hiszen
minden s ∈ S tekinthet}o egy 1 · s alak�u a�n kombin�aci�onak), k�ovetkez�esk�eppen
〈S〉 ⊂ C(S) (mivel egy halmaz a�n burka benne van a halmazt tartalmaz�o
minden a�n alt�erben). Ezzel a bizony��t�as teljes.

�

2.4. �All��t�as. Egy a�n t�er egy r�eszhalmaza akkor �es csak akkor a�n alt�er,
ha b�armely k�et pontj�aval egy�utt azok a�n burk�at, vagyis a pontokra illeszked}o
egyenest is tartalmazza.

Bizony��t�as. Az a�n alterek a 2.2. �es a 2.3. �all��t�as alapj�an rendelkeznek a
mondott tulajdons�aggal. A megford��t�as igazol�as�an�al most is tekinthet�unk egy
V vektorteret, amely el van l�atva a term�eszetes a�n strukt�ur�aval.
Legyen L olyan r�eszhalmaza V -nek, amely tartalmazza b�armely k�et pontj�anak
minden a�n kombin�aci�oj�at. F�oltehetj�uk, hogy L legal�abb k�etelem}u, ellenkez}o
esetben ugyanis nincs mit bizony��tani. Kiv�alasztva egy tetsz}oleges a ∈ L pontot,
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mik�ent 2.2. igazol�asakor, most is azt mutatjuk meg, hogy U := L− a altere V -
nek.
Legyen u1, u2 ∈ U tetsz}oleges.

(1) u1 �es u2 fel��rhat�o

u1 = v1 − a, illetve u2 = v2 − a; v1, v2 ∈ L

alakban. Tetsz}oleges λ ∈ K skal�ar eset�en

(∗) (1− λ)u1 + λu2 = (1− λ)(v1 − a) + λ(v2 − a) = (1− λ)v1 + λv2 − a ∈ U

hiszen a felt�etel miatt (1 − λ)v1 + λv2 ∈ L. Speci�alisan u1 := 0 v�alaszt�assal az
k�ovetkezik, hogy

∀λ ∈ K,∀u2 ∈ U : λu2 ∈ U ;

U teh�at z�art a skal�arral val�o szorz�asra n�ezve.

(2) Mivel K-ban 1+ 1 6= 0, van olyan α ∈ K, hogy α 6∈ {0, 1}. Ha a1 := 1
1−αu1,

a2 := 1
αu2, akkor el}oz}o meg�allap��t�asunk szerint a1, a2 ∈ U , s ��gy (∗) alapj�an

u1 + u2 = (1− α)a1 + αa2 ∈ U

is teljes�ul, azaz U az �osszead�asra n�ezve is z�art.

U nyilv�anval�oan nem �ures (0 = a−a ∈ U),��gy az (1)-ben �es (2)-ben mondottakra
tekintettel alt�er, s enn�elfogva L = a+ U line�aris sokas�ag, vagyis a�n alt�er.

�

Megjegyz�es. Ha megengedn�enk, hogy K-ban 1 + 1 = 0, s ez�ert a test
k�etelem}u, akkor az �all��t�as �erv�eny�et vesz��ten�e. K�etelem}u test f�ol�otti a�n t�erben
ugyanis minden egyenes k�etelem}u, s ez�ert az �all��t�asbeli felt�etel semmit nem
k�ovetelne a vizsg�alt r�eszhalmazr�ol.

2.5. �All��t�as �es de�n��ci�o. Legyenek A0, A1, . . . , Ak egy (A, V,�) a�n t�er
pontjai. A k�ovetkez}o felt�etelek ekvivalensek:

(1) A pontok egyike sem �all��that�o el}o a t�obbi a�n kombin�aci�ojak�ent.

(2) Ha valamely O ∈ A pontra �es λ0, λ1, . . . , λk ∈ K skal�arokra
∑k

i=0 λi = 0

�es
∑k

i=0 λi
−−−⇀
OAi= 0, akkor λ0 = λ1 = · · · = λk = 0.

(3)
−−−−⇀
A0A1,

−−−−⇀
A0A2, . . . ,

−−−−⇀
A0Ak line�arisan f�uggetlen vektorok V -ben.

(4) dim 〈{A0, A1, . . . , Ak}〉 = k.

Az A0, A1, . . . , Ak pontokat a�n �ertelemben f�uggetleneknek, r�oviden f�ugget-
leneknek nevezz�uk, ha eleget tesznek az (1)-(4) felt�etelek valamelyik�enek (s
ez�ert b�armelyik�enek). Egy a�n t�er egy v�eges pontsorozat�at (a�n �ertelemben)
f�ugg}onek mondjuk, ha nem f�uggetlen.

Bizony��t�as.
(1) ⇒ (2) Indirekt m�odon okoskodva tegy�uk fel, hogy a skal�arok valamelyike
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nem z�erus, mondjuk λ0 6= 0. Ekkor l�etezik az 1
λ0 reciprok, �es a

∑k
i=0 λi

−−−⇀
OAi= 0

rel�aci�ob�ol azt kapjuk, hogy

−−−⇀
OA0=

k∑
i=1

(
− λi

λ0

)
−−−⇀
OAi .

F�olhaszn�alva, hogy
∑k

i=0 λi = 0, a jobb oldalon fell�ep}o egy�utthat�ok �osszeg�ere
azt kapjuk, hogy

k∑
i=1

− λi

λ0
=

1
λ0

k∑
i=1

(−λi) =
1
λ0
λ0 = 1.

Ez azt jelenti, hogy A0 a�n kombin�aci�oja a t�obbi pontnak, ellent�etben fel-
tev�es�unkkel.

(2) ⇒ (3) Tegy�uk f�ol, hogy λ1
−−−−⇀
A0A1 + · · · + λk

−−−−⇀
A0Ak= 0, s legyen λ0 :=

−
∑k

i=1 λi. O pont gyan�ant az A0 pontot v�alasztva,
−−−⇀
OA0=

−−−−⇀
A0A0= 0 �gyelem-

bev�etel�evel azt kapjuk, hogy

λ0
−−−⇀
OA0 +λ1

−−−⇀
OA1 + · · ·+ λk

−−−⇀
OAk= λ1

−−−−⇀
A0A1 + · · ·+ λk

−−−−⇀
A0Ak= 0,

amib}ol
∑k

i=0 λi = 0 miatt a felt�etel alapj�an λ0 = λ1 = · · · = λk = 0 k�ovetkezik,

ami az
(−−−−⇀
A0A1, . . . ,

−−−−⇀
A0Ak

)
vektorrendszer line�aris f�uggetlens�eg�et jelenti.

(3) ⇒ (4) Ha U := L
(−−−−⇀
A0A1, . . . ,

−−−−⇀
A0Ak

)
, akkor 〈{A0, A1, . . . , Ak}〉 = �−1A0 (U),

s ��gy dim 〈{A0, A1, . . . , Ak}〉 = dimU = k, hiszen
(−−−−⇀
A0A1,

−−−−⇀
A0A2 . . . ,

−−−−⇀
A0Ak

)
line�arisan f�uggetlen gener�atorrendszere, teh�at b�azisa U-nak.
(4) ⇒ (1) Tegy�uk fel, hogy �all��t�asunkkal ellent�etben a pontok valamelyike,
mondjuk A1, a�n kombin�aci�oja a t�obbinek. Ekkor, az O := A0 orig�o-
v�alaszt�assal �elve az

−−−⇀
OA1 vektor line�arisan kombin�alhat�o az

−−−⇀
OA2, . . . ,

−−−⇀
OAk vek-

torokb�ol. �Igy az
−−−⇀
OA1,

−−−⇀
OA2, . . . ,

−−−⇀
OAk vektorrendszer line�arisan f�ugg}o, s ez�ert

dim 〈{A0, A1, . . . , Ak}〉 = dimL
(−−−−⇀
A0A1,

−−−−⇀
A0A2 . . . ,

−−−−⇀
A0Ak

)
=

= dimL
(−−−⇀
OA2, . . . ,

−−−⇀
OAk

)
≤ k − 1

ami ellentmond�as.

�

2.6. De�n��ci�o. n-dimenzi�os a�n t�er a�n b�azis�an (n + 1)-tag�u, a�n
�ertelemben f�uggetlen pontsorozatot �ert�unk.

2.7. K�ovetkezm�eny. Ha (Ai)
n
i=0 a�n b�azisa az (A, V,�) a�n t�ernek, akkor

(1)
(
A0,

(−−−−⇀
A0Ai

)n

i=1

)
a�n koordin�atarendszere (A, V,�)-nek;

(2) a t�er minden pontja egy�ertelm}uen el}o�all��that�o az A0, A1, . . . , An pontok
a�n kombin�aci�ojak�ent.
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Bizony��t�as.

(1) Az a�n f�uggetlens�eg miatt 2.5. �ertelm�eben az
(−−−−⇀
A0Ai

)n

i=1
vektorsorozat

line�arisan f�uggetlen vektorrendszere, s ��gy - l�ev�en n-tag�u - b�azisa az ir�anyt�ernek.
(2) Tekints�unk egy tetsz}oleges P ∈ A pontot. Az (1)-ben mondottak szerint az
−−−⇀
A0P vektor egy�ertelm}uen el}o�all��that�o

−−−⇀
A0P=

n∑
i=1

λi
−−−−⇀
A0Ai (λ1, . . . , λn ∈ K)

alakban. Legyen λ0 := 1−
∑n

i=1 λi. Ekkor

−−−⇀
A0P= λ0

−−−−⇀
A0A0 +λ1

−−−−⇀
A0A1 + · · ·+ λn

−−−−⇀
A0An=

n∑
i=0

λi
−−−−⇀
A0Ai

��rhat�o, s itt
∑n

i=0 λi = 1, P teh�at megkaphat�o a tekintett pontsorozat a�n
kombin�aci�ojak�ent.
Az egy�ertelm}us�eg igazol�asa c�elj�ab�ol r�ogz��ts�unk tetsz}olegesen egy O ∈ A pontot,
s tegy�uk fel, hogy a P pont O-ra vonatkoz�o helyzetvektor�ara

−−⇀
OP=

n∑
i=0

λi
−−−⇀
OAi,

n∑
i=0

λi = 1

�es
−−⇀
OP=

n∑
i=0

µi
−−−⇀
OAi,

n∑
i=0

µi = 1

egyar�ant fenn�all. Ekkor

n∑
i=0

(λi − µi)
−−−⇀
OAi= 0,

n∑
i=0

(λi − µi) = 0,

amib}ol az a�n f�uggetlens�eg 2.5.(2) tulajdons�aga alapj�an λi = µi, 0 ≤ i ≤ n
k�ovetkezik.

�

2.8. Lemma �es de�n��ci�o. Legyen l egyenese az (A, V,�) a�n t�ernek, s
tegy�uk fel, hogy A �es B l k�ul�onb�oz}o pontjai. Tetsz}oleges P ∈ l \ B ponthoz
l�etezik egy �es csak egy olyan λ ∈ K skal�ar, hogy

−−⇀
AP= λ

−−⇀
PB .

Ezt a λ skal�art (ABP )-vel is jel�olj�uk, s azt mondjuk, hogy (ABP ) a P pont
A-ra �es B-re vonatkoz�o oszt�oviszonya. A λ = (ABP ) oszt�oviszony seg��ts�eg�evel
a P pont tetsz}oleges O pontra vonatkoz�o helyzetvektora az

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +λ

−−⇀
OB

1 + λ
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alakban �all��that�o el}o. Ha a P pont A-b�ol �es B-b}ol val�o a�n kombin�al�asakor
fell�ep}o egy�utthat�ok α �es β, akkor

(ABP ) =
β

α
.

Bizony��t�as. l = 〈{A,B}〉 1-dimenzi�os a�n t�er, amelynek ir�anytere

U = L
(−−⇀
AB
)
. P 6= B eset�en 0 6=−−⇀PB∈ U , ��gy U = L

(−−⇀
PB

)
��rhat�o, k�ovet-

kez�esk�eppen az
−−⇀
AP∈ U vektor egy�ertelm}uen el}o�all��that�o

−−⇀
AP= λ

−−⇀
PB (λ ∈ K)

alakban. V�alasztva egy O ∈ A orig�ot,
−−⇀
AP=

−−⇀
OP − −−⇀OA, −−⇀PB=−−⇀OB − −−⇀OP ��rhat�o,

��gy
−−⇀
OP − −−⇀OA= λ

(−−⇀
OB − −−⇀OP

)
, ahonnan

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +λ

−−⇀
OB

1 + λ
.

Ez azt is jelenti, hogy a P pont A-b�ol �es B-b}ol val�o a�n kombin�al�asakor fell�ep}o
egy�utthat�ok α = 1

1+λ �es β = λ
1+λ ; ezek h�anyadosa β

α = λ = (ABP ).

�

(ABP ) = 3, illetve (ABP ) = −3

2.9. �All��t�as (az oszt�oviszony elemi tulajdons�agai). Legyen adva az (A, V,�)
a�n t�er egy l = 〈{A,B}〉 egyenese. Ekkor:

(1) ∀P ∈ l : (ABP ) 6= −1.

(2) ∀λ ∈ K \ {−1} : ∃P ∈ l : (ABP ) = λ.

(3) (ABP ) = (ABQ) ⇒ P = Q.

(4) ∀P ∈ l \ {B} : (ABP )(BAP ) = 1.

(5) Ha C ∈ l \ {A,B}, akkor (ABC)(BCA)(CAB) = 1.

(6) Ha P,Q,R, S l k�ul�onb�oz}o pontjai, akkor (PQS)(QRS)(RPS) = −1.

Bizony��t�as.

(1) Ha (ABP ) = −1 teljes�ulne valamely P ∈ l \ (B)-re, akkor a 2.8. de�n��ci�o
�ertelm�eben −−⇀

AP= − −−⇀PB ⇔ −−⇀
AP=

−−⇀
BP ⇔ A = B

k�ovetkezne, ami lehetetlen, hiszen A 6= B.

(2) Legyen λ ∈ K \ {−1}. R�ogz��tve egy O ∈ A orig�ot az

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +λ

−−⇀
OB

1 + λ
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k�eplet egyetlen P ∈ l \ {B} pontot hat�aroz meg, ��gy a (2) tulajdons�ag is igaz.

(3) Ha (ABP ) = (ABQ) := λ, akkor

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +λ

−−⇀
OB

1 + λ
=
−−⇀
OQ,

��gy (2) miatt P = Q.

(4) (ABP )(BAP ) = 1 igazol�as�ahoz el�eg bel�atni, hogy ha (ABP ) = λ, akkor
(BAP ) = 1

λ .

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +λ

−−⇀
OB

1 + λ
=

1
λ

−−⇀
OA + 1

λλ
−−⇀
OB

1
λ (1 + λ)

=
1
λ

−−⇀
OA +

−−⇀
OB

1
λ + 1

,

amelyb}ol (BAP ) = 1
λ ad�odik.

(5) Legyen (ABC) = λ, azaz
−−⇀
OC=

−⇀
OA+λ

−⇀
OB

1+λ (r�ogz��tett O orig�o mellett).
Kisz�am��tjuk a (BCA) �es (CAB) oszt�oviszonyokat λ felhaszn�al�as�aval:

−−⇀
OA= (1 + λ)

−−⇀
OC −λ −−⇀OB=

− 1+λ
λ

−−⇀
OC +

−−⇀
OB

− 1
λ

−−⇀
OB=

(1 + λ)
−−⇀
OC − −−⇀OA
λ

=

−−⇀
OC − 1

1+λ

−−⇀
OA

λ
1+λ

�Igy (BCA) = − 1+λ
λ , (CAB) = − 1

1+λ �es

(ABC)(BCA)(CAB) = λ ·
(
−1 + λ

λ

)
·
(
− 1
1 + λ

)
= 1

(6) Legyen (PQS) = λ �es (RPS) = µ, O ∈ A pedig egy r�ogz��tett orig�o.
−−⇀
OS=

−⇀
OP+λ

−⇀
OQ

1+λ -b}ol
−−⇀
OQ kifejezhet}o.

−−⇀
OQ-t a m�asodik oszt�oviszonyba helyettes��tve

−−⇀
OS=

−−⇀
OQ +µ

−−⇀
OR

1 + µ
=

1+λ
λ

−−⇀
OS − 1

λ

−−⇀
OP +µ

−−⇀
OR

1 + µ

ad�odik. Ezt rendezve az al�abbit kapjuk:

−−⇀
OS=

λµ
−−⇀
OR − −−⇀OP
λµ− 1

=

−−⇀
OR − 1

λµ

−−⇀
OP

λµ−1
λµ

.

Teh�at

(PQS)(QRS)(RPS) = λ · µ ·
(
− 1
λµ

)
= −1.

�

2.10. De�n��ci�o. Legyen adva az (A, V,�) a�n t�er pontjainak egy (Ai)
k
i=0,

a K rendezett test elemeinek pedig egy (µi)
k
i=0 sorozata. Az (Ai, µi) rendezett

p�arokb�ol k�epzett (Ai, µi)
k
i=0 sorozatot s�ulyozott pontrendszernek nevezz�uk, ha
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∑k
i=0 µi 6= 0, s ilyenkor a µi skal�arokat s�ulyokk�ent eml��tj�uk. Egy S pontot a

s�ulyozott pontrendszer s�ulypontj�anak mondunk, ha
∑k

i=0 µi
−−⇀
SAi= 0. Amennyi-

ben - speci�alisan - a s�ulyok mindegyike 1, �ugy a
∑k

i=0
−−⇀
SAi= 0 felt�etelnek eleget

tev}o S pontot az (Ai)
k
i=0 pontrendszer s�ulypontj�anak nevezz�uk.

2.11. �All��t�as. Minden s�ulyozott pontrendszernek egy�ertelm}uen l�etezik

s�ulypontja. Az (Ai, µi)
k
i=0

(∑k
i=0 µi 6= 0

)
s�ulyozott pontrendszer S

s�ulypontj�anak tetsz}oleges O pontra vonatkoz�o helyzetvektor�at az

−−⇀
OS=

∑k
i=0 µi

−−−⇀
OAi∑k

i=0 µi

formula adja.

Bizony��t�as. Alapulv�eve egy (A, V,�) a�n teret, tekints�uk az (Ai, µi)
k
i=0

s�ulyozott pontrendszert. Kijel�olve egy O ∈ A orig�ot, de�ni�aljunk ((A1) alkal-
maz�as�aval) egy S pontot az

−−⇀
OS:=

∑k
i=0 µi

−−−⇀
OAi∑k

i=0 µi

el}o��r�assal. Ekkor az S pont az A0, . . . , Ak pontok a�n kombin�aci�ojak�ent
ker�ul el}o�all��t�asra, teh�at 2.1. �ertelm�eben j�ol de�ni�alt: f�uggetlen az orig�o
megv�alaszt�as�at�ol. Ez az S pont eleget tesz a s�ulyponttal szemben t�amasztott
k��v�analomnak:

k∑
i=0

µi
−−⇀
SAi=

k∑
i=0

µi

(−−−⇀
OAi −

−−⇀
OS
)
=

k∑
i=0

µi
−−−⇀
OAi −

(
k∑

i=0

µi

) ∑k
i=0 µi

−−−⇀
OAi∑k

i=0 µi

= 0.

Tegy�uk f�ol, hogy egy tov�abbi S1 pont is rendelkezik a
∑k

i=0 µi
−−−⇀
S1Ai= 0 tulaj-

dons�aggal! Ekkor

0 =
k∑

i=0

µi

(−−⇀
SAi −

−−−⇀
S1Ai

)
=

k∑
i=0

µi

(−−⇀
SAi +

−−−⇀
AiS1

)
=

(
k∑

i=0

µi

)
−−⇀
SS1

amib}ol
∑k

i=0 µi 6= 0 felt�etel miatt
−−⇀
SS1= 0, innen pedig (A1) �es 1.4.(1) alapj�an

S = S1 k�ovetkezik. Ezzel a s�ulypont egy�ertelm}us�eg�et is igazoltuk.

�

Megjegyz�es. K�ozvetlen�ul l�athat�o, hogy ha λ nemz�erus skal�ar, akkor az
((A0, λµ0), (A1, λµ1), . . . , (Ak, λµk)) s�ulyozott pontrendszer s�ulypontja meg-
egyezik az ((A0, µ0), (A1, µ1), . . . , (Ak, µk)) rendszer s�ulypontj�aval. Speci�alisan
(Ai)ki=0 s�ulypontja megegyezik minden olyan (Ai, λ)ki=0 s�ulyozott pontrendszer
s�ulypontj�aval, ahol λ 6= 0.

2.12. �All��t�as (a s�ulyok csoportos��that�os�agi tulajdons�aga). Ha egy s�ulyozott
pontrendszer tagjait diszjunkt csoportokba osztjuk �ugy, hogy az egyes csopor-
tokban a s�ulyok �osszege nem nulla, majd mindegyik csoport s�ulypontj�at ell�atjuk
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a csoportban szerepl}o s�ulyok �osszeg�evel mint s�ullyal, akkor a s�ulypontokb�ol nyert
s�ulyozott pontrendszer s�ulypontja azonos az eredeti rendszer s�ulypontj�aval.

Bizony��t�as. Tekints�uk az

(Aij , µij); 1 ≤ i ≤ l; 1 ≤ j ≤ ki

s�ulyozott pontrendszert, s osszuk ezt az

((Ai1, µi1), (Ai2, µi2), . . . , (Aiki
, µiki

)) ; 1 ≤ i ≤ l

csoportokba �ugy, hogy

µi :=
ki∑

j=1

µij 6= 0 ; 1 ≤ i ≤ l

teljes�ulj�on. Ha Si az i-edik csoport s�ulypontja, akkor

ki∑
j=1

µij
−−−−⇀
SiAij= 0 ; 1 ≤ i ≤ l.

Legyen S az (Si, µi)li=1 s�ulyozott pontrendszer s�ulypontja! (Mivel
∑l

i=1 µi =∑l
i=1
∑ki

j=1 µij 6= 0, S-r}ol �ertelmesen sz�olhatunk.) S �es Si de�n��ci�oja alapj�an

0 =
l∑

i=1

µi
−−⇀
SSi=

l∑
i=1

µi

∑ki

j=1 µij
−−−⇀
SAij∑ki

j=1 µij

=
l∑

i=1

ki∑
j=1

µij
−−−⇀
SAij

ad�odik, ami azt jelenti, hogy S az eredeti rendszernek is s�ulypontja.

�

2.13. De�n��ci�o. n-dimenzi�os a�n t�erben n + 1 sz�am�u, a�n �ertelemben
f�uggetlen pont alkotta ponthalmazt n-dimenzi�os szimplexnek, r�oviden n-
szimplexnek nevez�unk, s a pontokat ilyenkor a szimplex cs�ucsainak h��vjuk.
Speci�alisan a k�etdimenzi�os szimplexeket h�aromsz�ogeknek, a h�aromdimenzi�os sz-
implexeket tetra�edereknek mondjuk.

H�arom f�uggetlen pont alkotta ponthalmazra tetsz}oleges a�n t�erben is
haszn�aljuk a h�aromsz�og elnevez�est. Egy {A,B,C} h�aromsz�og oldalegyenesei az←−→
AB,

←−→
BC,

←→
CA egyenesek; egy {A,B,C,D} tetra�eder �elegyenesei, illetve laps��k jai
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az
←−→
AB,

←→
AC,

←−→
AD,

←−→
BC,

←−→
BD,

←−→
CD egyenesek, illetve az 〈{A,B,C}〉, 〈{B,C,D}〉,

〈{C,D,A}〉, 〈{D,A,B}〉 s��kok.

2.14. De�n��ci�o. Legyen (A, V,�) val�os a�n t�er; A,B ∈ A. A,B v�egpont�u
{ vagy az A,B pontokat �osszek�ot}o { szakaszon az

−−−−
AB:= �−1A

{
t· −−⇀AB∈ V | 0 ≤ t ≤ 1

}
ponthalmazt �ertj�uk.

Megjegyz�esek.
(1) Ha A = B, akkor

−−−−
AB= {A}; ezt a pontt�a zsugorod�o szakaszt elfajul�o sza-

kaszk�ent is eml��tj�uk.

(2) Kijel�olve egy O orig�ot,

−−−−
AB=

{
P ∈ A |−−⇀OP= t· −−⇀OA +(1− t)· −−⇀OB, 0 ≤ t ≤ 1

}
��rhat�o. A-t azonos��tva AO vektoriz�altj�aval, a r�ovidebb

−−−−
AB= {tA+ (1− t)B ∈ A | 0 ≤ t ≤ 1}

��r�asm�oddal is �elhet�unk.

2.15. P�eld�ak. Vegy�unk alapul egy (A, V,�) h�aromdimenzi�os val�os a�n
teret.
(1) Tekints�unk A-ban egy {A,B,C} h�aromsz�oget! Az el}obb mondottak szerint

k�epezhetj�uk az
−−−−
AB,

−−−−
BC,

−−−
CA szakaszokat; ezeket a h�aromsz�og oldalainak h��vjuk.

2.11. �ertelm�eben az (A,B) pontp�ar s�ulypontja az a C1 pont, amelynek egy
tetsz}oleges O pontra vonatkoz�o helyzetvektora

−−−⇀
OC1=

−−⇀
OA +

−−⇀
OB

2
.

Vil�agos, hogy ekkor C1 ∈
−−−−
AB. Mivel C1-nek az A-b�ol �es B-b}ol val�o a�n kom-

bin�al�asakor az 1
2 ,

1
2 egy�utthat�ok l�epnek f�ol, 2.8. alapj�an

(ABC1) = 1.
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Ezt a C1 pontot az (A,B) pontp�ar k�oz�eppont j�anak, vagy az
−−−−
AB szakasz fe-

lez}opont j�anak h��vjuk, a
−−−−
CC1 szakaszt pedig a h�aromsz�og egyik s�ulyvonal�anak

nevezz�uk. A
−−−−−
BB1 �es az

−−−−
AA1 s�ulyvonal �ertelmez�ese anal�og. Ism�et 2.11.-re hivat-

kozva az (A,B,C) ponth�armas S s�ulypontj�anak az O-ra vonatkoz�o helyzetvek-
tora

−−⇀
OS=

−−⇀
OA +

−−⇀
OB +

−−⇀
OC

3
.

Az S pont nyilv�anval�oan f�uggetlen a pontok sorrendj�et}ol, ��gy nevezhetj�uk az
{A,B,C} h�aromsz�og s�ulypont j�anak. A s�ulyok csoportos��that�os�agi tulajdons�aga
alapj�an S megegyezik a (C1, 2), (C, 1) s�ulyozott pontrendszer s�ulypontj�aval. Mi-
vel ez ut�obbi helyzetvektora

2· −−−⇀OC1 +
−−⇀
OC

3
,

k�ovetkezik, hogy

−−⇀
OS=

2· −−−⇀OC1 +
−−⇀
OC

3
.

Innen kiolvashat�o, hogy S ∈−−−−C1C, s mivel S-nek a C1-b}ol �es C-b}ol val�o a�n
kombin�al�asakor a 2

3 ,
1
3 egy�utthat�ok l�epnek fel,

(C1CS) =
1
3
:
2
3
=

1
2
.

�Eszrev�etel�unk valamennyi s�ulyvonalra igaz, k�ovetkezik teh�at, hogy b�armely
h�aromsz�og s�ulypontja illeszkedik a s�ulyvonalakra �es 1:2 ar�anyban osztja azokat.

(2) Legyen {A,B,C,D} tetra�eder A-ban! Ennek s�ulypontj�an az (A,B,C,D)
pontn�egyes S s�ulypontj�at �ertj�uk. S-nek egy O pontra vonatkoz�o helyzetvektora
2.11. �ertelm�eben

−−⇀
OS=

−−⇀
OA +

−−⇀
OB +

−−⇀
OC +

−−⇀
OD

4
.

Ha D1 az {A,B,C} h�aromsz�og s�ulypontja, akkor a
−−−−−
DD1 szakaszt a tetra�eder

egyik s�ulyvonal�anak nevezz�uk; a
−−−−
CC1,

−−−−−
BB1,

−−−−
AA1 s�ulyvonalak �ertelmez�ese
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anal�og. Ism�et a s�ulyok csoport��that�os�agi tulajdons�aga alapj�an k�ovetkezik, hogy
S azonos a (D1, 3), (D, 1) s�ulyozott pontrendszer s�ulypontj�aval, s ��gy

−−⇀
OS=

3· −−−⇀OD1 +
−−⇀
OD

4
.

Innen kiolvashat�o, hogy

S ∈−−−−−D1D �es (D1DS) =
1
4
:
3
4
=

1
3
.

Ugyanezekre az �eszrev�etelekre jutunk minden tov�abbi s�ulyvonal eset�en
is, meg�allap��thatjuk teh�at, hogy b�armely tetra�eder s�ulypontja illeszkedik a
s�ulyvonalakra, s azokat 1:3 ar�anyban osztja.

2.16. De�n��ci�o. Legyen (A, V,�) n-dimenzi�os a�n t�er, (Ai)ni=0 egy a�n
b�azisa A-nak, s tekints�unk egy P ∈ A pontot. Ha (ξ0, ξ1, . . . , ξn) olyan K-beli
elemsorozat, hogy az (Ai, ξi)ni=0 s�ulyozott pontrendszernek P a s�ulypontja, azaz

−−⇀
OP=

∑n
i=0 ξi

−−−⇀
OAi∑n

i=0 ξi
; O ∈ A tetsz}olegesen r�ogz��tett,

akkor azt mondjuk, hogy a ξ0, ξ1, . . . , ξn skal�arok (ebben a sorrendben) a P pont
baricentrikus koordin�at�ait alkotj�ak az (Ai)ni=0 a�n b�azisra vonatkoz�oan.

2.17. Megjegyz�esek.

(1) 2.7.(2) �es 2.11. biztos��tja, hogy egy n-dimenzi�os a�n t�er minden pontj�anak
vannak baricentrikus koordin�at�ai, s azok ar�anyoss�ag erej�eig egy�ertelm}uek:
(ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn+1 akkor �es csak akkor baricentrikus koordin�atavektora P -
nek, ha minden nemz�erus λ skal�ar eset�en (λξ0, λξ1, . . . , λξn) baricentrikus ko-
ordin�atavektora P -nek. Erre tekintettel azt a t�enyt, hogy a sorrendben mega-
dott ξ0, ξ1, . . . , ξn skal�arok egy P pont baricentrikus koordin�at�ait alkotj�ak egy
r�ogz��tett a�n b�azisra vonatkoz�oan, gyakran a

P = [ξ0 : ξ1 : · · · : ξn]

jel�ol�essel juttatjuk kifejez�esre.

(2) Vezess�uk be a
{
v = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn+1 |

∑n
i=1 ξi 6= 0

}
halmazban a

v ∼ w :⇔ w = λv, λ ∈ K

ekvivalenciarel�aci�ot. Ha a�n b�azis r�ogz��t�ese ut�an az A n-dimenzi�os a�n t�er
pontjaihoz hozz�arendelj�uk az illet}o b�azisra vonatkoz�o baricentrikus koordin�at�aik
sorozatait, akkor bijekci�ot adtunk meg A �es a ∼ rel�aci�o ekvivalenciaoszt�alyainak
halmaza k�oz�ott.
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3. A�n lek�epez�esek

3.1. De�n��ci�o. Legyenek (A, V,�) �es (A′, V ′,�′) a�n terek (melyeknek
ir�anyterei ugyanazon K test f�ol�otti vektorterek). Egy f : A → A′ lek�epez�est
a�n lek�epez�esnek nevez�unk, ha van olyan ϕ : V → V ′ line�aris lek�epez�es, hogy

∀A,B ∈ A : ϕ
(−−⇀
AB
)
=
−−−−−−−−⇀
f(A)f(B) .

Ekkor ϕ-t az f-hez tartoz�o vagy �altala induk�alt line�aris lek�epez�esk�ent eml��tj�uk,
de azt is mondjuk, hogy ϕ f lineariz�alt ja vagy deriv�alt ja. A bijekt��v a�n
lek�epez�eseket a�n izomor�zmusoknak nevezz�uk, s k�et a�n teret izomorf nak
mondunk, ha l�etezik k�oz�ott�uk a�n izomor�zmus. Egy a�n t�er �onmag�ara val�o
a�n izomor�zmusait a�n automor�zmusoknak, r�oviden a�nit�asoknak h��vjuk.

3.2. Lemma. Legyen (A, V,�) �es (A′, V ′,�′) a�n t�er. Egy f : A → A′

lek�epez�es akkor �es csak akkor a�n lek�epez�es, ha van olyan O pont �es ϕ : V → V ′

line�aris lek�epez�es, hogy

∀P ∈ A : ϕ
(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P ) .

Bizony��t�as. Az a�n lek�epez�esek nyilv�anval�oan rendelkeznek a mondott tu-
lajdons�aggal.
Megford��tva, tegy�uk fel, hogy egy f : A→ A′ lek�epez�es eleget tesz a lemmabeli
k�ovetelm�enynek. Ekkor tetsz}oleges A,B ∈ A pontok eset�en

−−−−−−−−⇀
f(A)f(B)

(A2)
=
−−−−−−−−⇀
f(A)f(O) +

−−−−−−−−⇀
f(O)f(B)

1.4.
= −

−−−−−−−−⇀
f(O)f(A) +

−−−−−−−−⇀
f(O)f(B)

felt.
=

felt.
= −ϕ

(−−⇀
OA
)
+ ϕ

(−−⇀
OB

)
ϕ lin.
= ϕ

(−−⇀
OB − −−⇀OA

) (A2)
= ϕ

(−−⇀
AB
)
,

ami azt jelenti, hogy f a�n lek�epez�es.

�

3.3. Megjegyz�esek.
(1) Ha f : A → A′ a�n lek�epez�es, akkor a lineariz�altja egy�ertelm}uen meg-

hat�arozott. Erre az
−⇀
f jel�ol�est is haszn�aljuk; ezzel az ��r�asm�oddal a de�ni�al�o

rel�aci�o az
−⇀
f
(−−⇀
AB
)
=
−−−−−−−−⇀
f(A)f(B) A,B ∈ A alakot �olti.

(2) Legyen f : A → A′ a�n lek�epez�es, ϕ : V → V ′ lineariz�alttal. R�ogz��tve egy
O ∈ A pontot, s tekintve az A a�n t�er O-beli AO, az A′ a�n t�er f(O)-beli
A′

f(O) vektoriz�altj�at, az

AO
f−−−−→ A′

f(O)

�O

y y�′f(O)

V
ϕ−−−−→ V ′
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diagram kommutat��v abban az �ertelemben, hogy

(∗) �′f(O) ◦ f = ϕ ◦ �O

(hiszen ez a rel�aci�o azt fejezi ki, hogy
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )= ϕ

(−−⇀
OP
)
, minden P ∈ A

eset�en). (∗)-b�ol f -re az

f =
(
�′f(O)

)−1
◦ ϕ ◦ �O

el}o�all��t�as ad�odik, ahol a jobb oldalon (az 1.5.-beli konstrukci�onak meg-
felel}oen) line�aris lek�epez�esek kompoz��ci�oja szerepel. Kiss�e durv�an fogalmazva
meg�allap��thatjuk teh�at, hogy egy f : A→ A′ lek�epez�es pontosan akkor a�n, ha
valamely (s ez�ert b�armely) O ∈ A eset�en egy f : AO → A′

f(O) lek�epez�es line�aris.

3.4. �All��t�as.

(1) Egy a�n t�ernek egy a�n t�erbe val�o b�armely konstans lek�epez�ese a�n
lek�epez�es, amelynek lineariz�altja az ir�anyterek k�oz�otti z�erus lek�epez�es.

(2) A�n t�er identikus transzform�aci�oja a�n lek�epez�es, amelynek lineariz�altja
az ir�anyt�er identikus transzform�aci�oja.

(3) A�n lek�epez�esek kompoz��ci�oja a�n lek�epez�es; a kompoz��ci�o lineariz�altja
a lineariz�altak kompoz��ci�oj�aval egyenl}o.

(4) Egy a�n lek�epez�es akkor �es csak akkor bijekt��v, ha a lineariz�altja bijekt��v.
Ebben az esetben a lek�epez�es inverze is a�n lek�epez�es, �es az inverz linea-
riz�altja megegyezik a lek�epez�es lineariz�altj�anak inverz�evel.

Bizony��t�as. Tekints�uk az (A, V,�) �es az(A′, V ′,�′) a�n teret.
(1) Tegy�uk f�ol, hogy f : A→ A′ konstans lek�epez�es, m�egpedig

∀P ∈ A : f(P ) = Q ∈ A′.

o-val jel�olve a V →W, v 7−→ o(v) := 0 z�eruslek�epez�est,

∀A,B ∈ A :
−−−−−−−−⇀
f(A)f(B)=

−−⇀
QQ= 0 = o

(−−⇀
AB
)
,

teh�at f val�oban a�n lek�epez�es, �es
−⇀
f = o.

(2) Jel�olje (a szok�asos m�odon) A, illetve V identikus transzform�aci�oj�at 1A, illetve
1V . Ekkor

∀A,B ∈ A : 1V

(−−⇀
AB
)
=
−−⇀
AB=

−−−−−−−−−−⇀
1A(A)1A(B),

1A teh�at a�n transzform�aci�o �es
−⇀
1A= 1V .

(3) Legyen f : A→ A′ �es g : A→ A′ a�n lek�epez�es.

∀A,B ∈ A :
−−−−−−−−−−−−−−−⇀
g ◦ f(A)g ◦ f(B)=

−−−−−−−−−−−−−−⇀
g(f(A))g(f(B))=−⇀g

(−−−−−−−−⇀
f(A)f(B)

)
=

=−⇀g
(−⇀
f
(−−⇀
AB
))

=−⇀g ◦ −⇀f
(−−⇀
AB
)
;
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ez azt jelenti, hogy g ◦ f a�n lek�epez�es �es
−−−⇀
g ◦ f=−⇀g ◦ −⇀f .

(4) Tekints�uk az f : A→ A′ a�n lek�epez�est �es ennek
−⇀
f : V → V ′ lineariz�altj�at.

(a) Tegy�uk f�ol el}osz�or, hogy
−⇀
f bijekt��v. Ha valamely A,B ∈ A pontokra f(A) =

f(B), akkor
−⇀
f
(−−⇀
AB
)
=
−−−−−−−−⇀
f(A)f(B)=

−−−−−−−−⇀
f(A)f(A)= 0,

amib}ol (speci�alisan)
−⇀
f injekt��vs�ege miatt

−−⇀
AB= 0, ebb}ol pedig (A1) alapj�an

A = B k�ovetkezik. Ezzel igazoltuk, hogy f injekt��v. A sz�urjekt��vs�eg igazol�as�ahoz
jel�olj�unk ki tetsz}olegesen egy P ′ ∈ A′ pontot. Olyan pontot keres�unk A-ban,
amelyet az f lek�epez�es P ′-be visz �at.

R�ogz��ts�unk A-ban egy O orig�ot, s legyen O′ := f(O). Tekints�uk a v′ :=
−−−⇀
O′P ′∈ V ′

vektort. Mivel
−⇀
f egyben sz�urjekt��v is, van olyan v ∈ V vektor, hogy

−⇀
f (v) = v′.

(A1) alapj�an l�etezik egyetlenegy olyan P ∈ A pont, hogy
−−⇀
OP= v. Ekkor egyr�eszt

−⇀
f (v) =

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−−−−−−⇀
O′f(P ),

m�asr�eszt −⇀
f (v) = v′ =

−−−⇀
O′P ′,

��gy
−−−−−−⇀
O′f(P )=

−−−⇀
O′P ′, ebb}ol pedig (A1) miatt P ′ = f(P ) k�ovetkezik, amivel

bel�attuk f sz�urjekt��vs�eg�et.
(b) Megford��tva, tegy�uk f�ol, hogy az f a�n lek�epez�es bijekt��v. Jel�olj�unk ki ism�et

egy O ∈ A orig�ot, s legyen O′ := f(O). Ha valamely v =
−−⇀
OP vektorra

−⇀
f (v) = 0

teljes�ul, akkor

−−−⇀
O′O′= 0 =

−⇀
f (v) =

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−−−−−−⇀
O′f(P )

miatt (A1) alapj�an f(P ) = O′ = f(O) k�ovetkezik, ebb}ol pedig f injekt��vs�ege

folyt�an P = O ad�odik. �Igy v =
−−⇀
OO= 0, teh�at Ker

(−⇀
f
)
= {0}, ami ekvivalens

−⇀
f injekt��vs�eg�evel.
(c) Tegy�uk f�ol, hogy f bijekt��v. Ekkor a mondottak szerint

−⇀
f is bijekt��v (�es

megford��tva), s l�eteznek az f−1 : A′ → A; illetve
(−⇀
f
)−1

: V ′ → V inverz

lek�epez�esek. Az ut�obbir�ol a line�aris algebr�ab�ol tudjuk, hogy szint�en line�aris.
Legyen A′, B′ ∈ A′;A := f−1(A′), B := f−1(B′). Ekkor(−⇀

f
)−1 (−−−⇀

A′B′
)
=
(−⇀
f
)−1 (−−−−−−−−⇀

f(A)f(B)
)
=

=
(−⇀
f
)−1 (−⇀

f
(−−⇀
AB
))

=
−−⇀
AB=

−−−−−−−−−−−−−−⇀
f−1(A′)f−1(B′),

ami azt jelenti, hogy f−1 a�n lek�epez�es �es
−−⇀
f−1=

(−⇀
f
)−1

.

�

Megjegyz�es. Egy (A, V,�) a�n t�er �osszes a�nit�as�anak halmaz�ara az
A�(A) jel�ol�est haszn�aljuk. A V vektort�er �osszes line�aris automor�zmusainak hal-
maz�at a szok�asos m�odon GL(V )-vel jel�olj�uk. Ismert a kor�abbi tanulm�anyokb�ol,
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hogy GL(V ) csoport a lek�epez�esek kompoz��ci�oj�ara n�ezve; ez a V vektort�er
�altal�anos line�aris csoport ja. (Innen a jel�ol�es: G - general, L - linear.)

3.5. Lemma. Legyen (A, V,�) �es (A′, V ′,�′) a�n t�er a K test f�ol�ott. Me-
gadva egy ϕ : V → V ′ line�aris lek�epez�est, s tetsz}olegesen kijel�olve egy O ∈ A,
illetve O′ ∈ A′ pontot, l�etezik egy �es csak egy olyan f : A→ A′ a�n lek�epez�es,
hogy f(O) = O′,

−⇀
f = ϕ.

Bizony��t�as. Tetsz}oleges P ∈ A eset�en jelentse f(P ) azt az (A1) alapj�an
egy�ertelm}uen l�etez}o pontot, amelyre

−−−−−−⇀
O′f(P )= ϕ

(−−⇀
OP
)
.

Ekkor
−−−−−−⇀
O′f(O)= ϕ

(−−⇀
OO
)
= ϕ(0) =

−−−⇀
O′O′, amib}ol ism�et (A1) miatt f(O) = O′

ad�odik. f teh�at j�ol de�ni�alt lek�epez�es A-b�ol A′-be, amelyre teljes�ul, hogy

∀P ∈ A : ϕ
(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P ) .

Ebb}ol 3.2. alapj�an k�ovetkezik, hogy f a�n lek�epez�es. Ezzel a k��v�ant a�n
lek�epez�es l�etez�es�et igazoltuk.
Az egy�ertelm}us�eg is egyszer}uen l�athat�o: ha egy g : A → A′ a�n lek�epez�esre is
teljes�ul, hogy g(O) = O′ �es −⇀g= ϕ, akkor

∀P ∈ A :
−−−−−−⇀
O′g(P )= ϕ

(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−⇀
O′f(P ),

s ��gy b�armely P ∈ A eset�en g(P ) = f(P ), ami g �es f egyenl}os�eg�et jelenti.

�

3.6. K�ovetkezm�eny. Legyen (A, V,�) a�n t�er, ϕ ∈ GL(V ). Tetsz}olegesen
kiv�alasztva egy O ∈ A pontot, l�etezik egy �es csak egy olyan f : A→ A a�nti�as,
amelynek ϕ a lineariz�altja �es az O pont �xpontja:

−⇀
f = ϕ, f(O) = O.

3.7. K�ovetkezm�eny. Egy (A, V,�) a�n t�er a�nit�asainak A�(A) halmaza
csoport a lek�epez�esek kompoz��ci�oj�ara n�ezve. Az

L : A�(A)→ GL(V ), f 7−→ L(f) :=
−⇀
f

lek�epez�es sz�urjekt��v csoporthomomor�zmus.

Bizony��t�as. Az, hogy A�(A) csoport �es hogy az L lek�epez�es homomor�zmus
A�(A) �es GL(V ) k�oz�ott, ad�odik 3.4/(2)-(4) -b}ol; az L lek�epez�es sz�urjekt��vs�ege
pedig k�ovetkezik 3.6.-b�ol.

�

3.8. �All��t�as. Minden (A, V,�) a�n t�er a�n �ertelemben izomorf a
term�eszetes a�n strukt�ur�aval ell�atott (V, V,−) a�n t�errel: egy O ∈ A pont
r�ogz��t�ese ut�an izomor�zmust ad meg k�oz�ott�uk a

�O : A→ V, P 7−→ �O(P ) =
−−⇀
OP
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bijekci�o. A �O a�n izomor�zmus lineariz�altja az 1V identikus transzform�aci�o.

Bizony��t�as. Tetsz}oleges A,B ∈ A pontok eset�en

1V

(−−⇀
AB
)
=
−−⇀
AB=

−−⇀
AO +

−−⇀
OB=

−−⇀
OB − −−⇀OA=

= �O(B)− �O(A) =
−−−−−−−−−−−−⇀
�O(A)�O(B),

a �O bijekci�o teh�at a�n lek�epez�es, s ��gy izomor�zmus, �es
−−⇀
�O= 1V .

�

3.9. �All��t�as. Legyenek V �es W a term�eszetes a�n strukt�ur�aval ell�atott K
test f�ol�otti vektorterek. Egy f : V → W lek�epez�es akkor �es csak akkor a�n, ha
van olyan ϕ : V →W line�aris lek�epez�es �es b ∈W vektor, hogy

∀v ∈ V : f(v) = ϕ(v) + b;

ekkor
−⇀
f = ϕ.

Bizony��t�as. Ha f : V →W a�n lek�epez�es �es ϕ :=
−⇀
f , akkor

∀u, v ∈ V : ϕ (−⇀uv) =
−−−−−−−⇀
f(u)f(v),

azaz ϕ(v − u) = f(v)− f(u). u := 0 �es b := f(0) v�alaszt�assal k�ovetkezik, hogy

∀v ∈ V : f(v) = ϕ(v) + b.

Megford��tva, ha f most a le��rt m�odon hat, akkor tetsz}oleges u, v ∈ V vektorok
eset�en

−−−−−−−⇀
f(u)f(v)= f(v)− f(u) = ϕ(v) + b− (ϕ(u) + b) = ϕ(v − u) = ϕ (−⇀uv) ,

f teh�at a�n lek�epez�es, �es
−⇀
f = ϕ. �

3.10. De�n��ci�o. Egy a�nit�ast eltol�asnak (transzl�aci�onak) nevez�unk, ha
a lineariz�altja az ir�anyt�er identikus transzform�aci�oja; dilat�aci�onak mondunk,
ha a lineariz�altja nemz�erus skal�arral val�o szorz�ask�ent hat az ir�anyt�eren.

R�ogz��tve az (A, V,�) a�n t�er egy O pontj�at �es egy λ ∈ K∗ := K \ {0}
skal�art, O k�oz�eppont�u, λ ar�any�u homot�eci�anak vagy centr�alis dilat�aci�onak
nevezz�uk azt a

HO,λ : A→ A, P 7−→ P ′
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transzform�aci�ot, amelyn�el

∀P ∈ A :
−−−⇀
OP ′= λ

−−⇀
OP .

Ekvivalens m�odon: HO,λ = �−1O ◦ λ1V ◦ �O .

3.11. Megjegyz�esek. Legyen (A, V,�) a�n t�er.

(1) Ha f transzl�aci�oja A-nak, akkor

∀A,B ∈ A :
−−⇀
AB=

−−−−−−−−⇀
f(A)f(B) .

Ebb}ol a paralelogramma-szab�aly alapj�an k�ovetkezik, hogy

∀A,B ∈ A :
−−−−−⇀
Af(A)=

−−−−−⇀
Bf(B),

illetve, m�ask�ent fogalmazva,

∀P ∈ A :
−−−−−⇀
Pf(P )=: u ∈ V konstans vektor.

Ezt a vektort a transzl�aci�o eltol�asi vektor�anak h��vjuk, s az u eltol�asi vektor-
ral rendelkez}o transzl�aci�ora a Tu jel�ol�est is haszn�aljuk.

(2) 3.9.-b}ol k�ovetkezik, hogy a term�eszetes a�n strukt�ur�aval ell�atott V vektort�er
transzl�aci�oi a v ∈ V 7−→ v + b ∈ V alak�u lek�epez�esek (ahol b ∈ V r�ogz��tett vek-
tor), �es csakis ezek.

(3) A de�n��ci�o �ertelm�eben egy f : A → A transzform�aci�o pontosan akkor

transzl�aci�o, ha L(f) =
−⇀
f = 1V , azaz ha f ∈ Ker(L), ahol - a 3.7.-ben le��rt

A�(A) → GL(V ) homomor�zmus. Mivel egy homomor�zmus magja ismert
m�odon r�eszcsoport, k�ovetkezik, hogy egy a�n t�er �osszes transzl�aci�oi csopor-
tot alkotnak a kompoz��ci�o m}uvelet�evel, s ez a csoport �eppen A�(A) Ker(L)
r�eszcsoportja. A (2)-ben mondottak �gyelembev�etel�evel az is azonnal ad�odik,
hogy egy a�n t�er transzl�aci�oinak csoportja izomorf az a�n t�er ir�anyter�enek
addit��v csoportj�aval.

(4) Ugyancsak a de�n��ci�o alapj�an, egy f : A → A transzform�aci�o dilat�aci�o, ha

L(f) =
−⇀
f = λ1V , λ ∈ K∗(:= K \ {0}). Ekvivalens m�odon: f pontosan akkor

dilat�aci�o, ha

f ∈ L−1(K∗1V ) ⊂ A�(A),
K∗1V := {λ1V ∈ GL(V ) | λ ∈ K∗} .

Mivel K∗1V r�eszcsoport GL(V )-ben, �es r�eszcsoport }osk�epe homomor�zmusn�al
r�eszcsoport, k�ovetkezik, hogy az A a�n t�er dilat�aci�oi r�eszcsoportot alkotnak
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A�(A)-ban - s ��gy a dilat�aci�ok halmaza is csoport a kompoz��ci�ok m}uvelet�evel.

(5) Vil�agos, hogy mind az eltol�asok, mint a homot�eci�ak dilat�aci�ok is egyben. A
HO,λ dilat�aci�onak az O k�oz�eppont �xpontja, hiszen

HO,λ(O) = �−1O ◦ λ1V ◦ �O(O) = �−1O ◦ λ1V (0) = �−1O (0) = O;

ez indokolja HO,λ-ra a centr�alis dilat�aci�o elnevez�est.

(6) Az identikus transzform�aci�o egyszerre eltol�as �es homot�ecia (ut�obbi
tetsz}oleges k�oz�epponttal), s azonnal l�athat�o, hogy csak az identikus transz-
form�aci�o ilyen.

3.12. �All��t�as. Ha egy dilat�aci�o k�ul�onb�ozik az identikus transzform�aci�ot�ol,
akkor eltol�as vagy homot�ecia (de nem mindkett}o).

Bizony��t�as. Legyen f ∈ A�(A), −⇀f = λ1V , λ /∈ {0, 1}. Azt kell megmutat-
nunk, hogy van olyan P pont, amelyre f = HP,λ. F�oltehetj�uk, hogy (A, V,�) =
(V, V,−), ekkor 3.9. �gyelembev�etel�evel

∀v ∈ V : f(v) = λv + b.

f -nek l�etezik egyetlenegy �xpontja, ugyanis az

x = λx+ b ⇔ (1− λ)x = b

egyenlet egy�ertelm}uen megoldhat�o; egyetlen megold�asa p = 1
1−λb. Ennek

seg��ts�eg�evel
f(v) = λv + b = λv + (1− λ)p = p+ λ(v − p)

��rhat�o, s ��gy

f(v)− p = λ(v − p) ⇔
−−−−⇀
pf(v)= λ −⇀pv,

ami azt mutatja, hogy f = Hp,λ.

�

3.13. �All��t�as. Kijel�olve egy a�n t�er egy pontj�at, minden a�n transz-
form�aci�o egy�ertelm}uen el}o�all��that�o egy, a pontot �xen hagy�o a�n transzform�aci�o
�es egy transzl�aci�o kompoz��ci�ojak�ent.

Bizony��t�as. Legyen O egy pontja, f : A→ A pedig egy a�n transzform�aci�oja
az (A, V,�) a�n t�ernek. Tegy�uk fel, hogy f(O) = O′. 3.5.-re tekintettel l�etezik
egy �es csak egy olyan T : A → A transzl�aci�o, illetve h : A → A a�n transz-
form�aci�o, hogy

T (O) = O′; illetve h(O) = O �es −⇀
h=
−⇀
f .

Tekints�uk a T ◦ h kompoz��ci�ot! Erre teljes�ul, hogy

T ◦ h(O) = T (O) = O′ = f(O) �es

−−−−⇀
T ◦ h3.4.(3)

= −⇀
T ◦ −⇀h=−⇀h :=

−⇀
f ,

k�ovetkez�esk�eppen - a 3.5.-beli unicit�as-�all��t�as miatt - T ◦h = f . f teh�at felbont-
hat�o a k��v�ant m�odon, s gondolatmenet�unkb}ol az is vil�agos, hogy ez a felbont�as
egy�ertelm}u.
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Megjegyz�es. Legyen G egy (multiplikat��v) csoport. Eml�ekeztet�unk r�a, hogy
G-nek egy a �es egy b elem�et konjug�altaknak mondjuk, ha van olyan g ∈ G, hogy
b = gag−1. Egyszer}uen ellen}orizhet}o, hogy a konjug�alts�ag ekvivalencia-rel�aci�o
G-ben.

3.14. �All��t�as. Egy transzl�aci�o a�niti�assal k�epzett konjug�altjai transzl�aci�ok.
Nevezetesen: ha az (A, V,�) a�n t�ernek Tu(u ∈ V ) transzl�aci�oja, akkor

∀f ∈ A�(A) : f ◦ Tu ◦ f−1 = T−⇀
f (u).

Bizony��t�as. Kiv�alasztva egy O ∈ A pontot, legyen O′ := Tu(O). Ekkor
tetsz}oleges f : A→ A a�nit�as eset�en

−−−−−−−−−⇀
f(O)f(O′)=

−⇀
f
(−−−⇀
OO′

)
=
−⇀
f (u),

ami azt jelenti, hogy
f(O′) = T−⇀

f (u) (f(O)) .

�Igy tetsz}oleges O ∈ A eset�en

f ◦ Tu(O) = T−⇀
f (u) ◦ f(O),

k�ovetkez�esk�eppen

f ◦ Tu = T−⇀
f (u) ◦ f, f ◦ Tu ◦ f−1 = T−⇀

f (u).

�

3.15. �All��t�as. Egy v�eges dimenzi�os a�n t�er egy a�n transzform�aci�oj�anak
akkor �es csak akkor van egyetlen �xpontja, ha a lineariz�altj�anak a z�erusvektor
az egyetlen �xvektora (azaz ha az 1 nem saj�at�ert�eke a lineariz�altnak).

Bizony��t�as. Legyen (A, V,�) v�eges dimenzi�os a�n t�er, s tekints�unk egy
f : A→ A a�n transzform�aci�ot.
(1) Ha O �es P k�ul�onb�oz}o �xpontjai f -nek (azaz f(O) = O, f(P ) = P ) akkor

0 6=−−⇀OP=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
, teh�at a lineariz�altnak van nemz�erus �xvektora.

Tegy�uk f�ol ezut�an, hogy O �xpontja f -nek, v pedig nemz�erus �xvektora az
−⇀
f

lineariz�altnak. Ekkor egy�ertelm}uen l�etezik olyan P 6= O pont, hogy
−−⇀
OP= v, s

��gy
−−⇀
OP= v =

−⇀
f (v) =

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−−−−−⇀
Of(P ),

k�ovetkez�esk�eppen f(P ) = P , P teh�at tov�abbi �xpontja f -nek. Bel�attuk ily
m�odon, hogy amennyiben f -nek van �xpontja, �ugy tov�abbi �xpont akkor �es
csak akkor l�etezik, ha a lineariz�altj�anak van nemz�erus �xvektora. Ez ekvivalens
azzal, hogy �xpont l�etez�ese eset�en a �xpont akkor �es csak akkor egy�ertelm}u, ha
a lineariz�altj�anak a z�erusvektora az egyed�uli �xvektora.
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(2) Tegy�uk fel ezut�an, hogy az
−⇀
f lineariz�altnak nincs 0-t�ol k�ul�onb�oz}o �xvektora.

Megmutatjuk: ebben az esetben f -nek l�etezik egyetlenegy �xpontja.
V�alasszunk egy O ∈ A pontot, s legyen O′ = f(O). Amennyiben P �xpontja
f -nek,

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−−−⇀
O′P=

−−−⇀
O′O +

−−⇀
OP

miatt az (−⇀
f −1V

)(−−⇀
OP
)
=
−−−⇀
O′O

rel�aci�onak kell teljes�ulnie. A �xpontok meghat�aroz�as�ahoz k�ezenfekv}o ez�ert az(−⇀
f −1V

)
(x) =

−−−⇀
O′O

egyenlet vizsg�alata. Feltev�es�unk �ertelm�eben Ker
(−⇀
f −1V

)
= {0}, ��gy

−⇀
f

−1V injekt��v, s mivel V v�eges dimenzi�os, egyben bijekt��v is. Egyenlet�unk
ez�ert egy�ertelm}uen megoldhat�o: l�etezik egy �es csak egy olyan P pont, hogy(−⇀
f −1V

)(−−⇀
OP
)
=
−−−⇀
O′O. Ekkor

−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
=
−−⇀
OP +

−−−⇀
O′O=

−−−⇀
O′P=

−−−−−⇀
f(O)P ,

k�ovetkez�esk�eppen f(P ) = P , P teh�at �xpont.
Tegy�uk fel v�eg�ul, hogy Q is �xpont. Ekkor

−−⇀
OQ=

−−−−−−−−⇀
f(O)f(Q)=

−⇀
f
(−−⇀
OQ
)
,

−−⇀
OQ teh�at �xvektora

−⇀
f -nek. Ebb}ol felt�etel�unk szerint

−−⇀
OQ= 0 k�ovetkezik, amib}ol

O = Q ad�odik. Bel�attuk ily m�odon, hogy f �xpontja egy�ertelm}u.

�

3.16. �All��t�as. Legyen (A, V,�) a�n t�er, f pedig a�nit�asa A-nak. Tegy�uk
fel, hogy az ir�anyt�er el}o�all��that�o

V = Ker
(−⇀
f −1V

)
⊕ Im

(−⇀
f −1V

)
direkt �osszegk�ent. Ekkor l�etezik egy �es csak egy olyan v ∈ V vektor �es h : A→ A
a�nit�as, hogy teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:

(1)
(−⇀
f −1V

)
(v) = v, azaz v �xvektora f lineariz�altj�anak;

(2) h-nak van �xpontja;

(3) f = Tv ◦ h = h ◦ Tv.

f -nek akkor �es csak akkor van �xpontja, ha v = 0; ebben az esetben f �xpontjai
a�n alteret alkotnak, amelynek ir�anytere a lineariz�alt �xvektorai �altal alkotott
saj�atalt�er.

Bizony��t�as. Tetsz}olegesen r�ogz��tve egy O ∈ A pontot, az
−−−−−⇀
Of(O) vektor a

felt�etel �ertelm�eben el}o�all��that�o
−−−−−⇀
Of(O)= v+

−⇀
f (w)− w
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alakban, ahol v ∈ Ker
(−⇀
f −1V

)
, s ��gy

−⇀
f (v) = v;

−⇀
f (w)−w =

(−⇀
f −1V

)
(w) ∈

Im
(−⇀
f −1V

)
.

Tekints�uk ezut�an azt az A pontot, amelyre
−−⇀
AO= w teljes�ul. Ekkor

−−−−−⇀
Af(A)=

−−⇀
AO +

−−−−−⇀
Of(A)=

−−⇀
AO +

−−−−−⇀
Of(O) +

−−−−−−−−⇀
f(O)f(A)=

= w + v+
−⇀
f (w)− w+ −⇀f

(−−⇀
OA
)
= v+

−⇀
f (w)− −⇀f (w) = v,

k�ovetkez�esk�eppen Tv(A) = f(A). Ha m�armost

h := T−v ◦ f,

akkor h(A) = T−v (f(A)) = T−v ◦Tv(A) = T0(A) = A, A teh�at �xpontja h-nak.
3.14. �gyelembev�etel�evel

h ◦ Tv ◦ h−1 = T−⇀
h (v) = T−⇀

f (v) = Tv;

innen h ◦ Tv = Tv ◦ h. Ezzel bel�attuk az (1)-(3) felt�eteleknek eleget tev}o v ∈ V
vektor �es h ∈ A�(A) a�nit�as l�etez�es�et.
Az unicit�as igazol�asa c�elj�ab�ol tegy�uk fel, hogy egy v, h �es egy ṽ, h̃ p�ar egyar�ant
megfelel a k��v�analmaknak:

f = Tv ◦ h = Tṽ ◦ h̃; v �es ṽ �xvektora
−⇀
f -nak;

h-nak �es h̃-nak van A, illetve Ã �xpontja.

Ekkor −−−−−⇀
Af(A)=

−−−−−−−−−⇀
ATv (h(A))=

−−−−−−⇀
ATv(A)= v,

hasonl�ok�eppen
−−−−−−⇀
Ãf
(
Ã
)
= ṽ, ��gy

−−⇀
AÃ=

−−−−−⇀
Af(A) +

−−−−−⇀
f(A)Ã=

−−−−−⇀
Af(A) +

−−−−−−−−−⇀
f(A)f

(
Ã
)
+
−−−−−−−⇀
f
(
Ã
)
Ã=

= v+
−⇀
f

(−−⇀
AÃ

)
− ṽ,

ahonnan −−⇀
AÃ − −⇀f

(−−⇀
AÃ

)
= v − ṽ.

Itt a bal oldali vektor az Im
(−⇀
f −1V

)
, a jobb oldali a Ker

(−⇀
f −1V

)
alt�erbe

tartozik, ��gy mindkett}o benne van ezek metszet�eben, ami a felt�etel szerint a
z�erus-alt�er. Ebb}ol v = ṽ �es h = h̃ k�ovetkezik, amivel az egy�ertelm}us�eget igazol-
tuk.
Megvizsg�aljuk v�eg�ul a v = 0 esetet. Ekkor f = h, s ��gy h-nak van �xpontja.
Megford��tva, tegy�uk f�ol, hogy f -nek van �xpontja. Ezt v�alasztva az O orig�onak,
a bizony��t�as indul�o l�ep�ese alapj�an v = 0 k�ovetkezik. Ha Q tetsz}oleges tov�abbi
�xpont, akkor

−⇀
f
(−−⇀
OQ
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(Q)=

−−⇀
OQ,
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−−⇀
OQ teh�at �xvektora az

−⇀
f lineariz�altnak, s az �osszes �xpontok a

�−1O

({−−⇀
OQ∈ V |−⇀f

(−−⇀
OQ
)
=
−−⇀
OQ
})

a�n alteret alkotj�ak, amelynek ir�anytere val�oban az
−⇀
f lineariz�alt 1

saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�atvektorai - azaz a �xvektorai - �altal alkotott saj�atalt�er.

�

3. 17. �All��t�as. A�n lek�epez�esn�el a�n alt�er k�epe �es }osk�epe egyar�ant a�n
alt�er.

Bizony��t�as. Tekints�uk az (A, V,�) �es (A′, V ′,�′) a�n teret, s legyen f : A→
A′ a�n lek�epez�es.

(1) Tegy�uk fel, hogy L a�n altere A-nak. Ha L = ∅, akkor f(L) = ∅ szint�en
a�n alt�er. Az L 6= ∅ esetben L = �−1A (U) ��rhat�o, ahol U altere V -nek. 3.3 (2)

alapj�an f el}o�all��that�o az f =
(
�f(A)

)−1 ◦ −⇀f ◦�A alakban, s ��gy

f(L) =
(
�f(A)

)−1 (−⇀
f (U)

)
,

ami azt jelenti, hogy f(L) az f(A) ponton �atmen}o,
−⇀
f (U) ir�anyter}u a�n alt�er

V ′-ben.

(2) �Ures a�n alt�er }osk�epe is �ures a�n alt�er; legyen L′ = (�′A′)
−1 (U ′) nem�ures

a�n altere A′-nek. V�alasszunk olyan A ∈ A pontot, amelyre f(A) = A′ teljes�ul.
(Ha ilyen pont nem l�etezik, akkor f−1(L′) = ∅ �es az �all��t�as igaz.) f -et most is

az f =
(
�f(A)

)−1 ◦ −⇀f ◦�A alakban �all��tva el}o, kapjuk, hogy

f−1(L′) =
(
�−1A′ ◦

−⇀
f ◦�A

)−1
(L′) =

=
(−⇀
f ◦�A

)−1 (
�A′

(
�−1A′(U ′)

))
= �−1A

(−⇀
f
−1

(U ′)
)
;

f−1(L′) teh�at az A ponton �atmen}o,
−⇀
f
−1

(U ′) ir�anyter}u a�n altere A-nak.

�

3.18. K�ovetkezm�eny. A�n lek�epez�esn�el b�armely h�arom kolline�aris pont
k�epe kolline�aris.

3.19. �All��t�as. Dilat�aci�o b�armely a�n alteret vele p�arhuzamos a�n alt�erbe
visz �at.

Bizony��t�as. Legyen L = �−1A (U) a�n altere (A, V,�)-nek. (F�oltett�uk, hogy
L 6= ∅.) Ha f ∈ A�(A) dilat�aci�o, melynek lineariz�altja

−⇀
f = λ1V (λ ∈ K∗),

akkor a 3.17. bizony��t�as�aban l�atottak szerint f(L) =
(
�f(A)

)−1
(λ1V (U)) =(

�f(A)
)−1

(U); f(L) teh�at szint�en U ir�anyter}u a�n alt�er.

�
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3.20. K�ovetkezm�eny (k�eppont
"
szerkeszt�ese" dilat�aci�on�al). Tegy�uk f�ol,

hogy f ∈ A�(A) dilat�aci�o, s legyen A ∈ A olyan pont, hogy A′ := f(A) 6= A.

Jel�olje l az
←−→
AA′ egyenest, s tekints�unk egy l-re nem illeszked}o B pontot. Legyen

m { az A′-re illeszked}o,
←−→
AB-vel p�arhuzamos egyenes;

n

{
{ a B-re illeszked}o; l-lel p�arhuzamos egyenes, ha f transzl�aci�o;

{ az
←−→
OB egyenes, ha f O k�oz�eppont�u homot�ecia.

Ekkor az f(B) pont az m �es az n egyenes metsz�espontja.

Megjegyz�es. Hallgat�olagosan f�oltett�uk, hogy O 6= B. O = B eset�en azonban
f(B) = B �es nincs teend}o.

3.21. Lemma. Az a�n lek�epez�esek felcser�elhet}ok az a�n kombin�aci�ok
k�epz�es�evel: ha f : A → A′ a�n lek�epez�es �es a P pont a�n kombin�aci�oja az
A1, A2, . . . , Ak pontoknak, akkor az f(P ) pont ugyanilyen egy�utthat�os a�n
kombin�aci�oja az f(A1), f(A2), . . . , f(Ak) pontoknak.

Bizony��t�as. Tetsz}olegesen r�ogz��tve egy O ∈ A orig�ot, a P pont helyzetvektora

−−⇀
OP=

k∑
i=1

λi
−−−⇀
OAi; λ1 + · · ·+ λk = 1

alakban �all��that�o el}o. Ekkor

−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
=

k∑
i=1

λi
−⇀
f
(−−−⇀
OAi

)
=

k∑
i=1

λi
−−−−−−−−−⇀
f(O)f(Ai),

ami igazolja a tett �eszrev�etelt.

�

3.22. K�ovetkezm�eny. Legyen S az A a�n t�er (Ai, µi)
k
i=0 s�ulyozott

pontrendszer�enek a s�ulypontja. Ha f : A → A′ a�n lek�epez�es, akkor az
(f(Ai), µi)

k
i=0 s�ulyozott pontrendszer s�ulypontja az f(S) pont.

Bizony��t�as. Ez k�ozvetlen�ul ad�odik a lemm�ab�ol, mivel egy s�ulyozott pon-
trendszer s�ulypontja a pontok a�n kombin�aci�oja.
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�

3.23. K�ovetkezm�eny. Az a�n lek�epez�esek oszt�oviszonytart�ok abban az
�ertelemben, hogy ha A 6= B 6= P kolline�aris pontjai az A a�n t�ernek �es f : A→
A′ a�n lek�epez�es, amelyn�el f(A) 6= f(B) 6= f(P ), akkor (f(A)f(B)f(P )) =
(ABP ).

Bizony��t�as. Ha (ABP ) = β
α , akkor P -nek az A-b�ol �es B-b}ol val�o a�n kom-

bin�al�asakor fell�ep}o egy�utthat�ok α �es β; ��gy a Lemma �ertelm�eben az f(P ) pont
f(A)-b�ol �es f(B)-b}ol val�o kombin�al�asakor is az α �es β egy�utthat�ok l�epnek fel,
teh�at (f(A)f(B)f(P )) = β

α .

�

3.24. T�etel. Legyen (A, V,�) �es (A′, V ′,�′) a�n t�er. Ha egy f : A → A′

lek�epez�esre teljes�ul, hogy b�armely ((A, λ), (B, 1 − λ)) s�ulyozott pontrendszer
s�ulypontj�at az ((f(A), λ), (f(B), 1 − λ)) s�ulyozott pontrendszer s�ulypontj�aba
viszi �at, akkor f a�n lek�epez�es.

Bizony��t�as. Jel�olje az f lek�epez�esn�el tetsz}oleges P ∈ A pont k�eppontj�at
P ′. Ha egy ((A, λ), (B, 1 − λ)) s�ulyozott pontp�ar s�ulypontja S, akkor az
((A′, λ), (B′, 1− λ)) rendszer s�ulypontja a felt�etel �ertelm�eben S'. Tetsz}olegesen
r�ogz��tve egy O ∈ A orig�ot, ezek helyzetvektora

−−⇀
OS= λ

−−⇀
OA +(1− λ) −−⇀OB, illetve

−−−⇀
O′S′= λ

−−−⇀
O′A′ +(1− λ)

−−−⇀
O′B′

ad�odik. �Ertelmezz�unk egy ϕ : V → V ′ lek�epez�est a

ϕ
(−−⇀
OP
)
:=
−−−⇀
O′P ′

el}o��r�assal. Ha siker�ul bel�atnunk, hogy a ϕ lek�epez�es line�aris, akkor k�eszen
vagyunk, hiszen ebben az esetben

∀P ∈ A :
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )= ϕ

(−−⇀
OP
)
, ϕ ∈ L (V, V ′),

ami 3.2. alapj�an azt jelenti, hogy f a�n lek�epez�es.

(1) ϕ(0) = ϕ
(−−⇀
OO
)
= 0, ϕ teh�at a z�erusvektort a z�erusvektorba viszi �at.

(2) ϕ
(
λ
−−⇀
OA +(1− λ) −−⇀OB

)
= ϕ

(−−⇀
OS
)
:=
−−−⇀
O′S′=

= λ
−−−⇀
O′A′ +(1− λ)

−−−⇀
O′B′=: λϕ

(−−⇀
OA
)
+ (1− λ)ϕ

(−−⇀
OB

)
;

innen B := O v�alaszt�assal �es az u :=
−−⇀
OA jel�ol�es bevezet�es�evel azt kapjuk,

hogy
∀λ ∈ K,∀u ∈ V : ϕ(λu) = λϕ(u).

Ezzel igazoltuk ϕ homogenit�as�at.

(3) Az additivit�as bizony��t�asa c�elj�ab�ol tekints�unk tetsz}oleges u =
−−⇀
OP , v =

−−⇀
OQ

vektorokat. Ha S a (P,Q) pontp�ar s�ulypontja, akkor

−−⇀
OS=

1
2

(−−⇀
OP +

−−⇀
OQ
)
=

1
2
(u+ v),
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�es a felt�etel �ertelm�eben a (P ′, Q′) pontp�ar s�ulypontja S′, k�ovetkez�esk�eppen

−−−⇀
O′S′=

1
2

(−−−⇀
O′P ′ +

−−−⇀
O′Q′

)
.

Ezek alapj�an

ϕ(u+ v) = ϕ

(
2 · 1

2
(u+ v)

)
(2)
= 2 · ϕ

(
1
2
(u+ v)

)
= 2 · ϕ

(−−⇀
OS
)
=

= 2·
−−−⇀
O′S′=

−−−⇀
O′P ′ +

−−−⇀
O′Q′=: ϕ

(−−⇀
OP
)
+ ϕ

(−−⇀
OQ
)
= ϕ(u) + ϕ(v),

ϕ teh�at val�oban addit��v.

ϕ ily m�odon line�aris, s a t�etel igazol�ast nyert.

�

3.25. K�ovetkezm�eny. Az oszt�oviszonytart�o lek�epez�esek a�n lek�epez�esek.

Bizony��t�as. Legyen A �es A′ a�n t�er, s tekints�unk egy f : A→ A′, P 7−→ P ′

oszt�oviszonytart�o lek�epez�est. Ekkor tetsz}oleges A 6= B 6= P kolline�aris pontok
eset�en (ABP ) = (A′B′P ′). Mivel

(ABP ) =
1− λ
λ

⇐⇒ P s�ulypontja ((A, λ), (B, 1− λ))-nak,

(A′B′P ′) =
1− λ
λ

⇐⇒ P ′ s�ulypontja ((A′, λ), (B′, 1− λ))-nak,

vil�agos, hogy az oszt�oviszonytart�as felt�etele ekvivalens a t�etelbeli felt�etellel.

�

3.26. �All��t�as (az a�n lek�epez�esek alapt�etele). Legyen (A, V,�) �es
(A′, V ′,�′) egy-egy a�n t�er, s tegy�uk f�ol, hogy A n-dimenzi�os. Megadva A-nak
egy (Ai)

n
i=0 a�n b�azis�at, s kijel�olve A′-nek egy tetsz}oleges (A′i)

n
i=0 pontsoro-

zat�at, l�etezik egy �es csak egy olyan f : A→ A′ a�n lek�epez�es, hogy f(Ai) = A′i
(0 ≤ i ≤ n).

Bizony��t�as.

Egy�ertelm}us�eg. Tegy�uk f�ol, hogy f : A → A′ a k��v�ant tulajdons�ag�u a�n
lek�epez�es. Tekintve egy tetsz}oleges P ∈ A pontot, ez egy�ertelm}uen el}o�all��that�o
az (Ai)

n
i=0 a�n b�azis a�n kombin�aci�ojak�ent. Mivel az a�n lek�epez�esek meg}orzik

az a�n kombin�aci�okat (3.12.), az f(P ) k�eppont csakis az A′i = f(Ai) (0 6= i 6= n)
pontok ugyanolyan egy�utthat�okkal k�epzett a�n kombin�aci�oja lehet.

L�etez�es. Az
(−−−−⇀
A0Ai

)n

i=1
vektorsorozat b�azisa a V vektort�ernek, ez�ert a line�aris

lek�epez�esek alapt�etele �ertelm�eben l�etezik egy �es csak egy olyan ϕ : V → V ′

line�aris lek�epez�es, hogy

ϕ
(−−−−⇀
A0Ai

)
=
−−−−−⇀
A′0, A

′
i; 1 6= i 6= n.

Ekkor minden i ∈ {0, . . . , n} indexre
−−−−−−−−−−⇀
f(A0)f(Ai)= ϕ

(−−−−⇀
A0Ai

)
=
−−−−⇀
A′0A

′
i=
−−−−−−−⇀
f(A0)A

′
i,
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k�ovetkez�esk�eppen ((A1) alapj�an) f(Ai) = A′i (0 6= i 6= n); f teh�at a k��v�ant
tulajdons�ag�u a�n lek�epez�es.

�

3.27. K�ovetkezm�eny.

(1) Megadva egy v�eges dimenzi�os a�n t�erben k�et (nem f�olt�etlen�ul k�ul�onb�oz}o)
a�n b�azist, l�etezik egy �es csak egy olyan a�nit�as, amely az els}o b�azis
tagjait a m�asodik b�azis megfelel}o tagjaiba viszi �at.

(2) Ha egy n-dimenzi�os a�n t�er egy a�n transzform�aci�oja n + 1 f�uggetlen
pontot �xen hagy, akkor a transzform�aci�o identit�as. Speci�alisan egy a�n
s��k h�arom nemkolline�aris pontj�at �xen hagy�o a�n transzform�aci�o az iden-
tikus transzform�aci�o, s ha egy a�n transzform�aci�o egy egyenes k�et pontj�at
�xen hagyja, akkor minden pontj�at �xen hagyja.

3.28. De�n��ci�o. Egy a�n terek k�oz�otti bijekt��v lek�epez�est kolline�aci�onak
nevez�unk, ha a lek�epez�esn�el b�armely h�arom kolline�aris pont k�epe h�arom kol-
line�aris pont.

3.29. P�eld�ak.

(1)Minden a�n izomor�zmus kolline�aci�o. Val�oban, tegy�uk f�ol, hogy f : A→ A′

a�n izomor�zmus. Ekkor f de�n��ci�o szerint bijekt��v. Tekints�unk egy
←−→
AB⊂ A

egyenest. Ha P ∈ A, akkor P megkaphat�o A �es B a�n kombin�aci�ojak�ent, s
ez�ert { 3.12.-re tekintettel { f(P ) a�n kombin�aci�oja f(A)-nak �es f(B)-nek

Ebb}ol k�ovetkezik, hogy f(P ) ∈
←−−−−−−−→
f(A)f(B), hiszen

←−−−−−−−→
f(A)f(B) a�n altere A′-nek,

s egy a�n alt�er tartalmazza b�armely k�et pontj�anak minden a�n kombin�aci�oj�at
(2.4.).

(2) Egydimenzi�os a�n terek k�oz�otti minden bijekt��v lek�epez�es kolline�aci�o.

3.30. �All��t�as (a kolline�aci�ok elemi tulajdons�agai).

(1) Ha egy pont a�n kombin�aci�oja bizonyos pontoknak, akkor egy kol-
line�aci�on�al ad�od�o k�epe a pontok k�epeinek a�n kombin�aci�oja (esetleg m�as
egy�utthat�okkal).

(2) Az a�n f�uggetlens�eg kolline�aci�o sor�an meg}orz}odik.

(3) V�eges dimenzi�os a�n alt�er k�epe kolline�aci�on�al ugyanolyan dimenzi�os a�n
alt�er.

(4) P�arhuzamos a�n alterek k�epei kolline�aci�on�al p�arhuzamos a�n alterek.

(5) Kolline�aci�o inverze kolline�aci�o; egy a�n t�er �onamg�ara val�o �osszes kol-
line�aci�oi csoportot alkotnak a kompoz��ci�o m}uvelet�evel.
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Megjegyz�es. Ha A a�n t�er, az �osszes A → A kolline�aci�ok alkotta cso-
portra a Coll(A) jel�ol�est haszn�aljuk, s azt mondjuk, hogy Coll(A) A kol-
line�aci�ocsoport ja. 3.29 (1) �ertelm�eben A�(A) ⊂ Coll(A).

3.31. De�n��ci�o. Egy test automor�zmus�an a test olyan bijekt��v tran-
szform�aci�oj�at �ertj�uk, amely mind az �osszead�asra, mind a szorz�asra n�ezve
m}uvelettart�o.

3.32. Megjegyz�esek.
(1) A de�n��ci�o �ertelm�eben egy σ : K → K bijekt��v transzform�aci�o akkor auto-
mor�zmusa a K testnek, ha σ(α + β) = σ(α) + σ(β) �es σ(αβ) = σ(α)σ(β),
minden α, β ∈ K eset�en. Egyszer}uen ad�odik, hogy ekkor σ(0) = 0, σ(1) = 1.

(2) Megmutathat�o, hogy a Q racion�alis sz�amtestnek �es az R val�os sz�amtestnek
egyetlen automor�zmusa van, az identikus transzform�aci�o. A C komplex
sz�amtest b}ovelkedik nemidentikus automor�zmusokban, ezek k�oz�ul azonban
csak a z ∈ C 7−→−−z∈ C konjug�al�as folytonos.

3.33. De�n��ci�o. Legyen V �es V ′ ugyanazon K test f�ol�otti vektort�er.

(1) Egy ϕ : V → V ′ lek�epez�est szemiline�arisnak mondunk, ha l�etezik olyan
σ : K → K testautomor�zmus, hogy

∀u, v ∈ V ;∀λµ ∈ K : ϕ(λu+ µv) = σ(λ)ϕ(u) + σ(µ)ϕ(v).

(2) Tekints�unk egy (A, V,�) �es egy (A′, V ′,�′) a�n teret. Egy f : A → A′

lek�epez�est szemia�nnak nevez�unk, ha van olyan ϕ : V → V ′ szemi-
line�aris lek�epez�es, hogy

∀A,B ∈ A : ϕ
(−−⇀
AB
)
=
−−−−−−−−⇀
f(A)f(B) .

Megjegyz�es. A 3.3.-ban mondottak mint�aj�ara ad�odik, hogy egy f : A→ A′

lek�epez�es pontosan akkor szemia�n, ha valamely { s ��gy b�armely { O ∈ A pont
eset�en f , mint az AO �es A′

f(O) lineariz�altak k�oz�otti lek�epez�es, szemiline�aris.

3.34. Lemma. Szemia�n lek�epez�esn�el kolline�aris pontok k�epei kol-
line�arisak.

Bizony��t�as. Alkalmazva 3.33 (2) jel�ol�eseit, tekints�uk az A a�n t�er egy
←−→
AB=

�−1A (U) egyenes�et, ahol U jel�oli az egyenes egydimenzi�os ir�anyter�et. Tetsz}oleges

P ∈
←−→
AB pont eset�en

−−−−−−−−⇀
f(A)f(B)= ϕ

(−−⇀
AB
)
∈ ϕ(U), ami ekvivalens azzal, hogy

b�armely P ∈
←−→
AB pont k�eppontj�ara f(P ) ∈ �−1A (ϕ(U)), s mivel itt ϕ(U) legfeljebb

egydimenzi�os altere V ′-nek, k�ovetkezik, hogy f
(←−→
AB
)
legfeljebb egydimenzi�os

a�n alt�er A′-ben. Ez a lemma helyess�eg�et jelenti.

�
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3.35. T�etel (az a�n geometria alapt�etele). Ugyanazon test f�ol�otti meg-
egyez}o, v�eges, de 1-n�el nagyobb dimenzi�oj�u a�n terek k�oz�ott b�armely kolline�aci�o
szemia�n lek�epez�es.

Megjegyz�es. Az alapt�etel legl�enyegesebb mondanival�oja az, hogy egy a�n
t�er egy transzform�aci�oj�anak a�nit�as volta eld}ol egy, az a�n t�er strukt�ur�aj�at
meghat�aroz�o vektort�er-strukt�ur�an�al (l�atsz�olag) sokkal elemibb strukt�ura, a po-
notk �es az egyenesek illeszked�esi strukt�ur�aja ismeret�eben.

3.36. K�ovetkezm�eny. n > 1 dimenzi�os val�os a�n terek k�oz�otti minden
kolline�aci�o a�n lek�epez�es; speci�alisan Coll(A) = A�(A), ha A n > 1 dimenzi�os
val�os a�n t�er.

Bizony��t�as. Mivel R-nek az identikus transzform�aci�o az egyetlen testauto-
mor�zmusa, val�os a�n terek k�oz�otti minden szemia�n lek�epez�es a�n. �Igy a
K�ovetkezm�eny ad�odik az a�n geometria alapt�etel�eb}ol �es 3.29 (1)-b}ol.

�

4. Az a�n geometria n�eh�any klasszikus t�etele

4.1. T�etel (a p�arhuzamos szel}ok t�etele). Legyenek H1,H2,H3 egy v�eges (de
legal�abb k�et-) dimenzi�os a�n t�er k�ul�onb�oz}o, p�arhuzamos hipers��kjai. Tegy�uk
f�ol, hogy a �es b az a�n t�er olyan egyenesei, amelyek egyike sem gyeng�en
p�arhuzamos az adott hipers��kokkal, s legyenek A1, A2, A3, illetve B1, B2, B3 a,
illetve b metsz�espontjai rendre H1-gyel, H2-vel �es H3-mal. Ekkor

(A1A2A3) = (B1B2B3).

Bizony��t�as. R�ogz��ts�unk egy O orig�ot, s legyen (A1A2A3) = λ. Ekkor 2.8.
�ertelm�eben

−−−⇀
OA3=

1
1 + λ

−−−⇀
OA1 +

λ

1 + λ

−−−⇀
OA2 .
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Tekints�uk azt a B pontot, amelynek helyzetvektora

−−⇀
OB=

1
1 + λ

−−−⇀
OB1 +

λ

1 + λ

−−−⇀
OB2 .

Mivel B a�n kombin�aci�oja B1-nek �es B2-nek, B ∈
←−−→
B1B2= b (p�eld�aul 2.2. miatt).

Bevezetve a v1 :=
−−−−⇀
A1B1, v2 :=

−−−−⇀
A2B2 vektorokat,

−−−⇀
OB1=

−−−⇀
OA1 +v1,

−−−⇀
OB2=

−−−⇀
OA2 +v2

��rhat�o, s ��gy

−−⇀
OB=

1
1 + λ

−−−⇀
OA1 +

λ

1 + λ

−−−⇀
OA2 +

1
1 + λ

v1 +
λ

1 + λ
v2 =

=
−−−⇀
OA3 +

1
1 + λ

v1 +
λ

1 + λ
v2

��rhat�o, ahol 1
1+λv1 + λ

1+λv2 benne van a hipers��kok k�oz�os ir�anyter�eben. �Igy
1.12.-re tekintettel B ∈ H3, k�ovetkez�esk�eppen B ∈ b∩H3 = {B3}, s enn�elfogva
B = B3. Ekkor azonban

−−−⇀
OB3= 1

1+λ

−−−⇀
OB1 + λ

1+λ

−−−⇀
OB2, ami azt jelenti, hogy

(B1B2B3) = λ { s ezt akartuk bel�atni.

�

4.2. De�n��ci�o. Egy a�n s��k (azaz egy k�etdimenzi�os a�n t�er) egyeneseinek
egy halmaz�at sug�arsornak nevezz�uk, ha

(1) a s��k egy pontj�ara illeszked}o �osszes egyenesek alkotj�ak (metsz}o sug�arsor)
vagy

(2) a s��k egy egyenes�evel p�arhuzamos �osszes egyenes tartozik hozz�a
(p�arhuzamos sug�arsor).

Az els}o esetben a sug�arsor egyeneseinek k�oz�os pontj�at a sug�arsor tart�oj�anak
vagy alappontj�anak h��vjuk.

4.3. Lemma. Legyen (A,B,C) a�n b�azisa egy a�n s��knak, s legyenek
egy P pont (A,B,C)-re vonatkoz�o baricentrikus koordin�at�ai α, β, γ. A P pont

akkor �es csak akkor illeszkedik a C-n �atmen}o,
←−→
AB-vel p�arhuzamos egyenesre, ha

α+ β = 0.
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Bizony��t�as. R�ogz��ts�unk egy O orig�ot, s jel�olje l a C-n �atmen}o,
←−→
AB-vel

p�arhuzamos egyenest. Ekkor l = �−1C

(
L
(−−⇀
AB
))

.

(1) Ha P ∈ l, akkor −−⇀CP= λ
−−⇀
AB (λ ∈ K), s ��gy

−−⇀
OP=

−−⇀
OC +

−−⇀
CP= λ

−−⇀
AB +

−−⇀
OC=

= λ
(−−⇀
OB − −−⇀OA

)
+
−−⇀
OC= −λ −−⇀OA +λ

−−⇀
OB +

−−⇀
OC,

amib}ol [α : β : γ] = [−λ, λ, 1] �es α+ β = 0 k�ovetkezik.

(2) Amennyiben α+ β = 0, �ugy

−−⇀
OP=

α
−−⇀
OA +β

−−⇀
OB +γ

−−⇀
OC

α+ β + γ
=
α
(−−⇀
OA − −−⇀OB

)
+ γ
−−⇀
OC

γ
=
−−⇀
OC −α

γ

−−⇀
AB,

s innen 1.12 (2) �gyelembev�etel�evel P ∈ l k�ovetkezik.

�

4.4. T�etel (Ceva t�etele). Legyen A,B �es C egy a�n s��k h�arom nemkol-

line�aris pontja, legyenek tov�abb�a A1, B1 �es C1 rendre a
←−→
BC,

←→
CA �es

←−→
AB egyene-

sekre illeszked}o, A-t�ol, B-t}ol �es C-t}ol k�ul�onb�oz}o pontok. Ekkor annak sz�uks�eges
�es elegend}o felt�etele, hogy az

←−→
AA1,

←−−→
BB1 �es

←−→
CC1 egyenesek egy sug�arsorhoz

tartozzanak,
(ABC1)(BCA1)(CAB1) = 1

teljes�ul�ese.

Bizony��t�as. Nemkolline�aris pontokr�ol l�ev�en sz�o, (A,B,C) a�n b�azisa az ala-
pulvett a�n s��knak; meggondol�asaink sor�an erre vonatkoz�o baricentrikus koor-
din�at�akat fogjuk alkalmazni.

Sz�uks�egess�eg. Tegy�uk f�ol el}osz�or, hogy az
−−−⇀
AA1,

−−−⇀
BB1,

−−−⇀
CC1 egyenesek egy P

tart�oj�u metsz}o sug�arsorhoz tartoznak, s legyenek P (A,B,C)-re vonatkoz�o ba-
ricentrikus koordin�at�ai α, β, γ.

Ez azt jelenti, hogy P s�ulypontja az (A,α), (B, β), (C, γ) s�ulyozott pon-
trendszernek. A s�ulyok csoportos��that�os�agi tulajdons�aga alapj�an P megka-
phat�o az ((A,α), (B, β)) rendszer (α + β)-val s�ulyozott s�ulypontja �es (C, γ)
s�ulypontjak�ent is (4.3.-ra tekintettel α + β 6= 0, hiszen most P nem lehet ra-

jta a C-n �atmen}o,
←−→
AB-vel p�arhuzamos egyenesen). Mivel P rajta van a

←−→
CC1
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egyenesen, az ((A,α), (B, β)) s�ulyozott pontp�ar s�ulypontja csakis
←−→
CC1 �es

←−→
AB

C1 metsz�espontja lehet. �Igy

−−−⇀
OC1=

α

α+ β

−−⇀
OA +

β

α+ β

−−⇀
OB,

amib}ol 2.18. �gyelembev�etel�evel (ABC) = β
α k�ovetkezik. Ugyanilyen meggon-

dol�assal kapjuk, hogy (BCA1) =
γ
β , (CAB1) = α

γ ; ��gy

(ABC1)(BCA1)(CAB1) =
β

α
· γ
β
· α
γ
= 1.

Vizsg�aljuk meg ezut�an azt az esetet, amikor az
←−→
AA1,

←−−→
BB1,

←−→
CC1 egyenesek

p�arhuzamosak.

Alkalmaza a p�arhuzamos szel}ok t�etel�et ezekre az egyenesekre mint hi-
pers��kokra, s az ezeket metsz}o

←−→
AB �es

←−→
BC valamint

←→
AC �es

←−→
CB egyenesekre,

azt kapjuk, hogy

(ABC1) = (A1BC), (CAB1) = (CA1B).

Az A1, B, C pontokra 2.9 (5) azt adja, hogy

(A1BC)(BCA1)(CAB1) = 1;
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��gy az el}obbi rel�aci�ok �gyelembev�etel�evel a k��v�ant

(ABC1)(BCA1)(CAB1) = 1

egyenl}os�eghez jutunk.

Elegend}os�eg. Tegy�uk f�ol, hogy (ABC1)(BCA1)(CAB1) = 1. Ha az
←−→
AA1,

←−−→
BB1,←−→

CC1 egyenesek nem p�arhuzamosak, akkor k�oz�ott�uk van k�et metsz}o; legyen
mondjuk {P} =

←−→
AA1 ∩

←−−→
BB1. �All��tjuk el}osz�or is, hogy

←−→
CP nem p�arhuzamos←−→

AB-vel. Val�oban, legyenek P (A,B,C)-re vonatkoz�o baricentrikus koordin�at�ai

α, β, γ. Tegy�uk fel, �all��t�asunkkal ellent�etben, hogy
←−→
CP ‖

←−→
AB. Ekkor 4.3.

�ertelm�eben α + β = 0. M�asr�eszt, az el}obb l�atott m�odon, (BCA1) = γ
β ,

(CAB1) = α
γ , ��gy

(BCA1)(CAB1) =
γ

β
· α
γ
=
α

β
=
−β
β

= −1;

ezt a felt�etelbe be��rva (ABC1) = −1 k�ovetkezik, ami ellentmond�as. L�etezik ily

m�odon az
←−→
AB �es a

←−→
CP egyenes C2 metsz�espontja.

Ekkor, a m�ar bizony��tottak szerint, (ABC2)(BCA1)(CAB1) = 1. Ebb}ol �es
a felt�etelb}ol (ABC2) = (ABC1) ad�odik, amib}ol 2.9 (3) alapj�an C1 = C2 k�ovet-

kezik. Bel�attuk ezzel, hogy
←−→
AA1,

←−−→
BB1 �es

←−→
CC1 egyar�ant a P tart�oj�u sug�arsorhoz

tartozik; ��gy a bizony��t�as teljes.

�

Megjegyz�es. Ceva t�etel�eb}ol k�ozvetlen�ul ad�odik, hogy egy h�aromsz�og
s�ulyvonalai egy pontban metszik egym�ast, hiszen egyeneseik nem p�arhuzamosak,
az oldalfelez}o pontok pedig { r�oviden sz�olva { az oldalakat 1 oszt�oviszonnyal
osztj�ak.

4.5. T�etel (Menelaosz t�etele). Legyenek A,B,C egy a�n s��k nemkolline�aris

pontjai, s tegy�uk f�ol, hogy A1, B1 �es C1 rendre a
←−→
BC,

←→
CA �es

←−→
AB egyenesre

illeszked}o, A-t�ol, B-t}ol �es C-t}ol k�ul�onb�oz}o pontok. Ekkor annak sz�uks�eges �es
elegend}o felt�etele, hogy A1, B1 �es C1 kolline�aris legyen, az

(ABC1)(BCA1)(CAB1) = −1

rel�aci�o teljes�ul�ese.
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Bizony��t�as.

(1) Tegy�uk f�ol el}osz�or, hogy van olyan l egyenes, amelyre A1, B1 �es C1
illeszkedik. Legyenek a, b, c rendre az A,B �es C pontra illeszked}o, l-lel
p�arhuzamos egyenesek (egy�ertelm}u l�etez�es�uket 1.19. garant�alja). Ekkor l, a, b, c
k�ul�onb�oz}o, p�arhuzamos egyenesek. Mess�uk el ezeket egy tov�abbi egyenessel, a
metsz�espontok legyenek rendre S, P,Q �es R.

Alkalmazzuk a p�arhuzamos szel}ok t�etel�et az l, a, b, c egyenesekre mint
p�arhuzamos hipers��kokra, az im�ent felvett egyenesre, valamint az

←−→
AB,

←−→
BC �es←→

CA egyenesre. Azt kapjuk, hogy

(ABC1) = (PQS), (BCA1) = (QRS), (CAB1) = (RPS).

��gy (ABC1)(BCA1)(CAB1) = (PQS)(QRS)(RPS)
2.9(6)
= −1 ad�odik, amivel a

felt�etel sz�uks�egess�eg�et igazoltuk.

(2) Megford��tva, tegy�uk f�ol (ABC1)(BCA1)(CAB1) = −1 teljes�ul�es�et, s te-

kints�uk az
←−−→
A1B1 egyenest.

Ez nem lehet p�arhuzamos az
←−→
AB egyenessel, ellenkez}o esetben ugyanis a

p�arhuzamos szel}ok t�etele alapj�an (ACB1) = (BCA1), s ��gy felt�etel�unk a

−1 = (ABC1)(BCA1)(CAB1) = (ABC1)(ACB1)(CAB1)
2.9(4)
= (ABC1)

rel�aci�ohoz vezetne, ami lehetetlen. L�etezik ily m�odon az
←−→
AB �es az

←−−→
A1B1 egyenes

C2 metsz�espontja. (1) alapj�an ezzel a ponttal (ABC2)(BCA1)(CAB1) = −1
teljes�ul, s ��gy a felt�etel �gyelembev�etel�evel (ABC1) = (ABC2) ad�odik, amib}ol
viszont 2.9 (3) alapj�an C1 = C2 k�ovetkezik. Ezzel megmutattuk az A1, B1, C1
pontok kollinearit�as�at.
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4.6. Megjegyz�es. Tekints�uk egy (A, V,�) a�n t�er

HO,λ = �−1O ◦ λ1V ◦ �O �es HO,µ = �−1O ◦ µ1V ◦ �O

O k�oz�eppont�u homot�eci�ait (ld. 3.10.). Ekkor

HO,λ ◦HO,µ = �−1O ◦ λµ1V ◦ �O = HO,λµ = HO,µλ = HO,µ ◦HO,λ;

k�ovetkezik ily m�odon, hogy a r�ogz��tett k�oz�eppont�u homot�eci�ak egy kommutat��v
r�eszcsoportot alkotnak A�(A)-ban, amely izomorf az alapulvett K∗ multiplikat��v
csoportj�aval.

4.7. T�etel (Papposz t�etele, a�n v�altozat). Legyenek l �es l′ egy a�n s��k
k�ul�onb�oz}o egyenesei, s jel�olj�unk ki az l egyenesen k�ul�onb�oz}o A,B,C, az l′

egyenesen k�ul�onb�oz}o A′, B′, C ′ pontokat. Ha l �es l′ metsz}o, tegy�uk f�ol, hogy

a metsz�espontjuk k�ul�onb�ozik mind a hat pontt�ol. Amennyiben
←−→
AB′ ‖

←−→
A′B �es←−→

BC ′ ‖
←−→
B′C, �ugy

←−→
AC ′ ‖

←−→
A′C is fenn�all.

Bizony��t�as. Tegy�uk f�ol el}osz�or, hogy l �es l′ metszi egym�ast egy P pontban.

3.20.-b�ol k�ovetkez}oen egy�ertelm}uen l�etezik olyan f P k�oz�eppont�u homot�ecia,
amelyn�el f(A) = B. Ugyancsak 3.20., valamint a felt�etel alapj�an enn�el a ho-
mot�eci�an�al f(B′) = A′. Hasonl�o �ervel�essel tekinthetj�uk azt a P k�oz�eppont�u g
homot�eci�at, amelyn�el g(B) = C; ekkor g(C ′) = B′. Legyen h := f ◦ g. Ek-
kor az el}orebocs�atott megjegyz�es szerint h szint�en P k�oz�eppont�u homot�ecia, �es
h = g ◦ f is fenn�all. �Igy

h(A) = g ◦ f(A) = g(B) = C, h(C ′) = f ◦ g(C ′) = f(B′) = A′,

k�ovetkez�esk�eppen h az
←−→
AC ′ egyenest a

←−→
CA′ egyenesbe viszi �at, s mivel a di-

lat�aci�ok 3.19. �ertelm�eben p�arhuzamoss�agtart�ok,
←−→
AC ′ ‖

←−→
A′C.

Amennyiben az l �es l′ egyenes p�arhuzamos, az okoskod�as teljesen anal�og, a
m�odos��t�as csup�an annyi, hogy az f �es g homot�eci�ak helyett olyan transzl�aci�okat
kell alkalmazni, amelyek A-t B-be, illetve B-t C-be viszik �at.

�

Megjegyz�es. A bizony��t�as sor�an { az el}orebocs�atott megjegyz�esen kereszt�ul
{ l�enyegesen felhaszn�altuk, hogy a testbeli szorz�as kommutat��v; ennek h��j�an a
t�etel �erv�eny�et vesz��ten�e.
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4.8. T�etel (Desargues t�etele, a�n v�altozat). Legyen A,B,C,A′, B′, C ′ hat
pont egy a�n s��kon, f�olt�eve, hogy {A,B,C} �es {A′, B′, C ′} nem kolline�aris. Ha
←−→
AB ‖

←−−→
A′B′,

←−→
BC ‖

←−−→
B′C ′ �es

←→
AC ‖

←−−→
A′C ′, akkor az

←−→
AA′,

←−→
BB′,

←−→
CC ′ egyenesek egy

sug�arsorhoz tartoznak.

Bizony��t�as.

(1) Tegy�uk f�ol, hogy az
←−→
AA′ �es a

←−→
BB′ egyenes metszi egym�ast egy P pontban. Te-

kints�uk azt a P k�oz�eppont�u homot�eci�at, amelyn�el f(A) = A′. Ekkor a 3.20.-ban

le��rt szerkeszt�esi elj�ar�as �es a
←−−→
A′B′ ‖

←−→
AB felt�etel alapj�an f(B) = B′ is teljes�ul.

Legyen C ′′ := f(C). Mivel a dilat�aci�ok p�arhuzamoss�agtart�ok, k�ovetkezik, hogy

←−−→
B′C ′′ ‖

←−→
BC �es

←−−→
A′C ′′ ‖

←→
AC,

��gy C ′′ rajta van a B′-re illeszked}o,
←−→
BC-vel p�arhuzamos egyetlen egyenesen �es

az A′-re illeszked}o,
←→
AC-vel p�arhuzamos egyetlen egyenesen is. Ezek az egyene-

sek �eppen
←−−→
B′C ′ �es

←−−→
A′C ′, melyeknek egyetlen k�oz�os pontja a C ′ pont, k�ovet-

kez�esk�eppen C ′′ = C ′. P,C �es C ′′ a konstrukci�o alapj�an kolline�aris, ez�ert←−−→
CC ′′=

←−→
CC ′ egyenes is �athalad a P ponton { �es ezt kellett bel�atnunk.

(2) Amennyiben
←−→
AA′ ‖

←−→
BB′, tekints�uk azt a transzl�aci�ot, amely az A pontot a

B pontba viszi �at. Ezt alkalmazva, el}oz}o gondolatmenet�unk l�enyegi v�altoztat�as
n�elk�ul megism�etelhet}o.

�

5. Val�os a�n terek
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Val�os a�n t�erben dolgozva, a val�os sz�amtest rendez�esi �es topol�ogiai tulajd-
ons�againak k�osz�onhet}oen sz�amos olyan konstrukci�ora m�od ny��lik, amelyre egy
tetsz}oleges test f�ol�otti a�n t�erben nincs lehet}os�eg. Erre 2.14.-ben, a szakaszok
�ertelmez�esekor m�ar l�attunk p�eld�at.

Eml�ekeztet}o a line�aris algebr�ab�ol. Egy v�eges dimenzi�os, val�os vektort�er
b�azisainak halmaz�aban ekvivalenciarel�aci�o vezethet}o be oly m�odon, hogy k�et,
nem f�olt�etlen�ul k�ul�onb�oz}o, b�azist ekvivalensnek nevez�unk, ha az egyikr}ol a
m�asikra val�o �atmenet (b�azistranszform�aci�o) m�atrixa pozit��v determin�ans�u. Ek-
kor az ekvivalenciaoszt�alyok sz�ama kett}o; kijel�olve �es pozit��vnak deklar�alva ezek
egyik�et, azt mondjuk, hogy ir�any��t�ast adtunk meg a vektort�eren. Az adott
ir�any��t�ashoz tartoz�o b�azisokat pozit��v vagy jobbsodr�as�u, az ezekkel nem ekviva-
lens b�azisokat negat��v vagy balsodr�as�u b�azisokk�ent eml��tj�uk. Egy ir�any��tott vek-
torterek k�oz�otti line�aris izomor�zmust ir�any��t�astart�onak nevez�unk, ha pozit��v
b�azist pozit��v b�azisba visz �at, k�ul�onben ir�any��t�asv�alt�onak mondjuk. Ha V v�eges
dimenzi�os val�os vektort�er �es ϕ ∈ GL(V ), ϕ akkor �es csak akkor ir�any��t�astart�o,
ha detϕ > 0.

5.1. De�n��ci�o. Egy (A, V,�) v�eges dimenzi�os val�os a�n teret
ir�any��tottnak nevez�unk, ha V ir�anyter�en megadtunk egy ir�any��t�ast. Ebben
az esetben A-nak egy (Ai)ni=0 b�azis�at pozit��vnak (vagy jobbsodr�as�unak) mond-

juk, ha
(−−−−⇀
A0Ai

)n

i=1
pozit��v b�azisa V -nek; ellenkez}o esetben negat��vnak vagy

(balsodr�as�unak) nevezz�uk.

5.2. Lemma. Legyen (Ai)ni=0 pozit��v a�n b�azisa az (A, V,�) val�os af-
�n t�ernek, s tekints�unk egy σ : {0, 1, . . . , n} → {0, 1, . . . , n} permut�aci�ot. Az
(Aσ(i))ni=0 a�n b�azis akkor �es csak akkor pozit��v, ha a σ permut�aci�o p�aros.

Bizony��t�as.Minden permut�aci�o el}o�all��that�o transzpoz��ci�ok kompoz��ci�ojak�ent
(s}ot az el}o�all��t�asban szerepl}o t�enyez}ok sz�am�anak parit�asa �alland�o). Elegend}o
ez�ert azt ellen}orizni, hogy transzpoz��ci�o v�egrehajt�asa eset�en pozit��v a�n
b�azisb�ol negat��vat kapunk, �es megford��tva.
Vezess�uk be az aj :=

−−−−⇀
A0Aj (1 ≤ j ≤ n) r�ovid��t�est (ekkor (aj)nj=1 b�azisa V -nek),

s legyen σ transzpoz��ci�oja {0, 1, . . . , n}-nek.
(1) Ha σ(0) = 0, akkor σ hat�as�ara az (aj)nj=1 b�azis k�et tagja cser�el}odik fel.
A b�azistranszform�aci�o m�atrixa az egys�egm�atrixb�ol k�et oszlop felcser�el�es�evel
ad�odik, ez�ert a determin�ansa negat��v.

(2) Tegy�uk f�ol, hogy σ(0) = i, ahol i ∈ {1, . . . , n}. Ekkor σ hat�asa az (aj)nj=1
b�azison k�ovetkez}o:
aj =

−−−−⇀
A0Aj  

−−−−⇀
AiAj=

−−−⇀
OAj −

−−−⇀
OAi= aj − ai, ha j 6= i ;

ai =
−−−−⇀
A0Ai  

−−−−⇀
AiA0= −ai.

Az
"
�uj" b�azist teh�at a

"
r�egi" b�azisb�ol �ugy kapjuk, hogy annak i-edik tagj�at

a t�obbib}ol kivonjuk, mag�at az i-edik b�azisvektort pedig (−1)-gyel szorozzuk.
Vil�agos, hogy ennek a b�azistranszform�aci�onak is negat��v (m�egpedig −1) a de-
termin�ansa.

�
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5.3. De�n��ci�o. Legyen (A, V,�) �es (A′, V ′,�′) megegyez}o dimenzi�oj�u v�eges
dimenzi�os val�os a�n t�er. Egy f : A→ A′ a�n izomor�zmust ir�any��t�astart�onak
nevez�unk, ha az

−⇀
f : V → V ′ lineariz�altja ir�any��t�astart�o, ellenkez}o esetben f -et

ir�any��t�asv�alt�onak mondjuk.

Megjegyz�es. Az el}orebocs�atottakb�ol vil�agos, hogy egy a�n izomor�zmus
aszerint ir�any��t�astart�o, illetve ir�any��t�asv�alt�o, amint valamely (s ez�ert b�armely)
pozit��v a�n b�azist pozit��v, illetve negat��v a�n b�azisba visz �at. Speci�alisan egy

f ∈ A�(A) a�nit�as akkor �es csak akkor ir�any��t�astart�o, ha det
(−⇀
f
)
> 0. A de-

termin�ansok szorz�ast�etele alapj�an ad�odik, hogy ir�any��t�astart�o a�nit�asok kom-
poz��ci�oja �es inverze is ir�any��t�astart�o. Az ir�any��t�astart�o a�nit�asok ily m�odon
r�eszcsoportot, m�egpedig 2 index}u r�eszcsoportot alkotnak az A�(A) csoportban.

P�elda. Ha (A, V,�) n-dimenzi�os val�os a�n t�er �es f ∈ A�(A) eltol�as vagy
pozit��v ar�any�u homot�ecia, akkor f ir�any��t�astart�o, hiszen az els}o esetben

−⇀
f = 1V ,

s ��gy det
−⇀
f = 1, a m�asodik esetben pedig

−⇀
f = λ1V (λ ∈ R∗

+), s ez�ert det
−⇀
f =

λn > 0. Az is l�athat�o, hogy a negat��v ar�any�u homot�eci�ak csak p�aros dimenzi�os
a�n t�erben ir�any��t�astart�ok.

Meg�allapod�as. A term�eszetes a�n strukt�ur�aval ell�atott Rn val�os vektorte-
ret ir�any��tottnak tekintj�uk azzal az �un. szok�asos ir�any��t�assal, amelyet Rn kano-
nikus b�azisa reprezent�al.

5.4. De�n��ci�o �es lemma. Legyenek A �es B egy val�os a�n t�er k�ul�onb�oz}o
pontjai. Az

−−−−
AB \ {A,B} ponthalmazt az

−−−−
AB szakasz belsej�enek nevezz�uk, s r�a

az
◦−−−−
AB vagy Int

−−−−
AB jel�ol�est haszn�aljuk, pontjait pedig a szakasz bels}o pontjainak

h��vjuk.
Egy P pont akkor �es csak akkor bels}o pontja az

−−−−
AB szakasznak, ha (ABP ) > 0.

Bizony��t�as. A 2.14. de�n��ci�o �ertelm�eben

−−−−
AB=

{
P ∈
←−→
AB|−−⇀AP= τ

−−⇀
AB, τ ∈ [0, 1]

}
,

��gy
◦−−−−
AB=

{
P ∈
←−→
AB|−−⇀AP= τ

−−⇀
AB, τ ∈]0, 1[

}
. Kijel�olve egy O orig�ot,

−−⇀
AP=

−−⇀
OP

− −−⇀OA �es
−−⇀
AB=

−−⇀
OB − −−⇀OA ��rhat�o. Ennek �gyelembev�etel�evel azt kapjuk, hogy

P ∈−−−−AB ⇐⇒ ∃τ ∈ [0, 1] :
−−⇀
OP − −−⇀OA= τ

(−−⇀
OB − −−⇀OA

)
⇐⇒ ∃τ ∈ [0, 1] :

−−⇀
OP= (1− τ) −−⇀OA +τ

−−⇀
OB .

Az �all��t�as igazol�as�ara t�erve �at, tegy�uk f�ol el}osz�or, hogy P ∈
◦−−−−
AB. Ekkor a most

mondottak szerint

−−⇀
OP= (1− τ) −−⇀OA +τ

−−⇀
OB, τ ∈]0, 1[,
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��gy 2.8. alapj�an (ABP ) = τ
1−τ > 0.

Megford��tva, ha (ABP ) = µ > 0, akkor { szint�en 2.8.-ra tekintettel {
−−⇀
OP=

1
1+µ

−−⇀
OA + µ

1+µ

−−⇀
OB. Legyen τ := µ

1+µ . Ekkor τ ∈]0, 1[ �es
−−⇀
OP= (1 − τ)

−−⇀
OA

+τ
−−⇀
OB, ami azt jelenti, hogy P ∈

◦−−−−
AB.

�

5.5. Megjegyz�es. Ha (Ai, µi)ki=0 olyan s�ulyozott pontrendszere egy a�n
t�ernek, hogy

∑k
i=0 µi = 1, akkor azt mondjuk, hogy a s�ulyok rendszere norm�alt.

Ebben az esetben a rendszer S s�ulypontj�anak tetsz}oleges O pontra vonatkoz�o
helyzetvektora

−−⇀
OS=

∑k
i=0 µi

−−−⇀
OAi. Alkalmas skal�arral megszorozva a s�ulyok

mindegyik�et, minden s�ulyozott pontrendszerr}ol �att�erhet�unk olyan rendszerre,
ahol a s�ulyok rendszere norm�alt, s amelyeknek s�ulypontja megegyezik az eredeti
rendszer s�ulypontj�aval. n-dimenzi�os a�n t�erben egy P pontnak egy (Ai)ni=0
a�n b�azisra vonatkoz�o norm�alt baricentrikus koordin�at�ain s�ulyok olyan (µi)ni=0
norm�alt rendszer�et �ertj�uk, amelyre teljes�ul, hogy P s�ulypontja az (Ai, µi)ni=0
s�ulyozott pontrendszernek.

5.6. Lemma. Legyen
←−→
AB egyenese, C 6∈

←−→
AB pedig pontja egy val�os a�n

s��knak. Ha egy P pontnak az (A,B,C) a�n b�azisra vonatkoz�o norm�alt baricen-
trikus koordin�at�ai α, β, γ, akkor

(1) γ = 0 ekvivalens azzal, hogy P ∈
←−→
AB;

(2) γ > 0 ekvivalens azzal, hogy
−−−−
PC ∩

←−→
AB= ∅.

Bizony��t�as. R�ogz��tve egy O orig�ot, a P pont helyzetvektora
−−⇀
OP= α

−−⇀
OA

+β
−−⇀
OB +γ

−−⇀
OC, ahol α+ β + γ = 1.

(1) γ = 0 eset�en
−−⇀
OP= α

−−⇀
OA +β

−−⇀
OB= (1 − β)

−−⇀
OA +β

−−⇀
OB, P teh�at a�n

kombin�aci�oja A-nak �es B-nek, s ��gy (ld. 2.4.) P ∈
←−→
AB.

Megford��tva, ha P ∈
←−→
AB, akkor P egy�ertelm}uen el}o�all��that�o (A,B) a�n kom-

bin�aci�ojak�ent, s ��gy
−−⇀
OP= α

−−⇀
OA +β

−−⇀
OB, α+ β = 1 ��rhat�o, k�ovetkez�esk�eppen P

(A,B,C)-re vonatkoz�o norm�alt baricentrikus koordin�at�ainak harmadik tagja 0.

(2) Tetsz}olegesen v�alasztva egy τ ∈ [0, 1] param�etert, tekints�uk a
−−−−
PC szakasz

−−⇀
OQ= (1− τ) −−⇀OP +τ

−−⇀
OC= (1− τ)α −−⇀OA +(1− τ)β −−⇀OB +((1− τ)γ + τ)

−−⇀
OC

helyzetvektor�u Q pontj�at.
γ > 0 eset�en ennek 3. baricentrikus koordin�at�aja pozit��v, ��gy (1)-re tekintettel

Q 6∈
←−→
AB. Ebb}ol Q ∈−−−−PC tetsz}olegess�ege folyt�an

−−−−
PC ∩

←−→
AB= ∅ k�ovetkezik.

Ha γ < 0, akkor van olyan τ ∈]0, 1[ val�os sz�am, hogy (1−τ)γ+τ = 0, nevezetesen

τ = γ
γ−1 .

�Igy a
−−−−
PC szakasz

(
1− γ

γ−1

) −−⇀
OP + γ

γ−1
−−⇀
OC helyzetvektor�u pontj�anak

(A,B,C)-re vonatkoz�o 3. norm�alt baricentrikus koordin�at�aja 0, s ez�ert (1) miatt
◦−−−−
PC ∩

←−→
AB 6= ∅. Bel�attuk ezzel (2) teljes�ul�es�et is.
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5.7. De�n��ci�o. Egy val�os a�n t�er egy r�eszhalmaz�at konvexnek nevezz�uk,
ha b�armely k�et pontj�aval egy�utt azok �osszek�ot}o szakasz�at is tartalmazza.

5.8. P�eld�ak.

(1) B�armely val�os a�n t�erben az �osszes a�n alt�er konvex halmaz; speci�alisan
az �ures halmaz, a pontok, az egyenesek �es maga a t�er is konvex halmazok.

(2) A szakaszok konvex halmazok. Val�oban, tekints�uk egy val�os a�n t�er egy
−−−−
AB szakasz�at. F�oltehetj�uk, hogy A 6= B, k�ul�onben nincs teend}onk. Legyen
A1, B1 ∈

−−−−
AB; azt kell bel�atnunk, hogy ekkor

−−−−−
A1B1⊂

−−−−
AB is teljes�ul. Tekints�unk

egy tetsz}oleges P ∈−−−−−A1B1 pontot. R�ogz��tve egy O orig�ot,

−−⇀
OP= (1− τ) −−−⇀OA1 +τ

−−−⇀
OB1, τ ∈ [0, 1]

��rhat�o. Itt A1, B1 ∈
−−−−
AB folyt�an

−−−⇀
OA1= (1− α) −−⇀OA +α

−−⇀
OB,

−−−⇀
OB1= (1− β) −−⇀OA +β

−−⇀
OB; α, β ∈ [0, 1],

k�ovetkez�esk�eppen

−−⇀
OP= (1− τ)(1− α) −−⇀OA +(1− τ)α −−⇀OB +τ(1− β) −−⇀OA +τβ

−−⇀
OB=

= ((1− τ)(1− α) + τ(1− β)) −−⇀OA +((1− τ)α+ τβ)
−−⇀
OB=

= (1− ((1− τ)α+ τβ))
−−⇀
OA +((1− τ)α+ τβ)

−−⇀
OB .

Itt (1− τ)α+ τβ > 0 nyilv�anval�oan teljes�ul, s mivel

β < 1 ⇔ β − α < 1− α 0<τ<1⇒
0<τ<1⇒ τ(β − α) < 1− α ⇔ (1− τ)α+ τβ < 1,

k�ovetkezik, hogy P ∈−−−−AB. P ∈−−−−−A1B1 tetsz}olegess�ege folyt�an ez azt jelenti, hogy
−−−−−
A1B1⊂

−−−−
AB.

(3) Konvex halmaz k�epe �es }osk�epe a�n lek�epez�esn�el konvex halmaz. A k�epre vo-
natkoz�o meg�allap��t�as igazol�as�ahoz legyen A �es A′ val�os a�n t�er, f : A→ A′ a�n
lek�epez�es, K ⊂ A konvex halmaz. Azt kell bel�atnunk, hogy ekkor K ′ := f(K) ⊂
A′ is konvex halmaz. Tegy�uk fel, hogy K ′ legal�abb k�etelem}u (k�ul�onben nincs
teend}o), s legyenek A′ �es B′ K ′ k�ul�onb�oz}o pontjai. Ekkor vannak olyan A 6= B
K-beli pontok, hogy f(A) = A′, f(B) = B′. R�ogz��tve A-ban egy O orig�ot, te-

kints�uk A′-ben az O′ = f(O) orig�ot. Tetsz}oleges P ′ ∈
−−−−−
A′B′ pont helyzetvektora

megadhat�o
−−−⇀
O′P ′= (1− τ)

−−−⇀
O′A′ +τ

−−−⇀
O′B′

alakban. Az
−−⇀
OP := (1− τ) −−⇀OA +τ

−−⇀
OB helyzetvektor�u pont az

−−−−
AB szakasz egy

pontja, ��gy K konvexs�ege miatt P ∈ K. Mivel az a�n lek�epez�esek felcser�elhet}ok
az a�n kombin�aci�ok k�epz�es�evel (3.21.),

−−−−−−⇀
O′f(P )=

−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )= (1− τ)

−−−−−−−−⇀
f(O)f(A) +τ

−−−−−−−−⇀
f(O)f(B)=

= (1− τ)
−−−⇀
O′A′ +τ

−−−⇀
O′B′=

−−−⇀
O′P ′,
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K�ovetkez�esk�eppen P ′ = f(P ) ∈ K ′, amivel igazoltuk K ′ konvexs�eg�et.
Konvex halmaz }osk�ep�enek konvexs�ege ugyanilyen egyszer}uen l�athat�o.

5.9. Lemma �es de�n��ci�o.

(1) Egy val�os a�n t�er konvex halmazai tetsz}oleges csal�adj�anak a metszete is
konvex halmaz.

(2) Tekintve egy A val�os a�n t�er egy S r�eszhalmaz�at, az S-et tartalmaz�o
A-beli konvex halmazok k�oz�ott l�etezik legsz}ukebb, m�egpedig az S-et tar-
talmaz�o �osszes A-beli konvex halmaz metszete. Ezt a halmazt az S halmaz
konvex burk�anak nevezz�uk �es conv(S)-sel jel�olj�uk.

5.10. De�n��ci�o. Val�os a�n t�erben egy a�n kombin�aci�ot konvex kom-
bin�aci�onak mondunk, ha a benne szerepl}o egy�uthat�ok nemnegat��vak.

P�elda. Egy szakaszt k�et v�egpontj�anak �osszes konvex kombin�aci�oi alkotj�ak.

5.11. �All��t�as. Egy ponthalmaz konvex burka megegyezik a ponthalmazb�ol
k�epezhet}o �osszes v�eges pontsorozat �osszes konvex kombin�aci�oinak halmaz�aval.

Bizony��t�as. Legyen A val�os a�n t�er, S ⊂ A, s jel�olje c(S) az S v�eges pont-
sorozataib�ol k�epezhet}o �osszes konvex kombin�aci�ok halmaz�at. Feladatunk annak
megmutat�asa, hogy c(S) = conv(S).

(1) c(S) ⊂ conv(S). Ha P ∈ c(S), akkor egy O orig�o r�ogz��t�ese ut�an valamely
A1, . . . , Ak ∈ S pontok seg��ts�eg�evel

−−⇀
OP= λ1

−−−⇀
OA1 + · · ·+ λk

−−−⇀
OAk; λ1 ≥ 0, . . . , λk ≥ 0, λ1 + · · ·+ λk = 1

��rhat�o. A szerepl}o pontok sz�ama, azaz k szerinti teljes indukci�oval igazoljuk,
hogy P ∈ conv(S). Ez k = 1 eset�en nyilv�anval�oan igaz, a k = 2 esetben pedig
ad�odik a konvexit�as de�n��ci�oj�ab�ol. Tegy�uk f�ol, hogy k > 2, �es hogy a k-n�al
kisebb tagsz�am�u konvex kombin�aci�ok conv(S)-ben vannak. Ha a fel��rt konvex
kombin�aci�oban λk = 1, akkor

−−⇀
OP= (λ1 + · · ·+ λk−1)

(
λ1

λ1 + · · ·+ λk−1

−−−⇀
OA1 + · · ·+

λk−1

λ1 + · · ·+ λk−1

−−−−−⇀
OAk−1

)
+

+λk
−−−⇀
OAk

��rhat�o. Ha

−−⇀
OQ:=

λ1
λ1 + · · ·+ λk−1

−−−⇀
OA1 + · · ·+

λk−1

λ1 + · · ·+ λk−1

−−−−−⇀
OAk−1,

akkor az indukci�os feltev�es �ertelm�eben Q ∈ conv(S), hiszen Q konvex kom-
bin�aci�oja az A1, . . . , Ak−1 pontoknak. Mivel

−−⇀
OP= (1− λk)

−−⇀
OQ +λk

−−−⇀
OAk,
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P konvex kombin�aci�oja a Q,Ak ∈ S pontoknak, ��gy P is conv(S)-be tartozik.

(2) conv(S) ⊂ c(S). Ennek igazol�as�ahoz elegend}o azt bel�atnunk, hogy c(S)
konvex, ugyanis S ⊂ c(S) (S minden pontja egytag�u konvex kombin�aci�oja
�onmag�anak), s ��gy c(S) konvexs�ege eset�en a konvex burok de�n��ci�oj�ab�ol k�ovet-
kezik, hogy conv(S) ⊂ c(S).
Legyen A,B ∈ c(S). Egy O orig�o r�ogz��t�ese ut�an ekkor bizonyos A1, . . . , Ak ∈ S,
illetve B1, . . . , Bk ∈ S pontok seg��ts�eg�evel

−−⇀
OA=

k∑
i=1

λi
−−−⇀
OAi (λ1, . . . , λk ∈ R+; λ1 + · · ·+ λk = 1), illetve

−−⇀
OB=

k∑
i=1

µi
−−−⇀
OBi (µ1, . . . , µk ∈ R+; µ1 + · · ·+ µk = 1)

��rhat�o. Azt kell ellen}orizn�unk, hogy ha P ∈−−−−AB, akkor P ∈ c(S). P ∈−−−−AB eset�en
valamely τ ∈ [0, 1] val�os sz�ammal

−−⇀
OP= (1− τ) −−⇀OA +τ

−−⇀
OB=

k∑
i=1

(1− τ)λi
−−−⇀
OAi +

l∑
j=1

τµj
−−−⇀
OBj .

Itt a jobb oldali line�aris kombin�aci�o konvex kombin�aci�o, hiszen az egy�utthat�ok
mindegyike nemnegat��v �es

k∑
i=1

= (1− τ)λi +
l∑

j=1

τµj = (1− τ)
k∑

i=1

λi + τ
l∑

j=1

= 1− τ + τ = 1.

�

5. 12. K�ovetkezm�eny. Egy val�os a�n t�er egy r�eszhalmaza akkor �es csak
akkor konvex, ha z�art a konvex kombin�aci�ok k�epz�es�ere, azaz ha b�armely v�eges
pontsorozat�aval egy�utt annak minden konvex kombin�aci�oj�at is tartalmazza.

Bizony��t�as. Tekints�uk az A val�os a�n t�er egy S r�eszhalmaz�at. Ha S konvex,
akkor S = conv(S), s ��ggy az el}oz}o �all��t�as miatt a v�eges S-beli pontsorozatok
konvex kombin�aci�oi S-be tartoznak.
Megford��tva, ha S z�art a konvex kombin�aci�ok k�epz�es�ere, akkor tetsz}oleges
A,B ∈ S pontok eset�en A �es B minden konvex kombin�aci�oja S-be tartozik,
��gy
−−−−
AB⊂ S.

�

5.13. T�etel (Carath�eodory t�etele). Ha S nem�ures ponthalmaz az A
n-dimenzi�os val�os a�n t�erben, akkor S konvex burk�anak b�armely pontja
el}o�all��that�o legfeljebb n+ 1 S-beli pont konvex kombin�aci�ojak�ent.

Bizony��t�as. Tegy�uk f�ol, hogy P ∈ conv(S). Ekkor 5.11. �ertelm�eben me-
gadhat�ok A1, . . . , Ak ∈ S pontok oly m�odon, hogy tetsz}olegesen v�alasztott O
orig�oval

−−⇀
OP=

k∑
i=1

λi
−−−⇀
OAi; λi ∈ R+ (1 ≤ i ≤ k), λ1 + · · ·+ λk = 1(1)
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��rhat�o. Ekkor P s�ulypontja az (Ai, λi)ki=1 s�ulyozott pontrendszernek, s ez�ert

k∑
i=1

λi
−−−⇀
PAi= 0.(2)

Tegy�uk fel, hogy k a legkisebb olyan pozit��v eg�esz, amellyel
−−⇀
OP el}o�all��that�o az

(1) alakban. Ekkor a szerepl}o λi egy�utthat�ok mindegyike sz�uks�egk�eppen pozit��v.
�All��tjuk, hogy k ≤ n+ 1.
Indirekt m�odon folytatva okoskod�asunkat, tegy�uk f�ol, hogy k > n+1. Ebben az
esetben az (Ai)ki=1 pontsorozat a�n �ertelemben f�ugg}o, ez�ert a 2.5.-ben mondot-
tak alapj�an l�eteznek olyan nem csupa nulla α1, . . . , αk val�o sz�amok, hogy

k∑
i=1

αi = 0 �es
k∑

i=1

αi
−−−⇀
PAi= 0.(3)

Ekkor az α1, . . . , αk sz�amok k�oz�ott kell negat��vnak is lennie; legyen

ε := min

{
−λi

αi
∈ R | αi < 0, i ∈ {1, . . . , k}

}
.

Vil�agos, hogy ε > 0.

k∑
i=1

(λi + εαi)
−−−⇀
OAi=

k∑
i=1

λi

(−−⇀
OP +

−−−⇀
PAi

)
+ ε

k∑
i=1

αi

(−−⇀
OP +

−−−⇀
PAi

)
=

=

(
k∑

i=1

λi

)
−−⇀
OP +

k∑
i=1

λi
−−−⇀
PAi +ε

(
k∑

i=1

αi

)
−−⇀
OP +ε

(
k∑

i=1

αi
−−−⇀
PAi

)
(2),(3)
=

(2),(3)
=

(
k∑

i=1

λi

)
−−⇀
OP

(1)
=
−−⇀
OP,

−−⇀
OP teh�at a λ1 + εα1, . . . , λk + εαk skal�arokkal line�arisan kombin�alhat�o az

−−−⇀
OA1

, . . . ,
−−−⇀
OAk vektorokb�ol. Ez a line�aris kombin�aci�o konvex, hiszen

k∑
i=1

(λi + ελi) =
k∑

i=1

λi + ε
k∑

i=1

αi = 1,

�es minden i ∈ {1, . . . , k} eset�en λi + εαi ≥ 0 (ez ut�obbi evidens, ha αi ≥ 0,
αi < 0 eset�en pedig ε de�n��ci�oja alapj�an ε ≤ −λi

αi
⇔ εαi ≥ −λi ⇔ λi+εαi ≥ 0).

Ugyanakkor a λ1 + εα1, . . . , λk + εαk skal�arok valamelyike 0, hiszen van olyan
i ∈ {1, . . . , k} index, hogy ε = − λi

αi
. Ez azt jelenti, hogy P el}o�all k-n�al kevesebb

S-beli pont konvex kombin�aci�ojak�ent, ellentmond�asban k minimalit�as�aval.

�

5.14. De�n��ci�o.

(1) Val�os a�n t�erben d-dimenzi�os szimplexen d+1 a�n �ertelemben f�uggetlen
pont konvex burk�at �ertj�uk. A 2-dimenzi�os szimplexeket h�aromsz�ogeknek
(h�aromsz�og-lemezeknek), a 3-dimenzi�os szimplexeket tetra�edereknek ne-
vezz�uk.
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(2) Ha σ := conv ({A0, A1, . . . , Ad}) d-dimenzi�os szimplex, akkor az
A0, A1, . . . , Ad pontokat a szimplex cs�ucsainak h��vjuk. Amennyiben
{Ai0 , . . . , Aik

} (k ∈ {0, . . . , d}) a σ szimplex cs�ucsainak egy r�eszhalmaza,
�ugy a conv ({Ai0 , . . . , Aik

}) k-dimenzi�os szimplexeket σ egy lapj�anak
mondjuk. Egy lap val�odi, ha k�ul�onb�ozik mag�at�ol a szimplext}ol. A σ sz-

implex Ai cs�ucs�aval szemk�ozti lap a conv
({
A0, . . . , Âi, . . . , Ad

})
szim-

plex (a ̂ szimb�olum azt jelenti, hogy az alatta l�ev}o tag t�orlend}o). Egy
d-dimenzi�os szimplex olyan lapjait, amelyek (d − 1)-dimenzi�os szimple-
xek, hat�arlapokk�ent eml��tj�uk, a hat�arlapok uni�oj�at a szimplex hat�ar�anak
nevezz�uk. A σ szimplex hat�ar�at ∂σ-val jel�olj�uk. A σ szimplex belseje
Intσ := σ \ ∂σ, ennek pontjai a szimplex bels}o pontjai. Intσ-t ny��lt sz-
implexnek is mondjuk.

P�eld�ak.

(1) A 0-dimenzi�os szimplexek az egypont�u halmazok. A σ0 := conv ({A0}) =
{A0} szimplex hat�ara ∂σ0 = ∅, belseje Intσ0 = σ0 \ ∂σ0 = {A0}.
(2) Az 1-dimenzi�os szimplexek a szakaszok: ha A0 �es A1 egy val�os a�n t�er

k�ul�onb�oz}o pontjai, akkor σ1 := conv ({A0, A1}) =
−−−−−
A0A1. ∂σ1 = {A0} ∪ {A1} =

{A0, A1}, Intσ1 =
−−−−−
A0A1 \ {A0, A1}. �Igy az 1-dimenzi�os szimplexek belsej�enek

fogalma visszadja a szakaszok belsej�enek kor�abban (ld 5.4.) bevezetett fogalm�at.

Illusztr�aci�o

Megjegyz�es. A szimplexek val�os a�n t�erbeli fogalma nem t�evesztend}o �ossze
tetsz}oleges test f�ol�otti a�n t�erben bevezetett szimplex-fogalommal (v.�o. 2.13.).
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A kor�abbi, �altal�anosabb szitu�aci�oban { konvexit�as h��j�an { a�n �ertelemben
f�uggetlen pontok halmaz�ara (a mostanival �osszevetve: a cs�ucsok halmaz�ara)
haszn�altuk a szimplex elnevez�est.

5.15. �All��t�as. B�armely halmaz konvex burka el}o�all azoknak a szimplexeknek
az uni�ojak�ent, amelyeknek cs�ucsai az illet}o halmaz elemei.

Bizony��t�as. Tekints�uk az A val�os a�n t�er egy S r�eszhalmaz�at. Nyilv�anval�o,
hogy minden S-beli cs�ucsokkal rendelkez}o szimplex benne van conv(S)-ben. A
ford��tott ir�any�u tartalmaz�as igazol�as�ahoz tekints�unk egy P ∈ conv(S) pontot.
Az 5.11. �all��t�as �ertelm�eben P megkaphat�o v�eges sok S-beli pont konvex kom-
bin�aci�ojak�ent; v�alasszunk egy olyan minim�alis elemsz�am�u {A0, A1, . . . , Ak} ⊂ S
ponthalmazt, hogy P ∈ conv ({A0, A1, . . . , Ak}). Azt kell m�eg bel�atnunk, hogy
(Ai)ki=0 a�n �ertelemben f�uggetlen. Ha ez nem volna ��gy, akkor 2.5. �ertelm�eben
l�etezne olyan k-n�al kisebb dimenzi�oj�u B a�n alt�er, amelyre {A0, A1, . . . , Ak} ⊂
B teljes�ul. Alkalmazva erre Caratheodory t�etel�et, az k�ovetkezik, hogy P
megkaphat�o az A0, A1, . . . , Ak pontok k�oz�ul legfeljebb k darabnak a konvex
kombin�aci�ojak�ent, ellentmond�asban a {A0, A1, . . . , Ak} elemsz�am�anak minima-
lit�as�aval.

�

5.16. �All��t�as (a s��kfelbont�as t�etele). Egy A val�os a�n s��k minden l egye-
nes�ehez l�eteznek olyan l hat�aregyenes}u ny��lt f�els��koknak nevezett nem�ures,

diszjunkt, konvex
◦
K1 �es

◦
K2 halmazok �ugy, hogy

(i) A \ l =
◦
K1 ∪

◦
K2;

(ii) P ∈
◦
K1 �es Q ∈

◦
K2 eset�en

−−−−
PQ ∩l 6= ∅.

Ha l =
←−→
AB �es C ∈ A\l, akkor a C pontot tartalmaz�o ny��lt f�els��kot az a�n s��k azon

pontjai alkotj�ak, amelyeknek az (A,B,C) a�n b�azisra vonatkoz�o 3. norm�alt
baricentrikus koordin�at�aja pozit��v { vagyis azok a P ∈ A pontok, amelyekre
−−−−
PC ∩

←−→
AB= ∅ teljes�ul.

Bizony��t�as. Tegy�uk fel az �all��t�as m�asodik fel�eben mondottaknak megfelel}oen,
hogy l =

←−→
AB, s v�alasszunk egy C ∈ A \ l pontot. Ekkor (A,B,C) a�n b�azisa

A-nak. Legyen
◦
K1 �es

◦
K2 A azon pontjainak halmaza, melyeknek (A,B,C)-re 3.

norm�alt baricentrikus koordin�at�aja pozit��v, illetve negat��v. R�ogz��tve egy O ∈ A
orig�ot, ekkor

◦
K1=

{
P ∈ A |−−⇀OP= α

−−⇀
OA +β

−−⇀
OB +γ

−−⇀
OC;α+ β + γ = 1, γ > 0

}
,

◦
K2=

{
P ∈ A |−−⇀OP= α

−−⇀
OA +β

−−⇀
OB +γ

−−⇀
OC;α+ β + γ = 1, γ < 0

}
.

(1)
◦
K1 �es

◦
K2 konvex r�eszhalmaza A-nak.

◦
K1 konvexs�eg�enek igazol�as�ahoz legyen
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P �es Q
◦
K1 k�et tetsz}oleges pontja. Ezek helyzetvektorai a
−−⇀
OP= α1

−−⇀
OA +β1

−−⇀
OB +γ1

−−⇀
OC; α1 + β1 + γ1 = 1, γ1 > 0, illetve

−−⇀
OQ= α2

−−⇀
OA +β2

−−⇀
OB +γ2

−−⇀
OC; α2 + β2 + γ2 = 1, γ2 > 0

alakban �all��that�ok el}o. B�armely τ ∈ [0, 1] eset�en

(1− τ) −−⇀OP +τ
−−⇀
OQ=

= ((1− τ)α1 + τα2)
−−⇀
OA +((1− τ)β1 + τβ2)

−−⇀
OB +((1− τ)γ1 + τγ2)

−−⇀
OC,

s itt γ1 > 0, γ2 > 0, τ ∈ [0, 1] folyt�an (1 − τ)γ1 + τγ2 > 0, k�ovetkez�esk�eppen a
−−−−
PQ tetsz}oleges pontja, s ��gy maga a szakasz is,

◦
K1-be tartozik.

◦
K2 konvexs�ege

anal�og m�odon l�athat�o be.

(2) A \ l =
◦
K1 ∪

◦
K2. Val�oban, tekints�unk egy

−−⇀
OP= α

−−⇀
OA +β

−−⇀
OB +γ

−−⇀
OC, α+ β + γ = 1

helyzetvektor�u P pontot. 5.6 (1) �ertelm�eben P akkor �es csak akkor illeszkedik
az l egyenesre, ha γ = 0; ��gy

P ∈ A \ l ⇐⇒ γ > 0 vagy γ < 0 ⇐⇒ P ∈
◦
K1 vagy P ∈

◦
K2 ⇐⇒

⇐⇒ P ∈
◦
K1 ∪

◦
K2 .

(3) P ∈
◦
K1 �es P ∈

◦
K2 ⇒

−−−−
PQ ∩l 6= ∅. P �es Q helyzetvektora el}o�all��that�o az

−−⇀
OP= α1

−−⇀
OA +β1

−−⇀
OB +γ1

−−⇀
OC; α1 + β1 + γ1 = 1, γ1 > 0, illetve

−−⇀
OQ= α2

−−⇀
OA +β2

−−⇀
OB +γ2

−−⇀
OC; α2 + β2 + γ2 = 1, γ2 > 0

alakban. Ha τ := γ1
γ1−γ2 , akkor τ ∈]0, 1[. Tekints�uk a

−−−−
PQ szakasz

−−⇀
OR=

(1− τ) −−⇀OP +τ
−−⇀
OQ helyzetvektor�u R pontj�at! Ennek az (A,B,C) a�n b�azisra

vonatkoz�o 3. norm�alt baricentrikus koordin�at�aja

(1− τ)γ1 + τγ2 = −
γ2

γ1 − γ2
γ1 +

γ1
γ1 − γ2

γ2 = 0,

��gy (ism�et 5.6.(1) alapj�an) R ∈ l, k�ovetkez�esk�eppen −−−−PQ ∩l 6= ∅.

�

Meg�allapod�as. Egy ny��lt f�els��knak �es a hat�aregyenes�enek az uni�oj�at
f�els��knak nevezz�uk. Ha k�et pont ugyanabban az l hat�aregyenes}u ny��lt f�els��kban
van, akkor azt mondjuk, hogy a pontok az l egyenes ugyanazon oldal�an vannak,
ha pedig k�et pont k�ul�onb�oz}o l hat�aregyenes}u f�els��kban van, akkor az l egyenes
ellent�etes oldalain elhelyezked}o pontokr�ol besz�el�unk.

5.17. De�n��ci�o. Legyen (A, V,�) val�os a�n t�er. Megadva egy A ∈ A pontot
�es V -nek egy v 6= 0 vektor�at, a{

P ∈ A |−−⇀AP= λv, λ ≥ 0
}
=
{
P ∈ A |−−⇀OP=−−⇀OA +λv, λ ≥ 0

}
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ponthalmazt A kezd}opont�u, v ir�anyvektor�u f�elegyenesnek nevezz�uk (O ∈ A
tetsz}olegesen r�ogz��tett orig�o).

Megjegyz�esek.

(1) Minden egyenes el}o�all k�et k�oz�os kezd}opont�u f�elegyenes uni�ojak�ent, ezek
ir�anyvektorai egym�as ellentettjei.

(2) Ha A �es B k�ul�onb�oz}o pontok, akkor l�etezik egy �es csak egy A kezd}opont�u,

a B ponton �atmen}o f�elegyenes; ennek egy ir�anyvektora
−−⇀
AB. Erre a f�elegyenesre

az
−−→
AB jel�ol�est haszn�aljuk. Teh�at:

−−→
AB=

{
P ∈
←−→
AB|−−⇀AP= λ

−−⇀
AB,λ ≥ 0

}
=

=
{
P ∈
←−→
AB|−−⇀OP=−−⇀OA +λ

−−⇀
AB,λ ≥ 0

}
.

5.18. De�n��ci�o.

(1) Egy val�os a�n t�erben k�et, nem felt�etlen�ul k�ul�onb�oz}o f�elegyenes uni�oj�at
sz�ogvonalnak, r�oviden sz�ognek nevezz�uk. A f�elegyeneseket ilyenkor a sz�og
sz�arainak, k�oz�os kezd}opontjukat a sz�og cs�ucs�anak h��vjuk. Ha a sz�arak
egybeesnek, z�erussz�ogr}ol (vagy nullsz�ogr}ol) sz�olunk, ha pedig egy egyenest
alkotnak, egyenessz�ogr}ol besz�el�unk. Egy sz�oget val�odinak mondunk, ha
nem z�erussz�og �es nem is egyenessz�og. Az

−−→
AB �es

−−→
AC sz�arakkal rendelkez}o

sz�ogre a BAC^ jel�ol�est haszn�aljuk: BAC^ :=
−−→
AB ∪

−−→
AC.

(2) Egy val�os a�n s��kban tekintett val�odi BAC^ belsej�en az
←−→
AB

hat�aregyenes}u, s a C pontot tartalmaz�o ny��lt f�els��k, valamint az
←→
AC

hat�aregyenes}u �es a B pontot tartalmaz�o ny��lt f�els��k metszet�et �ertj�uk, s
r�a az IntBAC^ jel�ol�est haszn�aljuk. IntBAC^ pontjait a sz�og bels}o pont-
jainak h��vjuk. Ha a sz�og s��kj�aban egy pont nem bels}o pont �es a sz�ogvonalra
sem illeszkedik, akkor a sz�og k�uls}o pontj�anak mondjuk.

5.19. K�ovetkezm�eny. A BAC^ =
−−→
AB ∪

−−→
AC sz�oget tartalmaz�o val�os a�n

s��k egy pontja akkor �es csak akkor bels}o pontja a sz�ognek, ha az (A,B,C)
a�n b�azisra vonatkoz�o 2. �es 3. norm�alt baricentrikus koordin�at�aja pozit��v.
Az ABC4 := conv ({A,B,C}) h�aromsz�og bels}o pontjainak �es csakis ezeknek
mindh�arom (A,B,C)-re vonatkoz�o norm�alt baricentrikus koordin�at�aja pozit��v.
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5.20. �All��t�as (a
"
crossbar-t�etel"). Legyen adva egy val�os a�n s��kon egy

val�odi BAC^. Ha P bels}o pontja a sz�ognek, akkor az
−−→
AP f�elegyenes bels}o

pontban metszi a
−−−−
BC szakaszt.

Bizony��t�as. Legyenek a P pont norm�alt baricentrikus koordin�at�ai az
(A,B,C) a�n b�azisra vonatkoz�oan α, β, γ. Ekkor egy O pont r�ogz��t�ese ut�an

−−⇀
OP= α

−−⇀
OA +β

−−⇀
OB +γ

−−⇀
OC, α+ β + γ = 1

��rhat�o, s mivel felt�etel�unk �ertelm�eben P ∈ IntBAC^, az el}oz}o k�ovetkezm�enyre
tekintettel itt β > 0 �es γ > 0. �Igy 1 − α = β + γ > 0, s k�epezhet}o a τ := 1

1−α
pozit��v skal�ar. Tekints�uk az

−−⇀
OQ:=

−−⇀
OA +τ

−−⇀
AP

helyzetvektor�u Q pontot. τ > 0 miatt Q ∈
−−→
AP . M�asr�eszt

−−⇀
OQ=

−−⇀
OA +τ

(−−⇀
OP − −−⇀OA

)
= (1 + ατ − τ) −−⇀OA +βτ

−−⇀
OB +γτ

−−⇀
OC,

��gy Q-nak az (A,B,C)-re vonatkoz�o 1. norm�alt baricentrikus koordin�at�aja

1 + ατ − τ = 1 +
α

1− α
− 1

1− α
=

1− α+ α− 1
1− α

= 0,

k�ovetkez�esk�eppen Q ∈
←−→
BC (5.6.(1)). �Igy

−−⇀
OQ= βτ

−−⇀
OB +γτ

−−⇀
OC=

β

1− α
−−⇀
OB +

γ

1− α
−−⇀
OC,

s mivel itt

β

1− α
+

γ

1− α
=

1− α
1− α

= 1,
β

1− α
> 0

γ

1− α
> 0,

az is igaz, hogy Q ∈ Int
−−−−
BC.

�

5.21. �All��t�as (a t�erfelbont�as t�etele) �es de�n��ci�o. Legyen (A, V,�) n > 1
dimenzi�os val�os a�n t�er, H pedig hipers��kja A-nak. L�eteznek olyan nem�ures,

diszjunkt, konvex
◦
K1 �es

◦
K2 halmazok, hogy

(i) A \H =
◦
K1 ∪

◦
K2;
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(ii) P ∈
◦
K1 �es Q ∈

◦
K2 eset�en

−−−−
PQ ∩H 6= ∅.

◦
K1-t �es

◦
K2-t H-val mint hat�ars��kkal rendelkez}o ny��lt f�eltereknek mondjuk,

H-val k�epzett uni�ojukat f�eltereknek (olykor z�art f�eltereknek) nevezz�uk.

Bizony��t�as. Az okoskod�as teljesen anal�og az 5.16. igazol�asakora alkalma-
zott gondolatmenettel. Legyen (Ai)

n−1
i=0 a�n f�uggetlen pontcsal�adja H-nak, s

tekints�unk egy An ∈ A\H pontot (ilyen pont dimA = n folyt�an l�etezik). Ekkor
(Ai)

n
i=0 a�n b�azisa A-nak. R�ogz��tve egy O ∈ A orig�ot, legyen

◦
K1:=

{
P ∈ A |−−⇀OP=

n∑
i=0

λi
−−−⇀
OAi;

n∑
i=0

λi = 1, λn > 0

}
;

◦
K2:=

{
P ∈ A |−−⇀OP=

n∑
i=0

λi
−−−⇀
OAi;

n∑
i=0

λi = 1, λn < 0

}
.

Vil�agos, hogy ekkor
◦
K1 6= ∅ (p�eld�aul An ∈

◦
K1),

◦
K2 6= ∅ �es

◦
K1 ∩

◦
K2= ∅.

◦
K1

�es
◦
K2 konvexs�ege, valamint (i) �es (ii) teljes�ul�ese ugyan�ugy ellen}orizhet}o, mint

kor�abban.

�

5.22. �All��t�as (az n-dimenzi�os szimplexek szerkezete). Legyen (A, V,�) n-
dimenzi�os val�os a�n t�er,

σ := conv ({A0, A1, . . . , An})

pedig n-dimenzi�os szimplex A-ban. Minden i ∈ {0, . . . , n} index eset�en tekints�uk
az Ai cs�uccsal szemk�ozti lapot tartalmaz�o Hi :=

〈{
A0, . . . , Âi, . . . , An

}〉
hi-

pers��kot, s jel�olje K+
i a Hi f�els��k�u, az Ai pontot tartalmaz�o (z�art) f�elteret. Ha

◦
K+

i := K+
i \Hi (i ∈ {0, . . . , n}) �es c+ ({A0, . . . , An}) az A0, . . . , An pontok �osszes

pozit��v egy�utthat�os konvex kombin�aci�oinak halmaza, akkor

(i) σ =
⋂n

i=0K
+
i ;

(ii) Intσ =
⋂n

i=0

◦
K+

i = c+ ({A0, . . . , An}).

A bizony��t�ast mell}ozz�uk.

5.23. De�n��ci�o.

(1) Val�os a�n t�er egy nem�ures konvex halmaz�anak dimenzi�oj�an a halmaz a�n
burk�anak dimenzi�oj�at �ertj�uk.

(2) Tegy�uk fel, hogy A n > 1 dimenzi�os val�os a�n t�er.

(a) Egy nem�ures S ⊂ A halmaznak egy H ⊂ A hipers��k t�amaszs��k ja,
ha S benne van a H hat�ars��k�u (z�art) f�elterek egyik�eben, �es nincs
olyan S-et tartalmaz�o f�elt�er, amelyet az el}obbi f�elt�er val�odi m�odon
tartalmaz. S t�amaszf�elter�en olyan S-et tartalmaz�o f�elteret �ert�unk,
amelynek hat�ars��kja t�amaszhipers��k.
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(b) A-nak egy r�eszhalmaz�at konvex poli�edernek mondjuk, ha el}o�all��that�o
v�eges sok (z�art) A-beli f�elt�er metszetek�ent.

(c) V�eges sok pont konvex burk�at konvex politopnak nevezz�uk, a pon-
tokat ilyenkor de�ni�al�o pontokk�ent is eml��tj�uk. De�ni�al�o pontok egy
csal�adj�at minim�alisnak mondjuk, ha a pontok egyike sincs benne a
t�obbi konvex burk�aban.

(d) Egy n-dimenzi�os konvex politop egy t�amaszhipers��kj�at l�enyeges
t�amaszhipers��knak nevezz�uk, ha tartalmazza a politop n
sz�am�u, a�n �ertelemben f�uggetlen de�ni�al�o pontj�at. A l�enyeges
t�amaszhipers��kokhoz tartoz�o t�amaszf�eltereket szint�en l�enyegeseknek
mondjuk. A konvex politopnak �es l�enyeges t�amaszhipers��kjainak
metszeteit a politop oldallapjainak h��vjuk (ezek (n − 1)-dimenzi�os
konvex politopok), az oldallapok oldallapjait (n − 2)-dimenzi�os
�elekk�ent eml��tj�uk. Az elj�ar�ast folytatva a (k + 1)-dimenzi�os �elek
oldallapjait k-dimenzi�os �eleknek, v�eg�ul a 0-dimenzi�os �eleket
cs�ucsoknak nevezz�uk.

5.24. Megjegyz�esek.

(1) Ha A0, A1, . . . , Ad egy val�os a�n t�er a�n f�uggetlen pontjai, akkor

dim conv ({A0, A1, . . . , Ad}) = dim 〈{A0, A1, . . . , Ad}〉 ,

teh�at egy kor�abban (5.14.) dd-dimenzi�osnak mondott szimplex d-dimenzi�os a
mostani de�n��ci�o szerinti �ertelemben is.

(2) Egy v�eges dimenzi�os val�os a�n t�er a�n alterei trivi�alis p�eld�ak konvex
poli�ederre. 5.22.-b}ol k�ovetkezik, hogy n-dimenzi�os val�os a�n t�erben minden
n-dimenzi�os szimplex konvex poli�eder.

(3)
"
Konvex politop" helyett gyakran egyszer}uen

"
politop"-r�ol sz�olunk. A sz-

implexek nyilv�anval�oan speci�alis politopok. A 2-dimenzi�os politopokat konvex
soksz�ogeknek (vagy soksz�oglemezeknek) nevezz�uk. A 3-dimenzi�os politopok azok
az alakzatok, amelyeket az elemi geometria szok�asos sz�ohaszn�alat�aban konvex
poli�ederekk�ent szok�as eml��teni; az �altalunk bevezetett poli�ederfogalom enn�el
j�oval �altal�anosabb.

(4) A politopok oldallapjainak, �eleinek �es cs�ucsainak fogalma szimplexek eset�en
visszaadja a kor�abban bevezetett fogalmat. A politopok cs�ucsai az 1-dimenzi�os
�elet v�egpontjai. A cs�ucspontokat a politop t�obbi pontj�aval szemben az a tulaj-
dons�ag is kit�unteti, hogy egy politop minden cs�ucst�ol k�ul�onb�oz}o pontj�ahoz { �es
csakis ezekhez { l�etezik olyan, a politopba es}o szakasz, amely az illet}o pontot
bels}o pontk�ent tartalmazza.

(5) A konvex poli�ederek oldallapjai, �elei �es cs�ucsai a politopokn�al l�atott mint�ara
�ertelmezhet}ok. A cs�ucspontok a konvex poli�eder olyan pontjaik�ent jellemez-
het}ok, amelyekhez nem l�etezik a pontot bels}o pontk�ent tartalmaz�o, a konvex
poli�eder �altal tartalmazott szakasz.

5.25. De�n��ci�o. n-dimenzi�os val�os a�n t�er egy ponthalmaz�at korl�atosnak
nevezz�uk, ha l�etezik azt tartalmaz�o n-dimenzi�os szimplex.
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5.26. �All��t�as. n-dimenzi�os val�os a�n t�erben minden n-dimenzi�os politop
megkaphat�o a l�enyeges t�amaszf�eltereinek metszetek�ent, s ��gy konvex poli�eder.
Megford��tva, b�armely korl�atos konvex poli�eder egyenl}o a cs�ucsai halmaz�anak
konvex burk�aval. Ily m�odon a politopok oszt�alya egybeesik a korl�atos konvex
poli�ederek oszt�aly�aval.

5. 27. Megjegyz�es. Legyen n ≥ 3 eg�esz sz�am, s tekints�uk egy val�os a�n
t�er k�ul�onb�oz}o A1, A2, . . . , An pontjait. Azt mondjuk, hogy

−−−−−−−−−−
A1A2..An:=

−−−−−
A1A2 ∪

−−−−−
A2A3 ∪ · · · ∪

−−−−−−−−
An−1An

t�or�ottvonal, ha

(1) a benne szerepl}o szakaszok k�oz�ul b�armely kett}onek diszjunkt a belseje;

(2) az egym�ashoz csatlakoz�o
−−−−−−−
AiAi+1 �es

−−−−−−−−−
Ai+1Ai+2 szakaszok nem illeszkednek

egy egyenesre (1 ≤ i ≤ n − 2, ha An 6= A1; 1 ≤ i ≤ n, ha An = A1, s
ilyenkor meg�allapodunk abban, hogy An+1 := A1, An+2 := A2).

A t�or�ottvonalat alkot�o szakaszokat a t�or�ottvonal oldalainak is h��vjuk. Nem
z�ar�od�o, illetve z�ar�od�o t�or�ottvonalr�ol besz�el�unk aszerint, amint An 6= A1, il-
letve An = A1. A nem z�ar�od�o esetben az A1 �es az An pontot v�egpontokk�ent, az
A2, . . . , An−1 pontokat t�or�espontokk�ent eml��tj�uk. Ha a t�or�ottvonal z�ar�od�o, az
A1, A2, . . . , An pontokat cs�ucspontoknak mondjuk.

Nem z�ar�od�o, illetve z�ar�od�o t�or�ottvonal

A val�os a�n s��kon adott z�ar�od�o t�or�ottvonalat soksz�ogvonalnak nevezz�uk. Azo-
kat az oldalakt�ol k�ul�onb�oz}o szakaszokat, amelyek egy soksz�ogvonal k�et cs�ucs�at
k�otik �ossze, �atl�oknak h��vjuk. Ha egy soksz�ogvonal oldalainak �es cs�ucsainak
k�oz�os sz�ama n, akkor n-sz�ogvonalr�ol, speci�alisan az n = 3 �es n = 4
esetben h�aromsz�ogvonalr�ol, illetve n�egysz�ogvonalr�ol (r�oviden h�aromsz�ogr}ol �es
n�egysz�ogr}ol) besz�el�unk �es ��gy tov�abb.

5.28. De�n��ci�o. Legyen adva a 3-dimenzi�os val�os a�n t�erben egy 3-
dimenzi�os politop. Nevezz�uk a politop (k�etdimenzi�os) oldallapjainak uni�oj�at
politopfel�uletnek! Azt mondjuk, hogy csom�opontoknak, vonalaknak �es tar-
tom�anyoknak nevezett pontok, illetve r�eszhalmazok h�al�ozatot alkotnak egy po-
litopfel�uleten, ha teljes�ulnek a k�ovetkez}o felt�etelek:

(1) minden csom�opont cs�ucsa, minden vonal (1-dimenzi�os) �ele a politopnak;
a tartom�anyok oldallapok, vagy oldallapok uni�oi;
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(2) minden csom�opont (egy vagy t�obb) vonal v�egpontjak�ent l�ep fel;

(3) b�armely k�et vonalnak diszjunkt a belseje;

(4) b�armely k�et csom�oponthoz l�etezik olyan vonalak alkotta t�or�ottvonal, ame-
lynek az illet}o csom�opontok a v�egpontjai;

(5) egyetlen csom�opont �es a politopfel�ulet, mint tartom�any, h�al�ozatot alkot;
ezt primit��v h�al�ozatnak mondjuk;

(6) a politop �osszes lapjai, mint tartom�anyok, �osszes 1-dimenzi�os �elei, mint
vonalak �es �osszes cs�ucsai, mint csom�opontok h�al�ozatot alkotnak; ezt teljes
h�al�ozatnak nevezz�uk.

Ha egy politopfel�uleten adott h�al�ozathoz c2 sz�am�u tartom�any, c1 sz�am�u vonal
�es c0 sz�am�u csom�opont tartozik, akkor a

c2 − c1 + c0

sz�amot a h�al�ozat Euler-karakterisztik�aj�anak nevezz�uk.

5.29. De�n��ci�o �es lemma. Ha egy politopfel�uleten adott h�al�ozathoz
tov�abbi �elet csatolunk oly m�odon, hogy

(1) az �uj �el egyik v�egpontja, de csakis az egyik, csom�opontja a h�al�ozatnak
vagy

(2) a csatolt �el k�et megl�ev}o csom�opontot k�ot �ossze, akkor azt mondjuk, hogy
els}o, illetve m�asodik t��pus�u b}ov��t�est hajtottunk v�egre. B}ov��t�es sor�an az
Euler-karakterisztika nem v�altozik.

Bizony��t�as. Legyen az adott h�al�ozat tartom�anyainak, vonalainak, illetve
csom�opontjainak sz�ama c2, c1, illetve c0.

(1) 1. t��pus�u b}ov��t�es sor�an c2 nem v�altozik, c1 �es c0 1-gyel n}o, ��gy c2 − (c1 +
1) + (c0 + 1) = c2 − c1 + c0 miatt az Euler-karakterisztika v�altozatlan.

(2) 2. t��pus�u b}ov��t�esn�el c0 nem v�altozik, c1 1-gyel n}o. Ugyancsak 1-gyel n}o
c2 is, mert az 5.28.-beli (4) felt�etel miatt az �uj �el csatol�as�aval vonalakb�ol
�osszetett z�ar�od�o t�or�ottvonalhoz jutunk a politopfel�uleten, amely egy �ujabb
tartom�anyt hat�aroz meg. Mivel (c2 + 1)− (c1 + 1) + c0 = c2 − c1 + c0, az
Euler-karakterisztika most sem v�altozik.

�

5.30. Lemma. Egy politopfel�ulet teljes h�al�ozata megkaphat�o egy primit��v
h�al�ozatb�ol v�eges sz�am�u 1. �es 2. t��pus�u b}ov��t�es eredm�enyek�ent.

Bizony��t�as. Legyen H0 az adott primit��v h�al�ozat, amelyet egyetlen A cs�ucs,
mint csom�opont, s az �osszes oldallap uni�oja, mint tartom�any alkot. Csatoljuk
H0-hoz mindazokat az �eleket, amelyeknek egyik v�egpontja az A pont. Ekkor
1. t��pus�u b}ov��t�est alkalmaztunk; a nyert h�al�ozatot jel�olje H1. (A H1-beli �uj
csom�opontok mintegy

"
egy l�ep�esre vannak" A-t�ol.) B}ov��ts�uk ezut�an a H1-et
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oly m�odon, hogy csatoljuk hozz�a mindazokat az �eleket, amelyeknek egyik vagy
mindk�et v�egpontja H1-beli csom�opont, de maga nem tartozik H1-be. Az ��gy
kapott h�al�ozatot jel�olje H2. (A H2-beli �uj csom�opontok

"
k�et l�ep�esre vannak"

A-t�ol.)

A H2 h�al�ozatot szint�en az el}obbi m�odon b}ov��tj�uk, s az elj�ar�ast mindaddig foly-
tatjuk, am��g az �elek el nem fogynak. Vil�agos, hogy ��gy { v�eges sz�am�u l�ep�esben
{ eljutunk a teljes h�al�ozathoz.

�

5.31. T�etel (az Euler-f�ele poli�edert�etel). Ha a h�aromdimenzi�os val�os a�n
t�erben egy h�aromdimenzi�os politop oldallapjainak sz�ama l, 1-dimenzi�os �eleinek
sz�ama e, cs�ucsainak sz�ama pedig c, akkor

l − e+ c = 2,

azaz egy politopfel�ulet teljes h�al�ozat�anak Euler-karakterisztik�aja 2.

Bizony��t�as. Tekints�uk a politopfel�ulet egy primit��v h�al�ozat�at. Ennek Euler-
karakterisztik�aja 1 − 0 + 1 = 2. Az 5.30. lemma �ertelm�eben ebb}ol a primit��v
h�al�ozatb�ol v�eges sz�am�u 1. �es 2. t��pus�u b}ov��t�essel megkaphat�o a politopfel�ulet tel-
jes h�al�ozata, 5.29. pedig biztos��tja, hogy a b}ov��t�es sor�an az Euler-karakterisztika
nem v�altozik. Mivel a teljes h�al�ozat l tartom�anyt, e vonalat �es c csom�opontot
tartalmaz, k�ovetkezik, hogy l − c+ e = 2.

�

5.32. Megjegyz�esek.

(1) Euler t�etele kiterjeszthet}o az n-dimenzi�os val�os a�n t�er n-dimenzi�os poli-
topjaira is. Ha ck jel�oli egy ilyen politop k-dimenzi�os �eleinek sz�am�at (0 ≤ k ≤
n− 1), akkor

c0 − c1 + c2 − · · ·+ (−1)n−1cn−1 = 1 + (−1)n−1,

r�oviden
n−1∑
k=0

(−1)kck = 1 + (−1) + n− 1.
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Ez a fontos eredm�eny H. Poincar�e-t}ol sz�armazik.

(2) Az Euler-Poincar�e formula levezet�ese sor�an a politopok tulajdons�agai k�oz�ul
viszonylag keveset haszn�alunk ki, ��gy sejthet}o, hogy a t�etel nagy m�ert�ekben
�altal�anos��that�o. Ha p�eld�aul egy politopfel�uletet g�ombfel�ulett�e

"
f�ujunk fel" (bi-

jekt��v, s inverz�evel egy�utt folytonos lek�epez�essel g�ombfel�uletre k�epezz�uk le), s
ek�ozben az �elek g�orbe��vekk�e, a lapok fel�uletdarabokk�a deform�al�odnak, a g�omb-
fel�uleten ad�od�o h�al�ozat Euler-karakterisztik�aja v�altozatlanul kett}o lesz.

Meg�allapod�as. H�aromdimenzi�os politop eset�en a k�etdimenzi�os oldallapo-
kat �es az egydimenzi�os �eleket egyszer}uen lapokk�ent, illetve �elekk�ent eml��tj�uk.

5.33 De�n��ci�o. Egy h�aromdimenzi�os politopot (p, q)-t��pus�u kv�aziregul�aris
politopnak nevez�unk, ha valamennyi lapj�anak p sz�am�u �ele van, �es minden
cs�ucs�aban q sz�am�u �el fut �ossze.

5.34. T�etel. A kv�aziregul�aris politopok lehets�eges t��pusait, ezek elnevez�es�et,
valamint l lapsz�am�at, e �elsz�am�at �es c cs�ucssz�am�at a k�ovetkez}o t�abl�azat tartal-
mazza:

T��pus p q l e c

tetra�eder 3 3 4 6 4
okta�eder 3 4 8 12 6
ikoza�eder 3 5 20 30 12
hexa�eder 4 3 6 12 8
dodeka�eder 5 3 12 30 20

Bizony��t�as.

1. Mivel minden �el k�et laphoz tartozik, a lapok �elsz�am�at �osszegezve, azaz a p
�elsz�amot az l lapsz�ammal szorozva, az �elek sz�am�anak k�etszeres�et kapjuk:

pl = 2e.(1)

M�asr�eszt minden �el k�et cs�ucsot k�ot �ossze, ez�ert a cs�ucsokba fut�o �elek sz�am�at �oss-
zegezve, azaz q-nak �es a c cs�ucssz�amnak a szorzat�at k�epezve, szint�en az �elesz�am
k�etszeres�et kapjuk:

qc = 2e.(2)

Figyelembe v�eve m�eg a

l − e+ c = 2(3)

Euler-rel�aci�ot, p �es q seg��ts�eg�evel l, e �es c kifejezhet}o: e = pl
2 , qc = pl =⇒ c = pl

q ,
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��gy

l − pl

2
+
pl

q
= 2 =⇒ l =

4q
2p+ 2q − pq

,

e =
2pq

2p+ 2q − pq
,

c =
4p

2p+ 2q − pq
.

2. (1)-b}ol �es (2)-b}ol az l = 2e
p , illetve c =

2e
q kifejez�est (3)-ba helyettes��tve, majd

2e-vel osztva �es rendezve azt kapjuk, hogy

1
p
+

1
q
=

1
2
+

1
e
.

Innen 1
e > 0 miatt az

1
p
+

1
q
>

1
2
⇔ 2p+ 2q > pq ⇔ pq − 2p− 2q < 0

⇔ 4− 2p+ pq − 2q < 4

⇔ 2(2− p) + q(2− p) < 4

⇔ (2− p)(2− q) < 4 ⇔ (p− 2)(q − 2) < 4

egyenl}otlens�eghez jutunk. Mivel p ≥ 3 �es q ≥ 3, k�ovetkezik, hogy (p−2)(q−2) ∈
{1, 2, 3}. �Igy p �es q �ert�ekeire a k�ovetkez}o lehet}os�egek ad�odnak:

p− 2 q − 2 p q

1 1 3 3
1 2 3 4
1 3 3 5
2 1 4 3
3 1 5 3

teh�at egy kv�aziregul�aris politop csakis (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3) �es (5, 3) t��pus�u
lehet. Az egyes t��pusok eset�en l-re, e-re �es c-re ad�od�o �ert�ekek kisz�am��that�ok az
1.-ben levezetett formul�ak alapj�an; ��gy megkapjuk a t�abl�azat �osszes adat�at.

�

Megjegyz�es. A most igazolt t�etel semmit sem sz�ol a kv�aziregul�aris poli-
topok lehets�eges t��pusainak l�etez�es�er}ol; erre a k�erd�esre k�es}obb, az euklideszi
geometria keretei k�oz�ott fogunk visszat�erni.
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II. EUKLIDESZI GEOMETRIA

6. Metrikus terek �es euklideszi vektorterek

6.1. Eml�ekeztet}o.

(1) Legyen M nem�ures halmaz. Egy

d : M ×M → R, (a, b) 7→ d(a, b)

f�uggv�enytM -en adott t�avols�agf�uggv�enynek nevezz�uk, ha eleget tesz a k�ovetkez}o
felt�eteleknek:

(M1) ∀a ∈M : d(a, a) = 0;

(M2) d(a, b) > 0, ha a 6= b;

(M3) d(a, b) = d(b, a) (szimmetria);

(M4) d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) (h�aromsz�og-egyenl}otlens�eg).

Egy t�avols�agf�uggv�ennyel ell�atott halmazt (eset�unkben az (M,d) p�art) metri-
kus t�ernek nevez�unk, elemeit pontokk�ent eml��tj�uk.
P�eld�ak.
(a) Ha M ⊂ R tetsz}oleges nem�ures halmaz, �es b�armely a, b ∈ M eset�en
d(a, b) := |a− b|, akkor d t�avols�agf�uggv�eny, amelyet a szok�asos R-beli
t�avols�agf�uggv�enynek h��vunk.
(b) Legyen n ∈ N∗, s legyen M tetsz}oleges nem�ures r�eszhalmaza Rn-nek. Ha

a = (α1, . . . , αn) ∈ M , b = (β1, . . . , βn) ∈ M �es d(a, b) :=
(∑n

i=1(αi − βi)2
) 12 ,

akkor d t�avols�agf�uggv�eny, amelyet azM -en adott euklideszi t�avols�agf�uggv�enynek
mondunk (ez n = 1 eset�en az (a)-beli p�eld�ara reduk�al�odik).

(2) Legyen M metrikus t�er a d t�avols�agf�uggv�ennyel, s tekints�uk M -nek egy
nem�ures A r�eszhalmaz�at. Az A r�eszhalmaz �atm�er}oj�en a

diamA := sup {d(a, b) ∈ R | (a, b) ∈ A×A}

b}ov��tett val�os sz�amot �ertj�uk. Ha diamA < ∞, akkor az A halmazt korl�atosnak
mondjuk. Egy p ∈M pont A-t�ol val�o t�avols�aga

dist(p,A) := inf {d(p, a) ∈ R | a ∈ A} .

(3) Legyen (M1, d1) �es (M2, d2) egy-egy metrikus t�er, s tekints�unk egy f : M1 →
M2 lek�epez�est.
(a) Azt mondjuk, hogy f folytonos egy a ∈M1 pontban, ha minden ε > 0 val�os
sz�amhoz van olyan δ > 0 val�os sz�am, hogy

p ∈M1 �es d1(a, p) < δ eset�en d2 (f(a), f(p)) < ε.

68



Ha ez a tulajdons�ag minden a ∈M1 pontban teljes�ul, akkor f -et M1-en folyto-
nosnak, vagy M1 M2-be val�o folytonos lek�epez�es�enek nevezz�uk.
(b) f -et egyenletesen folytonosnak mondjuk M1-en, ha minden ε > 0 val�os
sz�amhoz l�etezik olyan δ > 0 val�os sz�am, hogy

ha p, q ∈M1 �es dq(p, q) > δ, akkor d2 (f(p), f(q)) < ε.

Tulajdons�agok.
(a) Az f : M1 → M2 lek�epez�es akkor �es csak akkor folytonos egy a ∈ M1
pontban, ha minden olyan (an)n∈N∗ M1-beli sorozatra, amelyre limn→∞ an = a
teljes�ul, azt kapjuk, hogy limn→∞ f(an) = f(a) (

"
�atviteli elv").

(b) Ha az f : M1 → M2 lek�epez�es egyenletesen folytonos, akkor f M1 minden
pontj�aban folytonos.

(4) Az (M1, d1) �es (M2, d2) metrikus t�er k�oz�otti f : M1 → M2 lek�epez�est k-
Lipschitz-lek�epez�esnek mondjuk, ha van olyan k pozit��v val�os sz�am, hogy

∀a, b ∈M1 : d2 (f(a), f(b)) ≤ kd1(a, b);

speci�alisan k < 1 esetben kontrakci�or�ol (zsugor��t�asr�ol) besz�el�unk. Ha f k-
Lipschitz-lek�epez�es, akkor f egyenletesen folytonos. { Val�oban, tetsz}olegesen me-
gadva egy ε pozit��v val�os sz�amot, legyen δ := ε

k+1 . Ekkor

d1(a, b) < δ ⇒ d2 (f(a), f(b)) ≤ kd1(a, b) <
k

k + 1
ε < ε,

ami f egyenletes folytonoss�ag�at jelenti.

(5) LegyenM metrikus t�er a d t�avols�agf�uggv�ennyel. Egy (an)n∈N∗ M -beli soro-
zatot Cauchy-sorozatnak nevezz�uk, ha minden ε pozit��v val�os sz�amhoz megad-
hat�o n0 ∈ N∗ oly m�odon, hogy ha m,n ≥ n0, akkor d(am, an) < ε. Egy metrikus
teret teljesnek nevez�unk, ha benne minden Cauchy-sorozat konvergens.
P�eld�ak. Rn, ell�atva az euklideszi t�avols�agf�uggv�ennyel, minden n ∈ N∗

eset�en teljes metrikus t�er. A racion�alis sz�amok Q halmaza a szok�asos R-beli
t�avols�agf�uggv�ennyel ell�atva nem teljes metrikus t�er.

6.2. Lemma (a kontrakci�os elv { vagy a Banach-f�ele �xpontt�etel). Egy teljes
metrikus t�er minden kontrakci�oj�anak l�etezik egy �es csak egy �xpontja. Nevezete-
sen: haM teljes metrikus t�er �es f : M →M kontrakci�o, akkor l�etezik egyetlenegy
olyan a ∈M pont, hogy f(a) = a, s ez megkaphat�o tetsz}oleges a0 ∈M pontb�ol
kiindulva az a = limn→∞ fn(a0) hat�ar�ert�ekk�ent (fn := f ◦ · · · ◦ f (n t�enyez}o)).

Bizony��t�as. Mivel f kontrakci�o, van olyan λ ∈]0, 1[ val�os sz�am, hogy
tetsz}oleges p, q ∈ M eset�en d(f(p), f(q)) ≤ λd(p, q). Egy a0 ∈ M pont
kiv�alaszt�asa ut�an legyen

a1 := f(a0), a2 := f(a1) = f2(a0), . . . , an := f(an−1) = fn(a0).

�All��tjuk, hogy ekkor

(∗) ∀n ∈ N∗ : d(an+1, an) ≤ λnd(a1, a0).
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Val�oban, ez igaz n = 1-re, hiszen

d(a2, a1) = d(f(a1), f(a0)) ≤ λd(a1, a0),

s ha f�oltessz�uk, hogy d(an, an−1) ≤ λn−1d(a1, a0) (indukci�o), akkor

d(an+1, an) = d(f(an), f(an−1)) ≤ λd(an, an−1) ≤ λnd(a1, a0).

Legyen ezek ut�an m,n ∈ N∗; m > n. Mivel

d(an, am)
(M4)
≤ d(an, an+1) + d(an+1, am) ≤

≤ d(an, an+1) + d(an+1, an+2) + · · ·+ d(am−1, am)
(∗)
≤

(∗)
≤ (λn + λn+1 + · · ·+ λm−1)d(a1, a0) = λn(1 + λ+ · · ·+ λm−n+1)d(a1, a0) =

= λnλ
m−n − 1
λ− 1

d(a1, a0) =
λm − λn

λ− 1
d(a1, a0) =

=
λn − λm

1− λ
d(a1, a0) ≤

λn

1− λ
d(a1, a0),

k�ovetkezik, hogy az (an)n∈N sorozat Cauchy-sorozat.
�Igy (M,d) teljess�ege folyt�an l�etezik az

a := lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

fn(a0)

hat�ar�ert�ek. Mivel f kontrakci�o, az el}orebocs�atottak szerint f egyenletesen foly-
tonos, s ez�ert { speci�alisan { folytonos. �Igy az

"
�atviteli elv" alkalmaz�as�aval

f(a) = lim
n→∞

f(an) = lim
n→∞

an+1 = a

ad�odik, a teh�at �xpont. Ha b tov�abbi �xpontja f -nek, akkor

d(a, b) = d(f(a), f(b)) ≤ λd(a, b);

innen 0 ≤ (λ−1)d(a, b), ami λ−1 < 0 �es d(a, b) ≥ 0 folyt�an csak �ugy lehets�eges,
hogy d(a, b) = 0. Ez ut�obbib�ol (M2) alapj�an a = b k�ovetkezik.

�

6.3. De�n��ci�o. Legyen (M1, d1) �es (M2, d2) metrikus t�er. Egy f : M1 →M2
lek�epez�est izometri�anak nevez�unk, ha

(1) t�avols�agtart�o, azaz minden a, b ∈M1-re d2(f(a), f(b)) = d1(a, b) teljes�ul;

(2) sz�urjekt��v.

K�et metrikus teret izometrikusnak mondunk, ha l�etezik k�oz�ott�uk izometria.

6.4. Megjegyz�es. A t�avols�agtart�asb�ol ad�od�oan minden izometria injekt��v,
s ��gy { tekintettel a megk�ovetelt sz�urjekt��vs�egre { bijekt��v. Speci�alisan egy
metrikus teret �onmag�ara k�epez}o izometri�ak csoportot alkotnak a kompoz��ci�o
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m}uvelet�ere n�ezve, amelyet a metrikus t�er izomeriacsoport j�anak nevez�unk. Egy
M metrikus t�er izometriacsoportj�ara az I(M) jel�ol�est haszn�aljuk.

6.5. De�n��ci�o. Legyen (M1, d1) �es (M2, d2) legal�abb k�et pontot tartalmaz�o
metrikus t�er. Azt mondjuk, hogy egy f : M1 →M2 lek�epez�es hasonl�os�ag M1 �es
M2 k�oz�ott, ha

(1) ar�anytart�o: l�etezik olyan λ pozit��v val�os sz�am, hogy

∀(a, b) ∈M1 ×M2 : d2(f(a), f(b)) = λd1(a, b);

(2) sz�urjekt��v.

A λ pozit��v val�os sz�amot az f hasonl�os�ag ar�any�anak h��vjuk.

6.6. Megjegyz�esek.

(1) Mik�ent az izometri�ak, a hasonl�os�agok is bijekt��v lek�epez�esek. Egy λ ar�any�u
hasonl�os�ag inverze 1

λ ar�any�u hasonl�os�ag.

(2) Egy M metrikus teret �onmag�ara k�epez}o hasonl�os�agok csoportot alkotnak a
kompoz��ci�o m}uvelet�ere n�ezve; ezt a csoportot M hasonl�os�agi csoport j�anak ne-
vezz�uk �es Sim(M)-mel jel�olj�uk. Ha Sim(M) minden elem�ehez hozz�arendelj�uk az
ar�any�at, akkor egy Sim(M) → R∗

+ homomor�zmust kapunk a pozit��v val�os
sz�amok multiplikat��v csoportj�aba. Ennek a homomor�zmusnak a magja az
I(M) izometriacsoport. I(M) ilyen m�odon r�eszcsoportja Sim(M)-nek. Ez a
r�eszcsoport nem sz�uks�egk�eppen val�odi, p�eld�aul minden korl�atos M metrikus
t�er eset�en Sim(M) = I(M).

6.7. Eml�ekeztet}o.

1. Egy V val�os vektort�eren adott skal�aris szorzaton V ×V → R pozit��v de�nit
szimmetrikus biline�aris form�at �ert�unk. Euklideszi vektort�eren v�eges (de le-
gal�abb 1-) dimenzi�os, skal�aris szorzattal ell�atott val�os vektorteret �ert�unk. Az eu-
klideszi vektorterek skal�aris szorzat�at egy�ontet}uen a 〈, 〉 szimb�olummal jel�olj�uk,
s k�ul�on alkot�oelemk�ent nem szerepeltetj�uk a t�er jel�ol�es�eben.

2. Ha V euklideszi vektort�er, egy v ∈ V vektor hossza vagy norm�aja

‖v‖ := 〈v, v〉
1
2 . B�armely u, v ∈ V eset�en

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ ‖v‖ ,

ez a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz, r�oviden CBS-egyenl}otlens�eg. Ennek alkal-
maz�as�aval egyszer}uen levezethet}o a

‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ (u, v ∈ V )

�un. h�aromsz�og-egyenl}otlens�eg.
((CBS)-ben akkor �es csak akkor teljes�ul az egyenl}os�eg, ha a vektorok
line�arisan f�ugg}ok; a h�aromsz�og-egyenl}otlens�egben akkor �es csak akkor kapunk
egyenl}os�eget, ha a vektorok egyike nemnegat��v skal�arszorosa a m�asiknak.)

3. Euklideszi vektort�erben k�et vektort ortogon�alisnak nevez�unk, ha a skal�aris
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szorzatuk 0. Ha V n-dimenzi�os euklideszi vektort�er �es a b1, b2, . . . , bn vektorok
p�aronk�ent ortogon�alis, egys�eghossz�us�ag�u vektorok, azaz

〈bi, bj〉 = δij ; i, j ∈ {1, . . . , n} ,

akkor (bi)ni=1 b�azisa V -nek; egy ilyen b�azist ortonorm�alt b�azisnak nevez�unk. Ha
(bi)ni=1 ortonorm�alt b�azisa V -nek, akkor minden v ∈ V vektort egy�ertelm}uen
el}o�all��that�o a

v = 〈v, b1〉 b1 + · · ·+ 〈v, bn〉 bn
alakban; ez v-nek egy �un. Fourier-el}o�all��t�asa. Kiindulva V -nek egy tetsz}oleges
(v1, v2, . . . , vn) b�azis�ab�ol, k�epezhetj�uk a

b1 := v1, b2 := v2 −
〈v2, b1〉
〈b1, b1〉

b1, b3 := v3 −
〈v3, b1〉
〈b1, b1〉

b1 −
〈v3, b2〉
〈b2, b2〉

b2, . . . ,

bn := vn −
n∑

i=1

〈vn, bi〉
〈bi, bi〉

bi

vektorokat. Ezek p�aronk�ent ortogon�alis, nemz�erus vektorok, amelyekb}ol
egys�eghossz�us�ag�u vektorokat k�epezve, V -nek egy ortonorm�alt b�azis�ahoz jutunk.
Ez az elj�ar�as a Gram-Schmidt-f�ele ortogonaliz�aci�o.

4. Egy euklideszi vektorterek k�oz�otti ϕ : V → W lek�epez�est skal�arisszorzat-
tart�onak mondunk, ha 〈ϕ(u), ϕ(v)〉 = 〈u, v〉 teljes�ul minden u, v ∈ V vektor
eset�en. Egy euklideszi vektort�er �onmag�aba val�o skal�arisszorzat-tart�o lek�epez�eseit
ortogon�alis transzform�aci�oknak nevezz�uk. Megmutathat�o, hogy minden orto-
gon�alis transzform�aci�o line�aris transzform�aci�o, s hogy a V euklideszi vektort�er
egy ϕ : V → V transzform�aci�oj�ara a k�ovetkez}o tulajdons�agok ekvivalensek:

(i) ϕ ortogon�alis transzform�aci�o;

(ii) ϕ normatart�o line�aris transzform�aci�o;

(iii) ϕ valamely { �es ez�ert b�armely { ortonorm�alt b�azist ortonorm�alt b�azisba
viv}o line�aris transzform�aci�o.

A V euklideszi vektort�er ortogon�alis transzform�aci�oi a GL(V ) �altal�anos line�aris
csoportnak egy r�eszcsoportj�at alkotj�ak, amelyet ortogon�alis csoportnak ne-
vez�unk �es O(V )-vel jel�ol�unk.

5. Az Rn val�os vektort�er euklideszi vektort�er, ha ell�atjuk az �un. kanonikus
skal�aris szorzattal, amelyet az

〈a, b〉 := α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn, ha a = (α1, . . . , αn), b = (β1, . . . , βn)

el}o��r�as �ertelmez. Az is j�ol ismert, hogy Rn line�aris transzform�aci�oi term�eszetes
m�odon azonos��that�ok az n× n-es val�os m�atrixokkal, amelyek Rn elemein, mint
oszlopvektorokon, bal oldalr�ol val�o szorz�as form�aj�aban hatnak. Ilye m�odon
a kanonikus skal�aris szorz�assal ell�atott Rn vektort�er ortogon�alis csoportja
m�atrixcsoportnak tekinthet}o. Ezt O(n)-nel jel�olj�uk, s az elemeit ortogon�alis
m�atrixoknak h��vjuk. Szint�en ismert a line�aris algebr�ab�ol, hogy egy A ∈Mn(R)
m�atrixra a k�ovetkez}o tulajdons�agok ekvivalensek:

(i) A ∈ O(n);
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(ii) ∀v ∈ Rn: ‖Av‖ = ‖v‖;

(iii) A oszlopvektorai ortonorm�alt b�azist alkotnak Rn-ben;

(iv) A sorvektorai ortonorm�alt b�azist alkotnak Rn-ben;

(v) tAA = 1n;

(vi) A( tA) = 1n.

Egyszer}uen megmutathat�o, hogy egy euklideszi vektort�er egy line�aris transz-
form�aci�oja akkor �es csak akkor ortogon�alis transzform�aci�o, ha ortonorm�alt
b�azisra vonatkoz�oan ortogon�alis m�atrix reprezent�alja. Ebb}ol �es az ortogon�alis
m�atrixok im�enti jellemz�es�eb}ol k�ovetkezik, hogy egy ortogon�alis transzform�aci�o
determin�ansa csakis 1 vagy −1 lehet. Az 1 determin�ans�u, s enn�elfogva
ir�any��t�astart�o ortogon�alis transzform�aci�ok r�eszcsoportj�at alkotj�ak O(V )-nek, ezt
a r�eszcsoportot O+(V )-vel jel�olj�uk. Haszn�aljuk az

O−(V ) := {ϕ ∈ O(V ) | detϕ = −1}

jel�ol�est is, O−(V ) azonban nem r�eszcsoportja O(V )-nek.

7. Euklideszi a�n terek

7.1. De�n��ci�o.

(1) Egy (E, V,�) v�eges dimenzi�os val�os a�n teret euklideszi a�n t�ernek,
vagy egyszer}uen euklideszi t�ernek nevez�unk, ha az ir�anytere euklideszi
vektort�er. (Amennyiben f�elre�ert�es vesz�elye nem �all fenn, az euklideszi t�er
elnevez�est gyakran csak az E alaphalmazra haszn�aljuk.)

(2) K�et { nem f�olt�etlen�ul k�ul�onb�oz}o { euklideszi a�n teret izomorfnak mon-
dunk, ha l�etezik k�oz�ott�uk olyan a�n izomor�zmus, amelynek lineariz�altja
skal�arisszorzat-tart�o lek�epez�es az ir�anyterek k�oz�ott.

(3) Egy n-dimenzi�os (E, V,�) euklideszi a�n t�er Descartes-f�ele (vagy
ortonorm�alt) koordin�atarendszer�en olyan (O, (bi)ni=1) a�n koor-
din�atarendszert �ert�unk, ahol (bi)ni=1 ortonorm�alt b�azisa az ir�anyt�ernek.
Egy (Ai)ni=0 a�n b�azist szint�en Descartes-f�el�enek mondunk, ha(
A0,

(−−−−⇀
A0Ai

)n

i=1

)
Descartes-f�ele koordin�atarendszer.

7.2. �All��t�as. Minden n-dimenzi�os euklideszi a�n t�er izomorf a term�eszetes
a�n strukt�ur�aval �es a kanonikus skal�aris szorzattal ell�atott Rn val�os vek-
tort�errel.

Bizony��t�as. Legyen (E, V,�) n-dimenzi�os euklideszi a�n t�er, s jel�olj�unk ki
ebben egy (O, (bi)ni=1) Descartes-f�ele koordin�atarendszert. Ismert a line�aris al-
gebr�ab�ol { de k�ozvetlen�ul is k�onnyen ellen}orizhet}o {, hogy a

ϕB : V → Rn, v =
n∑

i=1

νibi 7→ ϕB(v) := (ν1, . . . , νn)
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lek�epez�es skal�arisszorzat-tart�o line�aris izomor�zmus V �es Rn k�oz�ott. Tekints�uk
ezut�an az

f : E→ Rn, A 7→ f(A) := (α1, . . . , αn), ha
−−⇀
OA= α1b1 + · · ·+ αnbn

lek�epez�est! Ekkor tetsz}oleges A,B ∈ E eset�en

−−⇀
AB=

−−⇀
OA − −−⇀OB=

n∑
i=1

βibi −
n∑

i=1

αibi =
n∑

i=1

(βi − αi)bi,

s ��gy

−−−−−−−−⇀
f(A)f(B):= f(B)− f(A) := (β1, . . . , βn)− (α1, . . . , αn) =

= (β1 − α1, . . . , βn − αn) = ϕB

(−−⇀
AB
)
;

f teh�at a�n lek�epez�es, amelynek lineariz�altja a ϕB : V → Rn skal�arisszorzat-
tart�o izomor�zmus. Ebb}ol (3.4 (4) �gyelembev�etel�evel) k�ovetkezik, hogy f izo-
mor�zmus az (E, V,�) �es az (Rn,Rn,−) euklideszi t�er k�oz�ott.

�

7.3. �All��t�as. Ha (E, V,�) euklideszi a�n t�er, akkor E metrikus t�er a

d : E× E→ R, (A,B) 7→ d(A,B) :=
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ = 〈−−⇀AB,−−⇀AB〉 1

2

t�avols�agf�uggv�ennyel.

Bizony��t�as.

(M1) Tetsz}oleges A ∈ E pont eset�en d(A,A) :=
∥∥∥−−⇀AA∥∥∥ 1.4(1)

= ‖0‖ = 0.

(M2) Ha A 6= B, akkor
−−⇀
AB 6= 0, s ��gy d(A,B) :=

∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ 6= 0 a skal�aris szorzat

pozit��v de�nits�ege miatt.

(M3) d(A,B) :=
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ 1.4(2)

=
∥∥∥− −−⇀BA∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀BA∥∥∥ =: d(A,B).

(M4) Tetsz}oleges A,B,C ∈ E pontok eset�en, f�olhaszn�alva az euklideszi vektorte-
rekben �erv�enyes h�aromsz�og-egyenl}otlens�eget,

d(A,C) :=
∥∥∥−−⇀AC∥∥∥ (A2)

=
∥∥∥−−⇀AB +

−−⇀
BC

∥∥∥ ≤ ∥∥∥−−⇀AB∥∥∥+∥∥∥−−⇀BC∥∥∥ = d(A,B)+d(B,C).

�

7.4. �All��t�as (az euklideszi t�erbeli szakaszok metrikus jellemz�ese). Legyenek
A �es B egy euklideszi t�er k�ul�onb�oz}o pontjai. Egy P 6∈ {A,B} pont akkor �es csak
akkor bels}o pontja az

−−−−
AB szakasznak, ha

d(A,P ) + d(P,B) = d(A,B).
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Bizony��t�as.

(1) Tegy�uk f�ol el}osz�or, hogy P ∈ Int
−−−−
AB. Ekkor van olyan τ ∈]0, 1[ val�os sz�am,

hogy a P pont helyzetvektora tetsz}oleges O pontra vonatkoz�oan

−−⇀
OP= (1− τ) −−⇀OA +τ

−−⇀
OB .

�Igy

d(A,P ) :=
∥∥∥−−⇀AP∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀OP − −−⇀OA∥∥∥ = ∥∥∥−τ −−⇀OA +τ

−−⇀
OB

∥∥∥ =
= τ

∥∥∥−−⇀OB − −−⇀OA∥∥∥ = τ
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ = τd(A,B),

d(P,B) :=
∥∥∥−−⇀PB∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀OB − −−⇀OP∥∥∥ = ∥∥∥−(1− τ)τ −−⇀OA +(1− τ) −−⇀OB

∥∥∥ =
= (1− τ)

∥∥∥−−⇀OB − −−⇀OA∥∥∥ = (1− τ)
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ = (1− τ)d(A,B),

k�ovetkez�esk�eppen

d(A,P ) + d(P,B) = τd(A,B) + (1− τ)d(A,B) = d(A,B).

(2) Megford��tva, tegy�uk f�ol, hogy d(A,P ) + d(P,B) = d(A,B), azaz hogy∥∥∥−−⇀AP∥∥∥ + ∥∥∥−−⇀PB∥∥∥ =
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ =

∥∥∥−−⇀AP +
−−⇀
PB

∥∥∥. Ekkor a 6.7 (2)-ben mondottakb�ol

k�ovetkez}oen van olyan λ > 0 val�os sz�am, hogy
−−⇀
AP= λ

−−⇀
PB. (λ = 0 nem lehet a

pontok k�ul�onb�oz}os�ege miatt.) Innen
−−⇀
OP − −−⇀OA= λ

(−−⇀
OB − −−⇀OP

)
, illetve

−−⇀
OP=

1
1 + λ

−−⇀
OA +

λ

1 + λ

−−⇀
OB

k�ovetkezik.
Ha τ := λ

1+λ , akkor
1

1+λ = 1− τ , τ ∈]0, 1[ �es −−⇀OP= (1− τ) −−⇀OA +τ
−−⇀
OB, ami azt

jelenti, hogy P ∈ Int
−−−−
AB.

�

7.5. K�ovetkezm�eny (a h�aromsz�og-egyenl}otlens�eg euklideszi a�n t�erben).
Ha A,B,C egy euklideszi t�er pontjai, akkor d(A,C) ≤ d(A,B) + d(B,C).

Egyenl}os�eg akkor �es csak akkor teljes�ul, ha B ∈−−−AC.

7.6. De�n��ci�o. Legyen (E, V,�) euklideszi a�n t�er. E-nek, mint a

d : E× E→ R, (A,B) 7→ d(A,B) :=
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥

t�avols�agf�uggv�ennyel ell�atott metrikus t�ernek az izometri�ait euklideszi izome-
tri�aknak, egybev�ag�os�agi transzform�aci�oknak vagy egybev�ag�os�agoknak is mond-
juk. Egy euklideszi t�er k�et ponthalmaz�at egybev�ag�onak nevezz�uk, ha van olyan
euklideszi izometria, amely az egyiket a m�asikra k�epezi le.
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Megjegyz�es. Euklideszi t�erben dolgozva mindig adottnak t�etelezz�uk a fen-
tiekben bevezetett d t�avols�agf�uggv�enyt. Az (E, V,�) euklideszi a�n t�er izo-
metriacsoportj�at (a kor�abban mondottaknak megfelel}oen) I(E)-vel jel�olj�uk.
Tov�abbi meggondol�asaink egyik c�elja �eppen az izometriacsoport szerkezet�enek
felder��t�ese (legal�abbis 2 �es 3 dimenzi�oban).

7.7. P�eld�ak. Vegy�unk alapul egy (E, V,�) euklideszi a�n teret.

(1) Transzl�aci�ok. Tegy�uk fel, hogy T : E → E transzl�aci�o, azaz olyan a�n
transzform�aci�o, amelynek lineariz�altja V identikus transzform�aci�oja: −⇀T= 1V .
Ekkor tetsz}oleges A,B ∈ E pontok eset�en

d(T (A), T (B)) =
∥∥∥−−−−−−−−−⇀T (A)T (B)

∥∥∥ = ∥∥∥−⇀T (−−⇀AB)∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ = d(A,B),

teh�at T t�avols�agtart�o. Bel�atjuk, hogy T sz�urjekt��v is. 3.11 (1)-b}ol tudjuk, hogy
T -hez l�etezik egy �es csak egy olyan u ∈ V vektor { az eltol�asi vektor {, hogy
−−−−−⇀
PT (P )= u, minden P ∈ E eset�en. Megadva tetsz}olegesen egy B pontot �es

kijel�olve egy O orig�ot, legyen A az
−−⇀
OA:=

−−⇀
OB −u helyzetvektor�u pont. Ekkor

−−−−−⇀
OT (A)=

−−⇀
OA +

−−−−−⇀
AT (A)=

−−⇀
OB −u+ u =

−−⇀
OB,

k�ovetkez�esk�eppen B = T (A), amivel igazoltuk T sz�urjekt��vs�eg�et. Ily m�odon
egy euklideszi a�n t�er transzl�aci�oi izometri�ak. A 3.11 (3)-ban mondottakb�ol
k�ovetkez}oen E �osszes transzl�aci�oi a V ir�anyt�er addit��v csoportj�aval izomorf
r�eszcsoportot alkotnak I(E)-ben.
(2) Ortogon�alis izometri�ak. R�ogz��tve egy O ∈ E orig�ot, tekints�uk E O-beli
vektoriz�altj�at, az EO vektorteret (1.5.). EO �es V k�oz�ott line�aris izomor�zmus a

�O : A ∈ EO 7−→ �O(A) :=
−−⇀
OA∈ V

lek�epez�es. Megk��v�anva, hogy �O legyen skal�arisszorzat-tart�o, EO term�eszetes
m�odon euklideszi vektort�err�e tehet}o.
Tekints�unk egy

−⇀
f ∈ O(V ) ortogon�alis transzform�aci�ot, s legyen

f := �−1f(O)◦
−⇀
f ◦�O

(v.�o. 3.3 (2)). Ekkor f nyilv�anval�oan bijekt��v. Mivel tetsz}oleges A ∈ E pont
eset�en

f(A) := �−1f(O)
−⇀
f
(−−⇀
OA
)
⇒ �f(O)(f(A)) =

−⇀
f
(−−⇀
OA
)
⇒

⇒
−−−−−−−−⇀
f(O)f(A)=

−⇀
f
(−−⇀
OA
)
,

3.2.-b}ol k�ovetkezik, hogy f a�n transzform�aci�o. Ezt felhaszn�alva,

∀A,B ∈ E : d(f(A), f(B)) :=
∥∥∥−−−−−−−−⇀f(A)f(B)

∥∥∥ =
=
∥∥∥−⇀f (−−⇀AB)∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ := d(A,B);

f teh�at t�avols�agtart�o, s ily m�odon izometria. Az ortogon�alis transzform�aci�okb�ol
��gy konstru�alhat�o { vel�uk orig�o r�ogz��t�ese ut�an azonos��that�o { izometri�akat or-
togon�alis izometri�aknak nevezz�uk.
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K�ovetkez}o meggondol�asaink annak megmutat�as�ara ir�anyulnak, hogy a be-
mutatott p�eld�ak kimer��tik az euklideszi izometri�ak alapt��pusait. Els}o nagyobb
eredm�eny�unk legfontosabb mondanival�oja az lesz, hogy egy euklideszi a�n t�er
minden izometri�aja a�nit�as.

7.8. Lemma. Legyen (E, V,�) euklideszi a�n t�er; O,A,B ∈ E, s tegy�uk

f�ol, hogy
−−⇀
OA �es

−−⇀
OB egys�egvektor. Ebben az esetben

−−⇀
OA �es

−−⇀
OB akkor �es csak

akkor mer}oleges, ha d(A,B) =
√
2.

Bizony��t�as.

d(A,B) =
√
2 ⇔ (d(A,B))2 = 2 ⇔

∥∥∥−−⇀AB∥∥∥2 = 2 ⇔

⇔
∥∥∥−−⇀AB − −−⇀OA∥∥∥2 = 2 ⇔

〈−−⇀
OB − −−⇀OA,−−⇀OB − −−⇀OA

〉
= 2 ⇔

⇔
∥∥∥−−⇀OB∥∥∥2 + ∥∥∥−−⇀OA∥∥∥2 − 2

〈−−⇀
OB,

−−⇀
OA
〉
= 2 ⇔

〈−−⇀
OA,
−−⇀
OB

〉
= 0.

�

7.9. Lemma. Ha egy euklideszi a�n t�er egy izometri�aja egy a�n b�azis
minden tagj�at �xen hagyja, akkor az izometria az identikus transzform�aci�o.

Bizony��t�as. Legyen adva az (E, V,�) euklideszi a�n t�er. Tegy�uk f�ol, hogy
f : E → E izometria, amely egy (Ai)ni=0 a�n b�azis minden tagj�at �xen hagyja:
f(Ai) = Ai, i ∈ {0, 1, . . . , n}. V�alasszunk egy tetsz}oleges P ∈ E pontot, s legyen
P ′ := f(P ). Meg fogjuk mutatni, hogy P ′ = P .

Tekints�uk azt az
(
O,
(−−−⇀
OAi

)n

i=1

)
a�n koordin�atarendszert, ahol O := A0. A

felt�etel alapj�an

∀i ∈ {0, 1, . . . , n} : d(Ai, P ) = d(f(Ai), f(P )) = d(Ai, P
′) ⇒

⇒
∥∥∥−−−⇀AiP

∥∥∥ = ∥∥∥−−−⇀AiP
′
∥∥∥ .

Ez i = 0 eset�en azt jelenti, hogy
∥∥∥−−⇀OP∥∥∥ =

∥∥∥−−−⇀OP ′∥∥∥. Ha i ∈ {1, . . . , n}, akkor
−−−⇀
AiP=

−−−⇀
AiO +

−−⇀
OP=

−−⇀
OP − −−−⇀OAi �es

−−−⇀
AiP

′=
−−−⇀
OP ′ − −−−⇀OAi alapj�an∥∥∥−−−⇀AiP

∥∥∥ = ∥∥∥−−−⇀AiP
′
∥∥∥ ⇔

∥∥∥−−−⇀AiP
∥∥∥2 = ∥∥∥−−−⇀AiP

′
∥∥∥2 ⇔

⇔
∥∥∥−−⇀OP − −−−⇀OAi

∥∥∥2 = ∥∥∥−−⇀OP − −−−⇀OAi

∥∥∥2 ⇔

⇔
〈−−⇀
OP − −−−⇀OAi,

−−⇀
OP − −−−⇀OAi

〉
=

=
〈−−−⇀
OP ′ − −−−⇀OAi,

−−−⇀
OP ′ − −−−⇀OAi

〉
⇔

⇔
∥∥∥−−⇀OP∥∥∥2 − 2

〈−−⇀
OP,

−−−⇀
OAi

〉
+
∥∥∥−−−⇀OAi

∥∥∥2 =
=
∥∥∥−−−⇀OP ′∥∥∥2 − 2

〈−−−⇀
OP ′,

−−−⇀
OAi

〉
+
∥∥∥−−−⇀OAi

∥∥∥2 ⇔

⇔
〈−−−⇀
OP ′ − −−⇀OP,−−−⇀OAi

〉
= 0.
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Ez azt jelenti, hogy az
−−−⇀
OP ′ − −−⇀OP vektor ortogon�alis az

(−−−⇀
OAi

)n

i=1
b�azis minden

tagj�ara, s enn�elfogva V minden vektor�ara, amib}ol
−−−⇀
OP ′ − −−⇀OP= 0, P ′ = P

k�ovetkezik.

�

7.10. T�etel. Egy euklideszi a�n t�er izometri�ai pontosan azok az a�nit�asok,
amelyeknek lineariz�altja ortogon�alis transzform�aci�o.

Bizony��t�as. Vegy�uk alapul az (E, V,�) n-dimenzi�os euklideszi a�n teret.

(1) Ha f ∈ A�(E) �es −⇀f ∈ O(V ), akkor f ∈ I(E). Val�oban, tetsz}oleges A,B ∈ E
pontok eset�en

d(f(A), f(B)) :=
∥∥∥−−−−−−−−⇀f(A)f(B)

∥∥∥ = ∥∥∥−⇀f (−−⇀AB)∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ := d(A,B),

felhaszn�alva, hogy ortogonalit�asa miatt
−⇀
f normatart�o.

(2) Megford��tva, tegy�uk fel, hogy f ∈ I(E). Kiv�alasztva egy A0 ∈ E pontot,
tekints�uk azt a T : E → E transzl�aci�ot, amelynek eltol�asi vektora (3.11 (1)) az
−−−−−−−⇀
f(A0)A0 vektor. T , mint l�attuk, izometria, ��gy izometria a

g := T ◦ f

lek�epez�es. g-nek A0 �xpontja, ugyanis tetsz}oleges O orig�ot v�eve, az eltol�asi vek-
tor konstans volta alapj�an

−−−−−−⇀
Og(A0)=

−−−−−−−−−⇀
OT (f(A0))=

−−−−−−⇀
Of(A0) +

−−−−−−−−−−−−−⇀
f(A0)T (f(A0))=

=
−−−−−−⇀
Of(A0) +

−−−−−−−⇀
f(A0)A0=

−−−⇀
OA0

ad�odik, amib}ol val�oban g(A0) = A0 k�ovetkezik.
Megmutatjuk, hogy g = T ◦ f a�nit�as, amelynek lineariz�altja ortogon�alis tran-

szform�aci�o. V�alasszunk egy A0 orig�oj�u
(
A0,

(−−−−⇀
A0Ai

)n

i=1

)
ortonorm�alt koor-

din�atarendszert, s legyen Bi := g(Ai), i ∈ {1, . . . , n}. Ekkor
(−−−−⇀
A0Bi

)n

i=1
szint�en

ortonorm�alt b�azisa V -nek, ugyanis

∀i ∈ {1, . . . , n} :
∥∥∥−−−−⇀A0Bi

∥∥∥ = ∥∥∥−−−−−−−−−⇀g(A0)g(Ai)
∥∥∥ =

= d(g(A0), g(A1)) = d(A0, A1) =
∥∥∥−−−−⇀A0Ai

∥∥∥ = 1,

teh�at a tagjai egys�eghossz�uak, s mivel

∀i 6= j ∈ {1, . . . , n} : d(Bi, Bj) = d(g(Ai), g(Aj)) = d(Ai, Aj)
7.8.
=
√
2,

(szint�en) 7.8.-b�ol k�ovetkezik, hogy
〈−−−−⇀
A0Bi,

−−−−⇀
A0Bj

〉
= 0. Tekintettel a line�aris

lek�epez�esek alapt�etel�ere, l�etezik pontosan egy olyan ϕ : V → V line�aris transz-
form�aci�o, amelyre

ϕ
(−−−−⇀
A0Ai

)
=
−−−−−−−−−⇀
g(A0)g(Ai)=

−−−−⇀
A0Bi (1 ≤ i ≤ n)
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teljes�ul. ϕ r�aad�asul ortogon�alis transzform�aci�o, hiszen ortonorm�alt b�azist orto-
norm�alt b�azisba visz �at. 3.5. alapj�an l�etezik egy �es csak egy olyan h ∈ A�(E)
a�nit�as, hogy

h(A0) = A0 �es −⇀
h= ϕ−1.

Ekkor tetsz}oleges i ∈ {1, . . . , n} index eset�en

−−−−−−−⇀
A0h(Bi)=

−−−−−−−−−−⇀
h(A0)h(Bi)=

−⇀
h
(−−−−⇀
A0Bi

)
= ϕ−1

(−−−−⇀
A0Bi

)
=
−−−−⇀
A0Ai,

k�ovetkez�esk�eppen h(Bi) = Ai, s enn�elfogva

h ◦ g(Ai) = h(Bi) = Ai (1 ≤ i ≤ n).

Mivel h ◦ g(A0) = A0 is teljes�ul, a h ◦ g izometria az (Ai)ni=0 a�n b�azis minden
tagj�at �xen hagyja, s ez�ert a 7.9. lemma �ertelm�eben h ◦ g = 1E. Innen g = h−1,
ami azt jelenti, hogy g is a�nit�as, hiszen a�nit�as inverze. V�eg�ul 3.4.(4) �gyelem-

bev�etel�evel −⇀g=
−−⇀
h−1=

(−⇀
h
)−1

=
(
ϕ−1

)−1
= ϕ, g lineariz�altja teh�at ortogon�alis

transzform�aci�o.

�

8. Az euklideszi terek izometri�ainak �es hasonl�os�againak

szerkezete

8.1. Eml�ekeztet}o.

(1) Legyen V euklideszi vektort�er, U pedig alterre V -nek. Ekkor az U alt�er

U⊥ := {v ∈ V | ∀u ∈ U : 〈u, v〉 = 0}

ortogon�alis komplementere is alt�er, s teljes�ulnek a k�ovetkez}ok:

(i) V = U ⊕ U⊥, U⊥⊥ = U .

(ii) A

πU : V → V, v 7→ πU (v) := u,

ha v = u+ w; u ∈ U,w ∈ U⊥

transzform�aci�o line�aris; Im(πU ) = U , Ker(πU ) = U⊥ . Ezt a transz-
form�aci�ot az U alt�erre val�o mer}oleges vet��t�esnek (ortogon�alis pro-
jekci�onak) h��vjuk, a πU (v) vektor a v vektor U -beli ortogon�alis vet�ulete.
Az ortogon�alis vet�ulet norm�aja sohasem nagyobb a vektor norm�aj�an�al, ez
az �un. Bessel-egyenl}otlens�eg. K�ozvetlen�ul kiolvashat�o a de�n��ci�ob�ol, hogy
π2U = πU . Ha (ei)ki=1 ortonorm�alt b�azisa az U alt�ernek, akkor az U -ra val�o
mer}oleges vet��t�es explicite megadhat�o a

πU (v) =
k∑

i=1

〈v, ei〉 ei (v ∈ V )

formul�aval.
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(2) (Az ortogon�alis transzform�aci�ok szerkezete) Legyen V n-dimenzi�os eukli-
deszi vektort�er, ϕ pedig ortogon�alis transzform�aci�oja V -nek. V felbomlik a ϕ
transzform�aci�o legfeljebb k�etdimenzi�os, p�aronk�ent ortogon�alis invari�ans alterei-
nek direkt �osszeg�ere, s ebb}ol k�ovetkez}oen l�etezik V -nek olyan ortonorm�alt b�azisa,
amelyre vonatkoz�oan ϕ m�atrixa a

1p

−1q

R�1
. . .

R�r


alak�u t�omb-diagon�alis m�atrix, ahol 1p �es 1q a p × p-es, illetve a q × q-as
egys�egm�atrix,

R�k
:=

(
cos�k − sin�k

sin�k cos�k

)
, 1 ≤ k ≤ r;

p + q + r = n. Ez az alak a t�omb�ok sorrendj�et}ol eltekintve egy�ertelm}u, ha
megk�ovetelj�uk, hogy minden k ∈ {1, . . . , r}-re 0 < �k < π legyen.

8.2. De�n��ci�o �es lemma. Legyen V n-dimenzi�os euklideszi vektort�er (n ≥
1), U altere V -nek, s tekints�uk a V = U ⊕ U⊥ ortogon�alis direkt felbont�ast. A

σU : V → V, v 7→ σU (v) := u− w,
ha v = u+ w; u ∈ U,w ∈ U⊥

transzform�aci�ot az U alt�erre val�o (line�aris) t�ukr�oz�esnek nevezz�uk. Erre
�erv�enyesek a k�ovetkez}ok:

(1) σU = 2πU − 1V , ��gy σU val�oban line�aris transzform�aci�o.

(2) σU ortogon�alis transzform�aci�o.

(3) σ2U = 1V { σU invol�uci�o.

(4) σU �xvektorai az U alt�er vektorai �es csakis ezek.

(5) Ha V legal�abb k�etdimenzi�os, U hiperaltere V -nek, −⇀n∈ U⊥ pedig
egys�egvektor, akkor

∀v ∈ V : σU (v) = v − 2
〈
v,−⇀n

〉 −⇀n .

Bizony��t�as.

(1) Legyen v = u+ w; u ∈ U , w ∈ U⊥. Ekkor

(2πU − 1V )(v) = 2πU (v)− v
8.1.(ii)
= 2u− (u+ w) = u− w =: σU (v).

(2) Az el}obbi jel�ol�esekkel

‖σU (v)‖ = ‖u− w‖ = 〈u− w, u− w〉
1
2 = 〈u+ w, u+ w〉

1
2 = ‖v‖ ,
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hiszen 〈u,w〉 = 0, σU teh�at normatart�o. A linearit�as �es a normatart�as ekvivalens
az ortogonalit�assal (6.7.(4)).

(3)

σ2U = σU ◦ σU
(1)
= (2πU − 1V ) ◦ (2πU − 1V ) = 4π2U − 4πU + 1V =

8.1.(ii)
= 4πU − 4πU + 1V = 1V .

(4) Legyen v = u+ w; u ∈ U , w ∈ U⊥ .

σU (v) = v ⇔ u− w = u+ w ⇔ w = 0 ⇔ v ∈ U.

(5) Ha U hiperalt�er, azaz (n − 1)-dimenzi�os alt�er, akkor (V = U ⊕ U⊥ miatt)
dimU⊥ = 1, s ez�ert az −⇀n∈ U⊥ egys�egvektor ortonorm�alt b�azisa U⊥-nek. Te-
kintve egy v = u+ w (u ∈ U , w ∈ U⊥) vektort, itt w = λ −⇀n ��rhat�o.
�Igy

〈
v,−⇀n

〉
=
〈
u+ λ −⇀n,−⇀n

〉
= λ

〈−⇀n,−⇀n 〉 = λ (hiszen
〈
u,−⇀n

〉
= 0), k�ovet-

kez�esk�eppen w =
〈
v,−⇀n

〉 −⇀n . Ezt �gyelembe v�eve,
σU (v) := u− w = v − 2w = v − 2

〈
v,−⇀n

〉 −⇀n,
amit �all��tottunk.

�

8.3. Lemma. Egy legal�abb k�etdimenzi�os euklideszi vektort�er minden
ir�any��t�asv�alt�o ortogon�alis transzform�aci�oja el}o�all��that�o egy ir�any��t�astart�o or-
togon�alis transzform�aci�o �es egy hiperalt�erre val�o (line�aris) t�ukr�oz�es kom-
poz��ci�ojak�ent.

Bizony��t�as. Legyen V n-dimenzi�os euklideszi vektort�er (n ≥ 2), ϕ ∈ O−(V ).
Jel�olj�uk ki V -nek egy U (n − 1)-dimenzi�os alter�et, s legyen (ui)

n−1
i=1 b�azisa U -

nak, un pedig egys�egvektora U⊥-nek. Ekkor (ui)ni=1 ortonorm�alt b�azisa V -nek.
Tekints�uk a σU line�aris t�ukr�oz�est. Ennek az u1, . . . , un−1 vektorok �xvektorai
(8.2.(4)), m��g

σU (un)
8.2.(5)
= un − 2 〈un, un〉un = un − 2un = −un;

teh�at σU m�atrixa az (u1, . . . , un−1, un) b�azisra vonatkoz�oan
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

0 0
. . . 0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

 .

�Igy detσU = −1 . Ha ψ := σU ◦ ϕ, akkor ϕ ortogon�alis transzform�aci�o (mert
ilyenek kompoz��ci�oja), �es

detψ = det(σU ◦ ϕ) = detσU detϕ = (−1) · (−1) = 1
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folyt�an ψ ∈ O+(V ). Mivel σ2U = 1V , σU invert�alhat�o, s az inverze �onmaga. �Igy a
ψ = σU ◦ϕ rel�aci�ob�ol ϕ = σU ◦ψ, amivel ϕ-t egy ir�any��t�astart�o ortogon�alis tran-
szform�aci�o �es egy hiperalt�erre vonatkoz�o t�ukr�oz�es kompoz��ci�ojak�ent �all��tottuk
el}o.

�

Megjegyz�esek.

(1) Az ir�any��t�astart�o ortogon�alis transzform�aci�okat a vektort�er forg�asaik�ent, az
ir�any��t�asval�okat pedig a nemval�odi forg�asaik�ent is eml��tj�uk.

(2) A k�ovetkez}okben egy a�n t�er egy B a�n alter�eben ir�anyter�ere a −⇀B jel�ol�est
is fogjuk haszn�alni.

8.4. De�n��ci�o. Legyen (E, V,�) leal�abb k�etdimenzi�os euklideszi a�n t�er.

(1) Amennyiben H hipers��kja E-nek, �ugy az egydimenzi�os
(−⇀H)⊥ alt�er

tetsz}oleges gener�atorelem�et H egy norm�alvektor�anak nevezz�uk. Ha ez {
r�aad�asul { egys�egvektor, akkor norm�alegys�egvektorr�ol besz�el�unk.

(2) Legyen l egyenese, B pedig legal�abb egydimenzi�os a�n altere E-nek. Azt
mondjuk, hogy l �es B mer}olegesek �es az l⊥B jel�ol�est haszn�aljuk, ha az
−⇀
l �es −⇀B ir�anyt�erre −⇀l ⊂

(−⇀B)⊥ (vagy { ekvivalens m�odon { −⇀B⊂
(−⇀
l
)⊥

)

teljes�ul.

(3) E H1 �es H2 hipers��kjait mer}olegeseknek nevezz�uk, s ilyenkor is a H1⊥H2

jel�ol�est haszn�aljuk, ha
(−⇀H1

)⊥
⊂−⇀H2 (vagy

(−⇀H2

)⊥
⊂−⇀H1).

Megjegyz�es. K�ozvetlen�ul ad�odik a de�n��ci�ob�ol, hogy k�et egyenes, il-
letve k�et hipers��k akkor �es csak akkor mer}oleges, ha ir�anyvektoraik, illetve
norm�alvektoraik ortogon�alisak.

8.5. �All��t�as (a hipers��kok Hesse-f�ele egyenlete). Egy O orig�o r�ogz��t�ese ut�an
egy legal�abb k�etdimenzi�os euklideszi a�n t�er minden hipers��kj�anak egyenlete
megadhat�o 〈

−⇀x − −−⇀OA,−⇀n
〉
= 0

alakban, ahol A a hipers��k egy tetsz}olegesen r�ogz��tett pontja, −⇀n a hipers��k egy
norm�alvektora, −⇀x pedig egy szimb�olum. (Ez azt jelenti, hogy a t�er egy P pontja

akkor �es csak akkor illeszkedik a hipers��kra, ha
〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
.)

Bizony��t�as. Legyen H hipers��kja az E euklideszi a�n t�ernek, A ∈ H,
−⇀n∈

(−⇀H)⊥ \ {0}. Tekints�uk a

H̃ :=
{
P ∈ E |

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉}

82



ponthalmazt. Nyilv�anval�oan azt kell bel�atnunk, hogy H̃ = H.
Ha P ∈ H, akkor az a�n alterek de�n��ci�oja �ertelm�eben

−−⇀
AP=

−−⇀
OP − −−⇀OA∈−⇀H; ��gy〈−−⇀

OP − −−⇀OA,−⇀n
〉
= 0, ami azt jelenti, hogy P ∈ H̃.

Megford��tva, ha P ∈ H̃, s enn�elfogva
〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
=
〈−−⇀
AP,−⇀n

〉
= 0, akkor

−−⇀
AP∈

(
L
(−⇀n ))⊥ =

(−⇀H)⊥⊥ =−⇀H, amib}ol P ∈ H k�ovetkezik (ism�et az a�n alterek

de�n��ci�oja alapj�an).
Ezzel igazoltuk, hogy H �es H̃ k�olcs�on�osen tartalmazza egym�ast.

�

8.6. Lemma �es de�n��ci�o. Legyenek A �es B egy legal�abb k�etdimenzi�os
euklideszi a�n t�er k�ul�onb�oz}o pontjai. A t�er azon pontjai, amelyek A-t�ol �es B-
t}ol ugyanakkora t�avols�agra vannak,

−−⇀
AB norm�alvektor�u hipers��kot alkotnak. Ezt

a hipers��kot az
−−−−
AB szakasz felez}omer}oleges hipers��k j�anak nevezz�uk.

Bizony��t�as. Legyen E az alapulvett euklideszi a�n t�er,

H := {P ∈ E | d(P,A) = d(P,B)} .

Tekints�uk
−−−−
AB F felez}opontj�at. Ekkor F ∈ H, �es a k�ovetkez}o meg�allap��t�asok

tehet}ok:

P ∈ H ⇔
∥∥∥−−⇀PA∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀PB∥∥∥ ⇔

∥∥∥−−⇀FA − −−⇀FB∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀FB − −−⇀FP∥∥∥ ⇔

⇔
∥∥∥−−⇀FA − −−⇀FB∥∥∥2 = ∥∥∥−−⇀FB − −−⇀FP∥∥∥2 ⇔

⇔
∥∥∥−−⇀FA∥∥∥2 − 2

〈−−⇀
FA,
−−⇀
FP
〉
+
∥∥∥−−⇀FP∥∥∥2 = ∥∥∥−−⇀FB∥∥∥2 − 2

〈−−⇀
FB,

−−⇀
FP
〉
+
∥∥∥−−⇀FP∥∥∥2 ⇔

⇔
〈−−⇀
FA,
−−⇀
FP
〉
=
〈−−⇀
FB,

−−⇀
FP
〉
⇔

〈−−⇀
FP,

−−⇀
FB − −−⇀FA

〉
= 0 ⇔

⇔
〈−−⇀
OP − −−⇀OF,−−⇀AB

〉
= 0

8.5.⇔

⇔ P illeszkedik az F ponton �atmen}o,
−−⇀
AB norm�alvektor�u hipers��kra.

�

8.7. �All��t�as (Pitagorasz t�etele). Ha A, B �es C egy legal�abb k�etdimenzi�os
euklideszi a�n t�er k�ul�onb�oz}o pontjai, akkor

(d(A,B))2 + (d(B,C))2 = (d(A,C))2 ⇔
←−→
AB ⊥

←−→
BC .

Bizony��t�as.

(d(A,B))2 + (d(B,C))2 = (d(A,C))2 ⇔
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥2 + ∥∥∥−−⇀BC∥∥∥2 = ∥∥∥−−⇀AC∥∥∥2 ⇔

⇔
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥2 + ∥∥∥−−⇀BC∥∥∥2 = ∥∥∥−−⇀AB +

−−⇀
BC

∥∥∥2 ⇔

⇔
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥2 + ∥∥∥−−⇀BC∥∥∥2 = ∥∥∥−−⇀AB∥∥∥2 + ∥∥∥−−⇀BC∥∥∥2 + 2

〈−−⇀
AB,

−−⇀
BC

〉
⇔

⇔
〈−−⇀
AB,

−−⇀
BC

〉
= 0 ⇔

←−→
AB ⊥

←−→
BC

(�gyelembe v�eve, hogy
−−⇀
AB 6= 0,

−−⇀
BC 6= 0 a pontok k�ul�onb�oz}os�ege miatt).
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�

8.8. �All��t�as. Legyen H hipers��kja a legal�abb k�etdimenzi�os E euklideszi a�n
t�ernek. Tegy�uk fel, hogy −⇀n norm�alegys�egvektora, A egy tetsz}oleges pontja H-
nak. Megadva egy P pontot, l�etezik egy �es csak egy olyan m egyenes, amely
illeszkedik a P pontra �es mer}oleges H-ra. Egy O orig�o r�ogz��t�ese ut�an �erv�enyesek
a k�ovetkez}ok:

(1) m param�eteres el}o�all��t�asa

−−⇀
OX=

−−⇀
OP +τ −⇀n, τ ∈ R.

(2) Az m egyenes abban a T pontban metszi a hipers��kot, amelynek helyzet-
vektora −−⇀

OT=
−−⇀
OP −

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n .

(3) dist(P,H) = d(P, T ) =
∣∣∣〈−−⇀OP − −−⇀OA,−⇀n〉∣∣∣ .

Bizony��t�as. A H hipers��kra mer}oleges m egyenesre a mer}olegess�eg de�n��ci�oja

alapj�an −⇀m⊂
(−⇀H)⊥ = L

(−⇀n ) kell, hogy teljes�ulj�on; m ir�anyvektorai teh�at −⇀n
nemz�erus skal�arszorosai { �es csakis ezek { lehetnek. Mivel m-nek illeszkednie
kell a P pontra, 1.19. �gyelembev�etel�evel k�ovetkezik m egy�ertelm}u l�etez�ese. A
mondottakb�ol az is vil�agos, hogy m pontjainak helyzetvektorai, s csakis ezek,
−−⇀
OX=

−−⇀
OP +τ −⇀n (τ ∈ R) alakban �all��that�ok el}o, amivel (1) is igazol�ast nyert.

8.5.-re tekintettel az m egyenes egy τ param�eter}u pontja akkor �es csak akkor
illeszkedik H-ra, ha

0 =
〈−−⇀
OP +τ −⇀n − −−⇀OA,−⇀n

〉
=
〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
+ τ ⇔

⇔ τ = −
〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
.

Ebb}ol k�ovetkezik, hogy a {T} := m ∩ H metsz�espont egy�ertelm}uen l�etezik, s
helyzetvektora

−−⇀
OT=

−−⇀
OP −

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n .

Innen
d(P, T ) :=

∥∥∥−−⇀PT∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀OT − −−⇀OP∥∥∥ = ∣∣∣〈−−⇀OP − −−⇀OA,−⇀n〉∣∣∣ .
Ha Q tetsz}oleges, T -t}ol k�ul�onb�oz}o pontja H-nak, akkor

←→
PT ⊥

←→
TQ, s ��gy a

Pitagorasz-t�etel alapj�an

(d(P,Q))2 = (d(P, T ))2 + (d(T,Q))2 > (d(P, T ))2 ⇒ d(P,Q) > d(P, T ),

k�ovetkez�esk�eppen d(P, T ) = dist(P,H) .

�

8.9. De�n��ci�o �es lemma. Legyen (E, V,�) legal�abb k�etdimenzi�os euklideszi
a�n t�er. Azt mondjuk, hogy a t�er P �es P ′ pontja szimmetrikus egy H hipers��kra
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n�ezve, ha H felez}omer}oleges hipers��kja a
−−−−
PP ′ szakasznak. Ebben az esetben a

P �es a P ′ pont egy tetsz}olegesen v�alasztott O pontra vonatkoz�o helyzetvektora
k�oz�ott az −−−⇀

OP ′=
−−⇀
OP −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n

�osszef�ugg�es �all fenn, ahol −⇀n norm�alegys�egvektora, A tetsz}olegesen r�ogz��tett
pontja H-nak. Azt a

σH : E→ E, P 7→ σH(P )

lek�epez�est, amelyn�el P �es σH(P) szimmetrikus H-ra n�ezve, ha P 6∈ H, P ∈ H
eset�en pedig σH(P ) := P , a H hipers��kra vonatkoz�o t�ukr�oz�esnek nevezz�uk,
s ilyenkor H-t szimmetrias��kk�ent eml��tj�uk. Ha speci�alisan dimH = 1, akkor H-t
szimmetriatengelynek, r�oviden tengelynek; mag�at a transzform�aci�ot tengelyes
t�ukr�oz�esnek h��vjuk. Tetsz}oleges P ∈ E pont eset�en a σH(P ) =: P ′ pont egy O
pontra vonatkoz�o helyzetvektora az

−−−⇀
OP ′=

−−⇀
OP −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n

formul�aval adhat�o meg.

Hipers��kra vonatkoz�o t�ukr�oz�es k�et-, illetve h�aromdimenzi�os esetben

Bizony��t�as. Tekintve egy P ∈ E \ H pontot, legyen T
"
a P -b}ol a H-ra

bocs�atott mer}oleges egyenes talppontja", azaz a P -re illeszked}o, H-ra mer}oleges
egyenes �es H metsz�espontja (8.8.). 8.6. �gyelembev�etel�evel vil�agos, hogy P �es
egy tov�abbi P ′ pont akkor �es csak akkor szimmetrikus H-ra n�ezve, ha T fe-

lez}opontja
−−−−
PP ′-nek, azaz ha

−−⇀
OT= 1

2

(−−⇀
OP +

−−−⇀
OP ′

)
. Innen

−−−⇀
OP ′= 2

−−⇀
OT − −−⇀OP 8.8.(2)

=
−−⇀
OP −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n .

Ez a formula P 6∈ H eset�en megadja a σH(P) helyzetvektor�at. Ha P ∈ H, akkor〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n= 0 (8.5.), ��gy

−−−⇀
OP ′=

−−⇀
OP , P ′ = P k�ovetkezik; teh�at ilyenkor

is a k��v�ant eredm�enyt kapjuk.

�

8.10. �All��t�as. Minden hipers��kra vonatkoz�o t�ukr�oz�es involut��v izometria,
amelynek �xpontjai a szimmetrias��k pontjai, �es csakis ezek. (Az involut��vs�ag azt
jelenti, hogy a transzform�aci�ot �onmag�aval kompon�alva az identit�ast kapjuk.)
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Bizony��t�as. Legyen H hipers��kja a legal�abb k�etdimenzi�os E euklideszi af-
�n t�ernek, s tegy�uk fel, hogy n norm�alegys�egvektora, A egy pontja H-nak.
R�ogz��ts�unk egy O orig�ot, s tekints�uk a σH t�ukr�oz�est. Tetsz}oleges P ∈ E pont
eset�en az el}oz}o lemma �ertelm�eben

−−−−−−⇀
OσH(P )=

−−⇀
OP −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n :=−−⇀OP −2λ −⇀n,

bevezetve a λ :=
〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
r�ovid��t�est. Ekkor

−−−−−−⇀
Oσ2H(P )=

−−⇀
OP −2λ −⇀n −2

〈−−⇀
OP −2λ −⇀n − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n=

=
−−⇀
OP −2λ −⇀n −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n +4λ −⇀n=

=
−−⇀
OP +2λ −⇀n −2λ −⇀n=−−⇀OP,

k�ovetkez�esk�eppen σ2H(P ) = P , s ��gy { P tetsz}olegess�ege folyt�an { σ2H = 1E, σH
teh�at invol�uci�o. Ebb}ol automatikusan k�ovetkezik, hogy σH invert�alhat�o (s ��gy
bijekt��v) �es σ−1H = σH.

σH(P ) = P ⇔
−−−−−−⇀
OσH(P )=

−−⇀
OP ⇔

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
= 0

8.5.⇔ P ∈ H,

σH �xpontjai teh�at a H-ra illeszked}o pontok �es csakis ezek.
Bel�atjuk v�eg�ul, hogy σH t�avols�agtart�o. Tetsz}oleges P,Q ∈ E eset�en

d(σH(P ), σH(Q)) =
∥∥∥−−−−−−−−−−−⇀σH(P )σH(Q)

∥∥∥ = ∥∥∥−−−−−−⇀OσH(P ) −
−−−−−−⇀
OσH(Q)

∥∥∥ =
=
∥∥∥−−⇀OQ − −−⇀OP −2〈−−⇀OQ − −−⇀OA,−⇀n〉 −⇀n +2

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
−⇀n
∥∥∥ =

=
∥∥∥−−⇀OQ − −−⇀OP −2〈−−⇀OQ − −−⇀OP,−⇀n〉 −⇀n∥∥∥ .

Bevezetve a −⇀v :=−−⇀OQ − −−⇀OP r�ovid��t�est,∥∥−⇀v −2 〈−⇀v ,−⇀n 〉 −⇀n∥∥2 = 〈−⇀v −2 〈−⇀v ,−⇀n 〉 −⇀n,−⇀v −2 〈−⇀v ,−⇀n 〉 −⇀n 〉 =
=
∥∥−⇀v ∥∥2 − 4

〈−⇀v ,−⇀n 〉 〈−⇀v ,−⇀n 〉+ 4
〈−⇀v ,−⇀n 〉2 〈−⇀n,−⇀n 〉 = ∥∥−⇀v ∥∥2

ad�odik, s ��gy

d(σH(P ), σH(Q)) =
∥∥∥−−⇀OQ − −−⇀OP∥∥∥ = ∥∥∥−−⇀PQ∥∥∥ = d(P,Q)

k�ovetkezik. Ezzel az �all��t�ast igazoltuk.

�

8.11. Lemma. Ha v �es w egy euklideszi vektort�er vektorai �es ‖v‖ = ‖w‖,
akkor l�etezik olyan U hiperalt�er, hogy σU (v) = w.

Bizony��t�as. Ha v = w, akkor minden v-t tartalmaz�o hiperalt�er megfelel. v 6=
w eset�en legyen U := (L (v − w))⊥ . Ekkor 1

‖v−w‖ (v −w) norm�alegys�egvektora

U -nak, �es 8.2.(5) alapj�an

σU (v) = v − 2
〈v, v − w〉
〈v − w, v − w〉

(v − w) =

= v − 2
‖v‖2 − 〈v, w〉

2 ‖v‖2 − 2 〈v, w〉
(v − w) = v − (v − w) = w.
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8.12. T�etel ( �Elie Cartan). Ha V n-dimenzi�os euklideszi vektort�er, akkor
V minden ortogon�alis transzform�aci�oja el}o�all��that�o legfeljebb n hiperalt�erre val�o
t�ukr�oz�es kompoz��ci�ojak�ent, vagy az identikus transzform�aci�o.

Bizony��t�as.

(1) Ha dimV = 1, akkor O(V ) = {1V ,−1V } . Itt −1V a {0}
"
hipers��kra" val�o

t�ukr�oz�es, s ez�ert az �all��t�as igaz. { Megjegyzend}o, hogy ebben az esetben 1V csak
p�aros sz�am�u t�ukr�oz�es kompoz��ci�ojak�ent kaphat�o meg, ez�ert kelett a t�etelt az
adott form�aban megfogalmazni.

(2) Tegy�uk fel, hogy n ≥ 2, �es hogy a t�etel igaz n-n�el kisebb dimenzi�oj�u eukli-
deszi vektorterekre. Legyen ϕ ∈ O(V ), s v�alasszunk egy tetsz}oleges v ∈ V \ {0}
vektort. Ha w := ϕ(v), akkor ‖w‖ = ‖v‖, s az el}orebocs�atott lemma alapj�an
l�etezik olyan hiperalt�erre val�o t�ukr�oz�es, jel�olje ezt σ, hogy σ(w) = v. 8.2.(2)
�ertelm�eben σ ortogon�alis transzform�aci�o, ��gy σ ◦ ϕ is az. Mivel σ ◦ ϕ(v) =
σ(w) = v, σ ◦ ϕ-nek v �xvektora, s ��gy L (v) (pontonk�ent �x) invari�ans al-
tere. A line�aris algebr�ab�ol ismert, hogy ortogon�alis transzform�aci�o invari�ans
alter�enek ortogon�alis komplementere, eset�unkben U := (L (v))⊥, is invari�ans
alt�er. dimU = n − 1, �es σ ◦ ϕ � szint�en ortogon�alis transzform�aci�o, ��gy az
indukci�os feltev�es �ertelm�eben el}o�all��that�o legfeljebb n − 1 U -beli hiperalt�erre
vonatkoz�o t�ukr�oz�es kompoz��ci�ojak�ent (vagy σ ◦ ϕ � U = 1U , de ekkor ϕ = σ, s
az �all��t�as igaz):

σ ◦ ϕ � U = σ1 ◦ · · · ◦ σk, k ≥ n− 1.

Itt minden σi (i ∈ {1, . . . , k}) t�ukr�oz�eshez megadhat�o egy −⇀ni∈ U egys�egvektor
�ugy, hogy

∀u ∈ U : σi(u) = u− 2 〈u,−⇀ni〉 −⇀ni .

Mivel V = L (v)⊕ U , minden z ∈ V vektor egy�ertelm}uen el}o�all��that�o a

z = λv + u; λ ∈ R, u ∈ U

alakban. Terjessz�uk ki a σi t�ukr�oz�eseket V transzform�aci�oiv�a a

σ̃i(z) = σ̃i(λv + u) := λv + σi(u) = λv + u− 2 〈u,−⇀ni〉 −⇀ni

el}o��r�assal! Mivel −⇀ni∈ U = (L (v))⊥, 〈v,−⇀ni〉 = 0, s ��gy

σ̃i(z) = z − 2 〈z,−⇀ni〉 −⇀ni (i ∈ {1, . . . , k})

��rhat�o, amib}ol vil�agos, hogy a σ̃i transzform�aci�ok val�oban V -beli hiperalterekre
val�o t�ukr�oz�esek. Ezek seg��ts�eg�evel σ ◦ ϕ a

σ ◦ ϕ = σ̃1 ◦ · · · ◦ σ̃k

alakban �all��that�o el}o, ahonnan

ϕ = σ ◦ σ̃1 ◦ · · · ◦ σ̃k

ad�odik, ami igazolja az �all��t�ast.
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Megjegyz�es. Tekintettel sz�amos alkalmaz�asra, a t�etel igen fontos. Ha eukli-
deszi vektort�er helyett egy K test f�ol�otti v�eges dimenzi�os, nemelfajul�o szimme-
trikus biline�aris form�aval ell�atott vektorteret venn�enk alapul, az �all��t�as akkor is
igaz maradna, de a bizony��t�as l�enyegesen nehezebb�e v�alna. Ez az �altal�anos��t�as
Jean Dieudonn�e nev�ehez f}uz}odik.

8.13. K�ovetkezm�eny. K�etdimenzi�os euklideszi vektort�er minden
ir�any��t�asv�alt�o ortogon�alis transzform�aci�oja (azaz nemval�odi forg�asa) orig�on
�atmen}o egyenesre (�un. vektoregyenesre) val�o t�ukr�oz�es; minden forg�asa k�et ilyen
t�ukr�oz�es kompoz��ci�oja.

8.14. K�ovetkezm�eny. Egy n-dimenzi�os euklideszi a�n t�er b�armely izome-
tri�aja el}o�all��that�o legfeljebb n+ 1 hipers��kra val�o t�uk�oz�es kompoz��ci�ojak�ent.

Bizony��t�as. Legyen (E, V,�) n-dimenzi�os euklideszi a�n t�er, f ∈ I(E).
(1) Ha f -nek l�etezik A �xpontja, akkor { azonos��tva a lineariz�altj�aval { az
EA vektoriz�alt ortogon�alis transzform�aci�ojak�ent interpret�alhat�o, s mint ilyen,
Cartan t�etele �ertelm�eben el}o�all��that�o legfeljebb n EA-beli hiperalt�erre vo-
natkoz�o t�ukr�oz�es kompoz��ci�ojak�ent. Ezek a t�ukr�oz�esek E-ben hipers��kra val�o
t�ukr�oz�eseket jelentenek, ��gy ekkor az �all��t�as igaz.

(2) Tegy�uk f�ol, hogy f -nek nincs �xpontja. V�alasszunk egy tetsz}oleges A pontot,

s tekints�uk ennek A′ := f(A) k�eppontj�at. Ha az
−−−−
AA′ szakasz felez}omer}oleges

hipers��kja H, akkor σH ◦ f olyan izometria, amely az A pontot �xen hagyja. �Igy
az (1)-ben mondottak szerint σH ◦ f el}o�all��that�o legfeljebb n sz�am�u H1, . . . ,Hk

hipers��kra val�o t�ukr�oz�es kompoz��ci�ojak�ent, azaz σH ◦ f = σH1 ◦ · · · ◦ σHk
��rhat�o,

ahonnan
f = σH ◦ σH1 ◦ · · · ◦ σHk

, 1 ≤ k ≤ n.

Ezzel az �all��t�ast igazoltuk.

�

8.15. Lemma. Euklideszi a�n t�er izometri�aj�anak �xpontjai a�n alteret
alkotnak.

Bizony��t�as. Legyen (E, V,�) euklideszi a�n t�er, f ∈ I(E), Fix(f) :=
{P ∈ E | f(P ) = P} . F�oltehetj�uk, hogy Fix(f) 6= ∅, ellenkez}o esetben ugyanis
az �all��t�as automatikusan igaz. Tetsz}olegesen r�ogz��tve egy O ∈ Fix(f) pontot,

P ∈ Fix(f) ⇒ −−⇀
OP=

−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−⇀
f
(−−⇀
OP
)
⇒ −−⇀

OP∈ V(1),

ahol V(1) az
−⇀
f ∈ O(V ) lineariz�alt 1 saj�at�ert�ek�ehez tartoz�o saj�ataltere. Meg-

ford��tva,

−−⇀
OP∈ V(1) ⇒ −−⇀

OP=
−⇀
f
(−−⇀
OP
)
=
−−−−−−−−⇀
f(O)f(P )=

−−−−−⇀
Of(P ) ⇒

⇒ f(P ) = P ⇒ P ∈ Fix(f).
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Ily m�odon
{−−⇀
OP∈ V | P ∈ Fix(f)

}
= V(1), amivel bel�attuk, hogy Fix(f) a�n

alt�er, s}ot az is kider�ult, hogy Fix(f) ir�anyter�et az
−⇀
f lineariz�alt 1 saj�at�ert�ek�ehez

tartoz�o saj�ataltere alkotja.

�

8.16. T�etel (az izometri�ak term�eszetes felbont�asa). Legyen (E, V,�) eukli-
deszi a�n t�er. B�armely f ∈ I(E) izometri�ahoz egy�ertelm}uen tal�alhat�o olyan
v ∈ V vektor �es g ∈ I(E) izometria, hogy

(1) Fix(g) := {P ∈ E | g(P ) = P} nem�ures;

(2) v ∈
−−−−−⇀
Fix(g) ;

(3) f = Tv ◦ g, ahol Tv a v eltol�asi vektorral rendelkez}o transzl�aci�o.

Ekkor Tv �es g felcser�elhet}o �es
−−−−−⇀
Fix(g)= Ker

(−⇀
f −1V

)
.

Bizony��t�as.

(1) Els}o l�ep�esk�ent azt mutatjuk meg, hogy

(∗) V = Ker
(−⇀
f −1V

)
⊕ Im

(−⇀
f −1V

)
.

Mivel a szerepl}o alterek dimenzi�oj�anak �osszege a nullit�as+rang t�etel �ertelm�eben
dimV -vel egyenl}o, ehhez elegend}o azt ellen}orizni, hogy az alterek ortogon�alisak.

Legyen u ∈ Ker
(−⇀
f −1V

)
, w ∈ Im

(−⇀
f −1V

)
. Ekkor

−⇀
f (u) = u, illetve l�etezik

olyan z ∈ V vektor, hogy w =
−⇀
f (z)− z. �Igy

〈u,w〉 =
〈−⇀
f (u),

−⇀
f (z)− z

〉
=
〈−⇀
f (u),

−⇀
f (z)

〉
−
〈−⇀
f (u), z

〉
= 〈u, z〉−〈u, z〉 = 0,

felhaszn�alva, hogy (7.10.-re tekintettel)
−⇀
f ortogon�alis transzform�aci�o. Ezzel

Ker
(−⇀
f −1V

)
�es Im

(−⇀
f −1V

)
ortogon�alis, s ez�altal (∗) teljes�ul�es�et igazoltuk.

(2) A levezetett rel�aci�o birtok�aban a bizony��t�as egyszer}uen 8.16.-ra val�o hi-
vatkoz�assal is befejezhet}o, hasznosabb lesz azonban, ha reproduk�aljuk 3.16.
bizony��t�as�anak gondolatmenet�et. R�ogz��ts�unk ebb}ol a c�elb�ol egy tetsz}oleges O

orig�ot. Tekintve az
−−−−−⇀
Of(O) vektort, ez (∗) alapj�an egy�ertelm}uen el}o�all��that�o

−−−−−⇀
Of(O)= v+

−⇀
f (z)− z; −⇀

f (v) = v, z ∈ V

alakban. Ha az A pontot az
−−⇀
AO= z el}o��r�assal de�n�aljuk, akkor

−−−−−⇀
Af(A)=

−−⇀
AO +

−−−−−⇀
Of(A)=

−−⇀
AO +

−−−−−⇀
Of(O) +

−−−−−−−−⇀
f(O)f(A)=

= z + v+
−⇀
f (z)− z+ −⇀f

(−−⇀
OA
)
= v+

−⇀
f (z)− −⇀f (z) = v;

��gy a v eltol�asi vektorral rendelkez}o Tv transzl�aci�ora Tv(A) = f(A) teljes�ul.
Tekints�uk ezut�an a

g := T−v ◦ f
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izometri�at. Mivel g(A) = T−v (f(A)) = T−v ◦ Tv(A) = T0(A) = A, A �xpontja
g-nek, teh�at Fix(f) 6= ∅. Fenn�all tov�abb�a, hogy

g ◦ Tv ◦ g−1
3.14.
= T−⇀g (v) = T−⇀

f (v) = Tv;

��gy
g ◦ Tv = Tv ◦ g,

azaz Tv �es g felcser�elhet}o.
Annak ellen}orz�ese van m�eg h�atra, hogy a v vektor �es a g izometria egy�ertelm}uen
meghat�arozott. Tegy�uk f�ol, hogy egy v′ ∈ V vektorral �es egy g′ ∈ I(E) izome-
tri�aval is teljes�ul, hogy

f = Tv′ ◦ g′, Fix(g′) 6= ∅,
−⇀
g′ (v′) = v′.

Ekkor
−−−−−⇀
Af(A)= v,

−−−−−−⇀
A′f(A′)= v′, s ��gy

−−−⇀
AA′=

−−−−−⇀
Af(A) +

−−−−−−⇀
f(A)A′=

−−−−−⇀
Af(A) +

−−−−−−−−−⇀
f(A)f(A′) +

−−−−−−⇀
f(A′)A′=

= v+
−⇀
f
(−−−⇀
AA′

)
− v′ ⇒

−−−⇀
AA′ − −⇀f

(−−−⇀
AA′

)
= v − v′.

Itt a jobb oldali vektor a Ker
(−⇀
f −1V

)
alt�erbe tartozik, a bal oldali pedig

Im
(−⇀
f −1V

)
-be, s mivel ezeknek csak a z�erusvektor a k�oz�os eleme, k�ovetkezik,

hogy v′ = v, amib}ol pedig g = g′ is ad�odik. (Az �all��t�asban szerepl}o, s az oko-

skod�asunk sor�an fel is haszn�alt Fix(g) = Ker
(−⇀
f −1V

)
tulajdons�ag vil�agos az

el}orebocs�atott lemm�ab�ol �es annak bizony��t�as�ab�ol.)

�

8.17. Megjegyz�es. Legyen (E, V,�) euklideszi a�n t�er. Egy f ∈ I(E) izo-
metri�anak akkor �es csak akkor van egyetlen �xpontja, ha Ker

(−⇀
f −1V

)
= {0};

ezt a pontot az izometria centrum�anak is h��vjuk. { Val�oban, 3.15.-ben m�ar meg-
mutattuk, hogy egy v�eges dimenzi�os a�n t�er egy a�n transzform�aci�oj�anak akkor
�es csak akkor van egyetlen �xpontja, ha a lineariz�altj�anak az 1 nem saj�at�ert�eke,

ami �eppen annyit jelent, hogy Ker
(−⇀
f −1V

)
= {0}. �Eszrev�etel�unk k�ovetke-

zik a 8.15. bizony��t�as�aban mondottakb�ol is: l�attuk, hogy a Fix(f) a�n alt�er

ir�anytere az
−⇀
f lineariz�alt 1 saj�at�ert�ekhez tartoz�o saj�ataltere, ��gy Fix(f) akkor

�es csak akkor egyelem}u, ha ez ut�obbi alt�er 0-dimenzi�os.

8.18. De�n��ci�o.

(1) Egy legal�abb k�etdimenzi�os euklideszi a�n t�er egy transzform�aci�oj�at
cs�usztatva t�ukr�oz�esnek nevezz�uk, ha el}o�all��that�o egy hipers��kra vonat-
koz�o t�ukr�oz�es �es egy olyan transzl�aci�o kompoz��ci�ojak�ent, amelynek eltol�asi
vektora a hipers��k ir�anyter�ebe es}o nemz�erus vektor.

(2) Az euklideszi a�n s��k egy ir�any��t�astart�o izometri�aj�at pont k�or�uli for-
gat�as nak mondjuk, ha egyetlen �xpontja van vagy az identikus tran-
szform�aci�o. A h�aromdimenzi�os euklideszi a�n t�er �xponttal rendelkez}o
ir�any��t�astart�o izometri�ait tengely k�or�uli forgat�asoknak h��vjuk.

90



Cs�usztatva t�ukr�oz�es k�et-, illetve h�aromdimenzi�os esetben

Pont k�or�uli, illetve tengely k�or�uli forgat�as

(3) A h�aromdimenzi�os euklideszi a�n t�er egy transzform�aci�oja

forgatva t�ukr�oz�es, ha nemidentikus tengely k�or�uli forgat�as �es a
tengelyre mer}oleges s��kra val�o t�ukr�oz�es kompoz��ci�oja;

csavarmozg�as, ha nemidentikus tengely k�or�uli forgat�as �es egy olyan
transzl�aci�o kompoz��ci�oja, amelynek eltol�asi vektora ir�anyvektora a
tengelynek.

Forgatva t�ukr�oz�es �es csavarmozg�as

8.19. Megjegyz�esek.

(1) A cs�usztatva t�ukr�oz�esek, forgatva t�ukr�oz�esek �es csavarmozg�asok
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el}o�all��t�as�aban szerepl}o transzform�aci�ok 8.16. �ertelm�eben felcser�elhet}ok.

(2) Legyen E h�aromdimenzi�os euklideszi a�n t�er, s tegy�uk fel, hogy f ∈ I(E)\1E

tengely k�or�uli forgat�as. Ekkor a de�n��ci�o �ertelm�eben
−⇀
f ∈ O+(V ), s ��gy a line�aris

algebr�ab�ol ismert m�odon alkalmas (e1, e2, e3) ortonorm�alt b�azisban
−⇀
f -et1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , θ ∈]0, 2π[

alak�u ortogon�alis m�atrix reprezent�alja (tekintettel arra is, hogy
−⇀
f 6= 1V ). Ek-

kor az l1 := L (e1) vektoregyenes pontonk�ent �x invari�ans altere
−⇀
f -nek. Ha

A �xpontja f -nek �es l az A-ra illeszked}o, l0-lal p�arhuzamos egyenes, akkor l
pontonk�ent �x egyenese az f izometri�anak, hiszen

∀P ∈ l : −−⇀AP∈ l0 ⇒ −⇀
f
(−−⇀
AP
)
=
−−⇀
AP ; ��gy

−−−−−⇀
Af(P )=

−−−−−−−−⇀
f(A)f(P )=

−⇀
f
(−−⇀
AP
)
=
−−⇀
AP ⇒ f(P ) = P.

Indokoltan vezett�uk be teh�at f -re a
"
tengely k�or�uli forgat�as" elnevez�est.

8.20. T�etel. Az euklideszi a�n s��k b�armely izometri�aja transzl�aci�o,
tengelyes t�ukr�oz�es, cs�usztatva t�ukr�oz�es vagy pont k�or�uli forgat�as. A
h�aromdimenzi�os euklideszi a�n t�er b�armely izometri�aja transzl�aci�o, s��kra

vonatkoz�o t�ukr�oz�es, cs�usztatva t�ukr�oz�es, egyenes k�or�uli forgat�as, csa-
varmozg�as vagy forgatva t�ukr�oz�es. Ha az identikus transzform�aci�ot�ol elte-
kint�unk, akkor ezek a transzform�aci�ot��pusok diszjunktak.

Bizony��t�as.

(A) Tegy�uk fel el}osz�or, hogy (E, V,�) k�etdimenzi�os euklideszi a�n t�er, s legyen

f ∈ I(E). A Cartan-t�etelb}ol k�ovetkez}oen az
−⇀
f ∈ O(V ) lineariz�alt az identikus

transzform�aci�o, tengelyes t�ukr�oz�es vagy k�et tengelyes t�ukr�oz�es kompoz��ci�oja le-
het (ld. 8.13.).

(1) Ha
−⇀
f = 1V , akkor f transzl�aci�o.

(2)
−⇀
f = σl0 , ahol l0 vektoregyenes (azaz 1-dimenzi�os vektor-alt�er V -ben).

(a) Ha f-nek van A �xpontja, akkor az A-ra illeszked}o, l0 ir�anyter}u egye-
nes { az el}oz}o �ervel�essel { pontonk�ent �x invari�ans egyenese f -nek,
�es f l-re vonatkoz�o t�ukr�oz�es.

(b) Tegy�uk f�ol, hogy f-nek nincs �xpontja! Ekkor a term�eszetes felbont�as
t�etele (8.16.) �ertelm�eben egy�ertelm}uen l�etezik olyan �xponttal ren-
delkez}o g izometria �es v ∈ Fix(g) vektor, hogy f = Tv ◦ g. Innen
3.4.(3) �gyelembev�etel�evel

−⇀
f =
−−−−⇀
Tv ◦ g=

−⇀
Tv ◦ −⇀g=−⇀g , teh�at −⇀g= σl0 �es

v ∈ l0. v 6= 0, ellenkez}o esetben ugyanis f = g ad�odna, ami lehe-
tetlen, hiszen f -nek nincs, g-nek van �xpontja. Mindez azt jelenti,
hogy f cs�usztatva t�ukr�oz�es, az eltol�asi vektor v ∈ l0 \ {0}, a t�ukr�oz�es
tengelye v ir�anyvektor�u egyenes.
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(3)
−⇀
f = σm0 ◦ σl0 , l0 6= m0. Indirekt m�odon okoskodva bel�atjuk, hogy ekkor
−⇀
f -nek nincs 0-t�ol k�ul�onb�oz}o �xvektora. { Tegy�uk fel, hogy v ∈ V \ {0} �es
−⇀
f (v) = v. Ez azzal ekvivalens, hogy σm0(v) = σl0(v). Ha

−⇀nl az l, −−⇀nm az
m egyenes norm�alegys�egvektora, akkor 8.2.(5) alapj�an

v − 2 〈v,−⇀nl〉 −⇀nl= v − 2 〈v,−−⇀nm〉 −−⇀nm ⇔ 〈v,−⇀nl〉 −⇀nl= 〈v,−−⇀nm〉 −−⇀nm .

Mivel l0 6= m0, −⇀nl �es −−⇀nm line�arisan f�uggetlen, innen 〈v,−⇀nl〉 = 〈v,−−⇀nm〉 = 0
k�ovetkezik. Ez azt jelenti, hogy v ortogon�alis V minden vektor�ara, ami
csak �ugy lehets�eges, hogy v = 0, s ��gy 8.17. �ertelm�eben f -nek egyetlen
�xpontja van, amivel bel�attuk, hogy f pont k�or�uli forgat�as.

(B) Legyen a tov�abbiakban (E, V,�) a h�aromdimenzi�os euklideszi a�n t�er, �es
f ∈ I(E). Mink�ent a s��kbeli esetben, f lehets�eges t��pusainak �attekint�es�ehez most

is az
−⇀
f ∈ O(V ) lineariz�alt vizsg�alat�an kereszt�ul jutunk el.

(1) Ha f ir�any��t�astart�o, akkor
−⇀
f ∈ O+(V ) �es k�et alapeset ad�odik:

(a)
−⇀
f = 1V { ekkor f transzl�aci�o;

(b)
−⇀
f m�atrixa alkalmas (e1, e2, e3) ortonorm�alt b�azisban1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 , θ ∈]0, 2π[.

Ekkor
−⇀
f egyetlen saj�at�ert�eke az 1, �es V(1) = L (e1) pontonk�ent �x

egydimenzi�os invari�ans alt�er.

(b1) Ha f -nek van �xpontja, akkor f tengely k�or�uli forgat�as, a tengely
a �xpontra illeszked}o, L (e1) ir�any�u egyenes (ld. 8.19.(2)).

(b2) Amennyiben f -nek nincs �xpontja, �ugy { ism�et 8.16.-ra val�o
hivatkoz�assal { f = Tv ◦ g alak�u el}o�all��t�as lehets�eges, ahol g

�xponttal rendelkez}o izometria �es v ∈
−−−−−⇀
Fix(g). Azonban

−−−−−⇀
Fix(g)=

Ker
(−⇀g −1V

)
= Ker

(−⇀
f −1V

)
= L (e1), teh�at f csavarmozg�as:

L (e1) ir�any�u tengely k�or�uli forgat�as �es v ∈ L (e1) \ {0} eltol�asi
vektorral rendelkez}o transzl�aci�o kompoz��ci�oja.

(2) f ir�any��t�asv�alt�o, azaz a de�n��ci�o �ertelm�eben
−⇀
f ∈ O−(V ). Ekkor det

−⇀
f =

−1, s −⇀f -nek a V ir�anyt�er egy alkalmas E = (e1, e2, e3) ortonorm�alt b�azisra
vonatkoz�o m�atrixa a 8.1.(2)-ben mondottaknak megfelel}oen k�etf�ele lehet.

(a) ME

(−⇀
f
)
=

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

Ekkor dimKer
(−⇀
f −1V

)
= 2, teh�at az 1 saj�at�ert�eke

−⇀
f -nek,

m�egpedig 2 geometriai multiplicit�assal. A megfelel}o saj�atalt�er:

U := L (e1, e2) = Ker
(−⇀
f −1V

)
pontonk�ent �x 2-dimenzi�os invari�ans altere az

−⇀
f lineariz�altnak,

amely ily m�odon U -ra val�o (line�aris) t�ukr�oz�est jelent.
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(a1) Ha f -nek van A �xpontja �es H az A-ra illeszked}o, U ir�anyter}u
s��k, akkor f = σH (s��kra vonatkoz�o t�ukr�oz�es).

(a2) Amennyiben f -nek nincs �xpontja, akkor ism�et a term�eszetes
felbont�as t�etele alapj�an

f = Tv ◦ g

��rhat�o, ahol g �xponttal rendelkez}o izometria �es v ∈
−−−−−⇀
Fix(g)

\ {0}. A m�ar t�obbsz�or alkalmazott �ervel�essel
−⇀
f =−⇀g , ��gy

−−−−−⇀
Fix(g)=

U ; f teh�at cs�usztatva t�ukr�oz�es, a szimmetrias��kj�anak ir�anytere

Ker
(−⇀
f −1V

)
, a transzl�aci�o-r�esz eltol�asi vektora

−⇀
f -nek �xvek-

tora.

(b) ME

(−⇀
f
)
=

−1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 (θ ∈]0, 2π[)

Ekkor
−⇀
f egyetlen (val�os) saj�at�ert�eke a −1, s mivel

dim
(
Ker
−⇀
f −1V

)
= 0, f-nek (8.17. �ertelm�eben) egyetlenegy

�xpontja van. Az ME

(−⇀
f
)
m�atrixot a−1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


szorzatk�ent �all��tva el}o, l�athat�o, hogy az

−⇀
f lineariz�alt a L (e2, e3) s��kra

vonatkoz�o t�ukr�oz�es �es a L (e1) tengely k�or�uli forgat�as kompoz��ci�oja,
amib}ol k�ovetkezik, hogy maga f forgatva t�ukr�oz�es. A t�ukr�oz�es s��kja a
�xpontra illeszked}o, L (e2, e3) ir�anyter}u s��k, a forgat�as tengelye erre
mer}oleges, s szint�en �atmegy a �xponton.

�

8.21. Lemma.

(1) Az euklideszi a�n terek homot�eci�ai hasonl�os�agok, m�egpedig egy λ ∈ R∗

ar�any�u homot�ecia |λ| ar�any�u hasonl�os�ag.

(2) Egy euklideszi a�n t�er minden hasonl�os�aga el}o�all��that�o egy tetsz}olegesen
el}o��rt k�oz�eppont�u homot�ecia �es egy izometria kompoz��ci�ojak�ent.

Bizony��t�as. Legyen adva egy (E, V,�) euklideszi a�n t�er.

(1) Tekints�unk egy
HO,λ : E→ E, P 7→ P ′

homot�eci�at. Ekkor tetsz}oleges A,B ∈ E pontok eset�en

d(A′, B′) =
∥∥∥−−−⇀A′B′

∥∥∥ = ∥∥∥−−−⇀OB′ −
−−−⇀
OA′

∥∥∥ 3.10.
=
∥∥∥λ −−⇀OB −λ −−⇀OA∥∥∥ =

= |λ|
∥∥∥−−⇀OB − −−⇀OA∥∥∥ = |λ|∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ = |λ| d(A,B),
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HO,λ teh�at val�oban |λ| ar�any�u hasonl�os�ag (a sz�urjekt��vs�eg automatikusan tel-
jes�ul).

(2) Legyen f ∈ Sim(E) λ ar�any�u hasonl�os�ag (λ ∈ R∗
+). Kiv�alasztva egy

tetsz}oleges O pontot mint centrumot, k�epezz�uk a g = HO, 1λ
◦f transzform�aci�ot.

Legyen A,B ∈ E szint�en tetsz}oleges; A′ := g(A), B′ := g(B). Ekkor

d(A′, B′) =
∥∥∥−−−⇀A′B′

∥∥∥ = ∥∥∥−−−⇀OA′ − −−−⇀OB′
∥∥∥ = ∥∥∥−−−−−−−−−−−−−⇀OHO, 1λ

(f(B)) −
−−−−−−−−−−−−−⇀
OHO, 1λ

(f(A))
∥∥∥ =

=

∥∥∥∥ 1λ −−−−−⇀Of(B) − 1
λ

−−−−−⇀
Of(A)

∥∥∥∥ = 1
λ

∥∥∥−−−−−−−−⇀f(A)f(B)
∥∥∥ =

=
1
λ
d(f(A), f(B)) =

1
λ
· λd(A,B) = d(A,B);

g teh�at izometria, f = HO,λ ◦ g pedig a k��v�ant el}o�all��t�asa f -nek.

�

8.22. �All��t�as. Egy euklideszi a�n t�er egy transzform�aci�oja pontosan akkor
hasonl�os�ag, ha olyan a�nit�as, amelynek lineariz�altja egy ortogon�alis transz-
form�aci�o pozit��v skal�arszorosa:

f ∈ Sim(E) ⇔
{

f ∈ A�(E) �es −⇀f = hλ ◦ ϕ, ahol ϕ ∈ O(V ),
hλ pedig pozit��v ar�any�u homot�eci�aja V -nek.

Bizony��t�as. Tekints�uk az (E, V,�) a�n t�er egy f : E→ E transzform�aci�oj�at.

(1) Tegy�uk f�ol el}osz�or, hogy f ∈ A�(E) �es −⇀f = λϕ, ahol ϕ ∈ O(V ), λ ∈ R∗
+.

Ekkor tetsz}oleges A,B ∈ E eset�en

d(f(A), f(B)) =
∥∥∥−−−−−−−−⇀f(A)f(B)

∥∥∥ = ∥∥∥−⇀f (−−⇀AB)∥∥∥ = ∥∥∥λϕ(−−⇀AB)∥∥∥ =
= |λ|

∥∥∥ϕ(−−⇀AB)∥∥∥ = λ
∥∥∥−−⇀AB∥∥∥ = λd(A,B),

ami azt jelenti, hogy f ∈ Sim(E).
(2) Legyen, megford��tva, f ∈ Sim(E). Ha f ar�anya λ, akkor az el}oz}o lemma
�ertelm�eben

f = HO,λ ◦ g; g ∈ I(E), O ∈ E

��rhat�o; innen 3.4.(3) �gyelembev�etel�evel
−⇀
f =
−−−−⇀
HO,λ ◦ −⇀g . Itt 7.10. �ertelm�eben

−⇀g ∈ O(V ). Mivel tetsz}oleges A,B ∈ E eset�en

−−−−−−−−−−−−−−−−⇀
HO,λ(A)HO,λ(B)=

−−−−−−−−−⇀
OHO,λ(B) −

−−−−−−−−−⇀
OHO,λ(A)=

= λ
−−⇀
OB −λ −−⇀OA= λ

−−⇀
AB= hλ

(−−⇀
AB
)
,

−−−−⇀
HO,λ= hλ. Ily m�odon

−⇀
f = hλ◦ −⇀g , −⇀g ∈ O(V ) { s ezt kellett bel�atnunk.

�
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8.23. �All��t�as (a hasonl�os�agok �xpontt�etele). Ha egy hasonl�os�ag nem egy-
bev�ag�os�ag, akkor l�etezik egyetlen �xpontja.

1. bizony��t�as. Legyen (E, V,�) euklideszi a�n t�er, s tegy�uk f�ol, hogy f ∈
Sim(E) λ ar�any�u hasonl�os�ag; λ ∈ R∗

+ \ {1}. Ha { r�aad�asul { 0 < λ < 1, akkor
f kontrakci�oja E-nek, amely teljes metrikus t�er, s ��gy a Banach-f�ele �xpontt�etel
�ertelm�eben (ld. 6.2.) f -nek l�etezik egyetlenegy �xpontja. λ > 1 eset�en f−1 1

λ (s
��gy 1-n�el kisebb) ar�any�u hasonl�os�ag, van teh�at egy �es csak egy olyan A pont,
hogy f−1(A) = A. Innen f(A) = A ad�odik, vagyis A �xpontja f -nek, s tov�abbi
�xpont most sincs.

2. bizony��t�as. Tartsuk meg az eddig haszn�alt jel�ol�eseket. A 8.22. �all��t�as
�ertelm�eben −⇀

f = λϕ; ϕ ∈ O(V ), λ ∈ R∗
+ \ {1} .

Ekkor
−⇀
f -nek az 1 nem saj�at�ert�eke, hiszen ha egy nemz�erus v vektorra v =

−⇀
f

(v) = λϕ(v), akkor ‖v‖ = ‖λϕ(v)‖ = λ ‖v‖ k�ovetkezik, ami ellentmond annak,
hogy v 6= 0 �es λ 6= 1. �Igy azonban a 3.15. �all��t�as biztos��tja, hogy f -nek l�etezik
egyetlenegy �xpontja.

�

8.24. T�etel (a 2- �es 3-dimenzi�os euklideszi a�n terek hasonl�os�againak
oszt�alyoz�asa).

(1) Az euklideszi s��k minden nemizometrikus, ir�any��t�astart�o hasonl�os�aga egy
k�oz�os centrum�u pont k�or�uli forgat�as �es egy pozit��v ar�any�u homot�ecia kom-
poz��ci�oja (

"
forgatva ny�ujt�as"). A k�oz�os centrum a hasonl�os�ag �xpontja, a

transzform�aci�ok sorrendje k�oz�omb�os.

(2) Az euklideszi s��k minden nemizometrikus, ir�any��t�asv�alt�o hasonl�os�aga egy
tengelyes t�ukr�oz�es �es egy pozit��v ar�any�u homot�ecia kompoz��ci�oja. A ho-
mot�ecia centruma a hasonl�os�ag �xpontja �es illeszkedik a tengelyre, a tran-
szform�aci�ok sorrendje k�oz�omb�os.

(3) Az euklideszi t�er minden nemizometrikus ir�any��t�astart�o hasonl�os�aga egy
tengely k�or�uli forgat�as �es egy pozit��v ar�any�u homot�ecia kompoz��ci�oja. A
homot�ecia centruma a hasonl�os�ag �xpontja �es illeszkedik a tengelyre, a
transzform�aci�ok felcser�elhet}ok.

(4) Az euklideszi t�er minden ir�any��t�asv�alt�o hasonl�os�aga egy forgatva t�ukr�oz�es
�es egy pozit��v ar�any�u homot�ecia kompoz��ci�oja. A homot�ecia centruma
a hasonl�os�ag �xpontja �es illeszkedik a forgat�as tengely�ere; a forgatva
t�ukr�oz�es �es a homot�ecia felcser�elhet}o.

Forgat�ask�ent minden esetben megengedj�uk az identikus transzform�aci�ot is.

Bizony��t�as. Vektoriz�aljuk az adott (E, V,�) euklideszi a�n teret (dimE ∈
{1, 2}) a vizsg�alt hasonl�os�ag O �xpontj�aban! Ekkor 8.22. alapj�an a hasonl�os�ag
az E0 ∼= V vektoriz�alt

hλ ◦ ϕ; λ ∈ R∗
+ \ {1} , ϕ ∈ O(V )

alak�u transzform�aci�oj�aval azonos��that�o. A ϕ-re ad�od�o lehet}os�egeket le��rja
8.1.(2), ezek �attekint�es�evel a megadott oszt�alyoz�ashoz jutunk.
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9. Sz�ogm�ert�ek. Egybev�ag�os�agi t�etelek

9.1. Eml�ekeztet}o.

(1) A cos f�uggv�eny bijekt��ven, m�egpedig szigor�uan monoton cs�okken}o m�odon
k�epezi le a [0, π] z�art intervallumot a [−1, 1] z�art intervallumra. �Igy a Cos :=
cos � [0, π] f�uggv�eny invert�alhat�o, inverz�ere az Arccos vagy a Cos−1 jel�ol�est
haszn�aljuk; ez [−1, 1]-r�ol [0, π]-re val�o bijekt��v { szigor�uan monoton cs�okken}o {
lek�epez�es.

A cos �es az Arccos f�uggv�enyek gra�konja

(2) Legyenek u �es v egy euklideszi vektort�er nemz�erus vektorai. A CBS-
egyenl}otlens�egb}ol k�ovetkezik, hogy

−1 ≤ 〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

≤ 1;

〈u,v〉
‖u‖‖v‖ = 1 ⇔ v pozit��v skal�arszorosa u-nak;
〈u,v〉
‖u‖‖v‖ = −1 ⇔ v negat��v skal�arszorosa u-nak.

L�etezik ily m�odon egy �es csak egy olyan θ ∈ [0, π] sz�am, amelyre

θ = Cos−1
〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

⇔ cos(θ) =
〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

teljes�ul, ezt az u �es v vektorok sz�og�enek nevezz�uk.

9.2. Lemma. Cos−1(t) + Cos−1(−t) = π minden t ∈ [−1, 1] eset�en.

Bizony��t�as. Az add��ci�os t�etelek alkalmaz�as�aval kapjuk, hogy

cos(π − Cos−1(−t)) = (cosπ)(−t) + sinπ sin(Cos−1(−t)) = (−1)(−t) = t,

ami azt jelenti, hogy π − Cos−1(−t) = Cos−1(t).
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9.3. De�n��ci�o. Legyenek O,A,B egy euklideszi a�n t�er pontjai, s tegy�uk
fel, hogy O 6= A �es O 6= B. Az AOB^ euklideszi m�ert�ek�en (vagy egyszer}uen
m�ert�ek�en) az

m(AOB^) := Cos−1

〈−−⇀
OA,
−−⇀
OB

〉
∥∥∥−−⇀OA∥∥∥∥∥∥−−⇀OB∥∥∥ ∈ [0, π]

val�os sz�amot �ertj�uk.

9.4. Megjegyz�esek.

(1) Egy AOB^
−−→
OA, illetve

−−→
OB sz�ogsz�ar�anak ir�anyvektor�an olyan u, illetve v

vektort �ert�unk, amelyre

−−⇀
OA= λu, λ > 0; illetve

−−⇀
OB= µv, µ > 0

teljes�ul. K�ozvetlen�ul l�athat�o, hogy

m (AOB^) = Cos−1
〈u, v〉
‖u‖ ‖v‖

ahol u, illetve v az
−−→
OA, illetve az

−−→
OB sz�ogsz�ar tetsz}oleges ir�anyvektora. Ha

speci�alisan ir�anyvektork�ent u, illetve v egys�egvektort v�alasztunk, akkor

m(AOB^) = Cos−1 〈u, v〉 .

(2) Tegy�uk fel, hogy az AOB^ az E euklideszi a�n s��kon van adva, s

legyen az
−−→
OA, illetve

−−→
OB sz�ogsz�ar ir�anyvektora az u, illetve a v egys�egvektor.

Jel�olj�uk ki E-nek egy (O; (e1, e2)) ortonorm�alt koordin�atarendszer�et. Egyszer}uen
�atgondolhat�o, hogy egy�ertelm}uen l�eteznek olyan α, β ∈] − π, π] val�os sz�amok,
amelyekkel

u = (cosα)e1 + (sinα)e2, illetve v = (cosβ)e1 + (sinβ)e2

��rhat�o. Az AOB^ euklideszi m�ert�eke az az egy�ertelm}uen meghat�arozott θ ∈ [0, π]
val�os sz�am, amelyre

(∗) Rθ

(
cosα
sinα

)
=

(
cosβ
sinβ

)
vagy Rθ

(
cosβ
sinβ

)
=

(
cosα
sinα

)

teljes�ul, ahol (ld. 8.1.(2)) Rθ :=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

Val�oban, ha θ = m(AOB^) = Cos−1 〈u, v〉, akkor

cos θ = 〈u, v〉 = cosα cosβ + sinα sinβ = cos(α− β),
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s ��gy p�eld�aul α > β eset�en θ = α− β �es

Rθ

(
cosβ
sinβ

)
=

(
cos(α− β) − sin(α− β)
sin(α− β) cos(α− β)

)(
cosβ
sinβ

)
=

=

(
cos(α− β) cosβ − sin(α− β) sinβ
sin(α− β) cosβ + cos(α− β) sinβ

)
=

(
cosα
sinα

)
.

Azonos��tva az Rθ ortogon�alis m�atrixot az �altala reprezent�alt ortogon�alis tran-
szform�aci�oval, (∗) �ugy is kifejezhet}o, hogy

Rθ(u) = v vagy Rθ(v) = u.

Ezzel az ��r�asm�oddal, a felt�etelek r�eszletez�ese n�elk�ul, a tov�abbiakban is �elni fo-
gunk.

9.5. �All��t�as (az euklideszi sz�ogm�ert�ek elemi tulajdons�agai). Egy sz�og eukli-
deszi m�ert�eke

(1) akkor �es csak akkor 0, ha a sz�og a z�erussz�og;

(2) akkor �es csak akkor π, ha a sz�og egyenessz�og;

(3) 0 �es π k�oz�e esik, ha a sz�og val�odi.

A sz�ogm�ert�ek akkor �es csak akkor π
2 , ha a sz�aregyenesek mer}olegesek.

�

9.6. De�n��ci�o. Azt mondjuk, hogy egy euklideszi a�n t�er k�et sz�og�enek
egyike a m�asikn�al nagyobb, illetve kisebb, ha az euklideszi m�ert�ekeik k�oz�ott
ilyen kapcsolat �all fenn. A π

2 m�ert�ek}u sz�ogeket der�eksz�ogeknek nevezz�uk; a
der�eksz�ogn�el kisebb sz�ogeket hegyessz�ogeknek, a der�eksz�ogn�el nagyobbakat tom-
pasz�ogeknek h��vjuk.

9.7. K�ovetkezm�eny. Egy AOB^ akkor �es csak akkor hegyessz�og, ha〈−−⇀
OA,
−−⇀
OB

〉
> 0; akkor �es csak akkor tompasz�og, ha

〈−−⇀
OA,
−−⇀
OB

〉
< 0.

�

9.8. Megjegyz�es. Legyen E az euklideszi a�n s��k. Tekints�unk egy l ⊂ E
egyenest, amelynek A egy pontja, −⇀n pedig egy norm�alvektora. Egyszer}uen meg-
mutathat�o, hogy az l hat�aregyenes}u ny��lt f�els��kok a k�ovetkez}ok�eppen is megad-
hat�ok:{
P ∈ E |

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
> 0
}
, illetve

{
P ∈ E |

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n

〉
< 0
}

(O ∈ E tetsz}olegesen r�ogz��tett orig�o).

9.9. �All��t�as (az euklideszi sz�ogm�ert�ek teljess�ege). Legyen
◦

K ny��lt f�els��kja

az E euklideszi a�n s��knak, s legyen
−−→
OA egy f�elegyenes

◦
K hat�aregyenes�en.

99



Minden θ ∈]0, π[ val�os sz�amhoz l�etezik egy �es csak egy olyan
−−→
OB f�elegyenes,

hogy B ∈
◦

K �es m(AOB^) = θ.

Bizony��t�as. Legyen v egys�eghossz�us�ag�u ir�anyvektora az
−−→
OA f�elegyenesnek,

−⇀n pedig legyen v-re mer}oleges egys�egvektor. Az O pontot orig�onak v�alasztva,
f�oltehetj�uk, hogy

◦
K =

{
P ∈ E |

〈−−⇀
OP − −−⇀OA,−⇀n> 0

〉}
.

Tekints�uk azt a B pontot, amelynek helyzetvektora

−−⇀
OB:= (cos θ)v + (sin θ) −⇀n .

Mivel
−−⇀
OA= λv (λ ∈ R∗

+),〈−−⇀
OB − −−⇀OA,−⇀n

〉
=
〈
(cos θ)v + (sin θ) −⇀n −λv,−⇀n

〉
= sin θ > 0,

k�ovetkez�esk�eppen B ∈
◦

K .
−−⇀
OB (szint�en) egys�egvektor, ez�ert

m(AOB^) = Cos−1
〈
v, (cos θ)v + (sin θ) −⇀n

〉
= Cos−1(cos θ) = θ,

amivel bel�attuk, hogy az
−−→
OB f�elegyenes a k��v�ant tulajdons�ag�u.

H�atra van m�eg az egy�ertelm}us�eg igazol�asa. Tegy�uk f�ol, hogy B′ ∈
◦

K olyan pont,

amelyre m(AOB′^) = θ teljes�ul. Meg kell mutatnunk, hogy ekkor
−−−→
OB′=

−−→
OB .

Legyen w ir�any-egys�egvektora
−−−→
OB′-nek. Mivel

(
v,−⇀n

)
ortonorm�alt b�azisa az

ir�anyt�ernek, a Fourier-el}o�all��t�aa (6.7.(3)) alapj�an

w = 〈w, v〉 v +
〈
w,−⇀n

〉 −⇀n
��rhat�o. A felt�etel �ertelm�eben θ = m(AOB′^) = Cos−1 〈w, v〉; innen 〈w, v〉 =
cos θ, s ��gy

w = (cos θ)v +
〈
w,−⇀n

〉 −⇀n .

Felhaszn�alva, hogy 1 = ‖w‖ = cos2 θ +
〈
w,−⇀n

〉2
, azt kapjuk, hogy

〈
w,−⇀n

〉
=

±
√
1− cos2 θ = ± sin θ. B′ ∈

◦
K miatt

〈−−−⇀
OB′ − −−⇀OA,−⇀n

〉
> 0, ami azt adja, hogy〈

w,−⇀n
〉
> 0, k�ovetkez�esk�eppen

〈
w,−⇀n

〉
= sin θ �es w = (cos θ)v + (sin θ) −⇀n=−−⇀OB.

�Igy
−−−→
OB′=

−−→
OB val�oban teljes�ul.

�

9.10. Lemma. Legyen adva az euklideszi a�n s��kon egy val�odi AOB^. Ha
P bels}o pontja a sz�ognek, akkor m(AOP^) < m(AOB^).

Bizony��t�as. Legyenek u, v �es w az
−−→
OA,

−−→
OB �es

−−→
OP sz�ogsz�arak

egys�eghossz�us�ag�u ir�anyvektorai. Jel�olj�on u⊥ u-ra, v⊥ v-re mer}oleges
egys�egvektort. Mivel P ∈ IntOAB^,

〈
w, u⊥

〉
�es
〈
v, u⊥

〉
azonos el}ojel}u. Legyen

−⇀n∈
{
u⊥,−u⊥

}
az a vektor, amelyre

〈
w,−⇀n

〉
> 0. Ekkor az el}oz}o bizony��t�asban

l�atottak szerint

w = (cos %)u+ (sin %) −⇀n �es v = (cos θ)u+ (sin θ) −⇀n
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��rhat�o, ahol % = m(AOP^) θ = m(AOB^). �Igy

v⊥ = ±
(
(sin θ)u− (cos θ) −⇀n

)
k�ovetkezik. P ∈ IntOAB^ miatt

〈
u, v⊥

〉
�es
〈
w, v⊥

〉
is azonos el}ojel}u. Mivel〈

(sin θ)u− (cos θ) −⇀n,u
〉
> 0, ��gy〈

(cos %)u+ (sin %) −⇀n, (sin θ)u− (cos θ) −⇀n
〉
= cos % sin θ − sin % cos θ > 0

ad�odik. Az ut�obbi rel�aci�ob�ol azt kapjuk, hogy

sin % cos θ < cos % sin θ, illetve
cos θ
sin θ

<
cos %
sin %

, azaz ctgθ < ctg%.

(Az oszt�asok lehets�egesek voltak, mert θ, % ∈]0, π[, �es ]0, π[ f�ol�ott a sin f�uggv�eny
pozit��v). A ctg f�uggv�eny ]0, π[-n szigor�uan monoton cs�okken, ��gy az ut�obbi
rel�aci�ob�ol % < θ, azaz m(AOP^) < m(AOB^) k�ovetkezik { s ezt akartuk
bel�atni.

�

9.11. Lemma. Legyen az AOB^ egyenessz�og az E euklideszi s��kon, s legyen
P ∈ E\

←−→
AB tetsz}oleges pont. Ekkor m(AOP^) +m(POB^) = π .

Bizony��t�as. Legyenek u, v �es w rendre az
−−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OP sz�ogsz�arak

egys�eghossz�us�ag�u ir�anyvektorai. Mivel az AOB^ egyenessz�og, A �es B az
←−→
AB

egyenes k�ul�onb�oz}o O kezd}opont�u f�elegyeneseihez tartoznak, s ez�ert v = −u. �Igy

m(AOP^) +m(POB^) = Cos−1(〈u,w〉) + Cos−1(〈w − u〉) =

= Cos−1(〈u,w〉) + Cos−1(−〈w − u〉) 9.2.
= π.

�

9.12. T�etel. Az euklideszi sz�ogm�ert�ek rendelkezik az additivit�as tulajd-
ons�ag�aval : ha P ∈ IntAOB^, akkor

m(AOP^) +m(POB^) = m(AOB^).

Bizony��t�as.

(1) Azt igazoljuk el}osz�or, hogy

m(AOP^) +m(POB^) ≤ π.
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Legyen ebb}ol a c�elb�ol C ∈
←→
OA \

−−→
OA tetsz}oleges. A 9.10. �es 9.11. lemma alkal-

maz�as�aval kapjuk, hogy

m(POB^) ≤ m(POC^) = π −m(AOP^),

innen val�oban a k��v�ant rel�aci�o k�ovetkezik.

(2) Legyen u, v �es w rendre az
−−→
OA, az

−−→
OB, �es az

−−→
OP sz�ogsz�ar egys�eghossz�us�ag�u

ir�anyvektora, s jel�olj�on w⊥ w-re mer}oleges egys�egvektort. (Ekkor
(
w,w⊥

)
orto-

norm�alt b�azisa az ir�anyt�ernek.) Tudjuk, hogy

m(AOP^) = Cos−1 〈u,w〉 , m(POB^) = Cos−1 〈v, w〉 ,
m(AOB^) = Cos−1 〈u, v〉 .

Az add��ci�os t�etel alapj�an

cos(m(AOP^) +m(POB^)) = cos
(
Cos−1 〈u,w〉+Cos−1 〈v, w〉

)
=

= 〈u,w〉 〈v, w〉 − sin
(
Cos−1 〈u,w〉

)
sin
(
Cos−1 〈v, w〉

)
=

= 〈u,w〉 〈v, w〉 −
√
1− 〈u,w〉2

√
1− 〈v, w〉2.

A
(
w,w⊥

)
b�azisra vonatkoz�o Fourier-el}o�all��t�ast alkalmazva

u = 〈u,w〉w +
〈
u,w⊥

〉
w⊥,

��rhat�o, s mivel ‖u‖2 = 1, innen 〈u,w〉2 +
〈
u,w⊥

〉2
= 1, illetve

Innen √
1− 〈u,w〉2 = ±

〈
u,w⊥

〉
k�ovetkezik. Ugyan��gy kapjuk, hogy√

1− 〈v, w〉2 = ±
〈
v, w⊥

〉
.

P ∈ IntABD^ miatt A �es B az
←−→
OP egyenes k�ul�onb�oz}o oldalain

van, s ez�ert
〈
u,w⊥

〉
�es

〈
v, w⊥

〉
ellent�etes el}ojel}u, k�ovetkez�esk�eppen√

1− 〈u,w〉2
√
1− 〈v, w〉2 = −

〈
u,w⊥

〉 〈
v, w⊥

〉
. �Igy a fentebb nyert rel�aci�o

az al�abbi m�odon alak��that�o:

cos(m(AOP^) +m(POB^)) = 〈u,w〉 〈v, w〉+
〈
u,w⊥

〉 〈
v, w⊥

〉
=

=
〈
v, 〈u,w〉w +

〈
u,w⊥

〉
w⊥
〉
= 〈v, u〉 = 〈u, v〉 = cos(m(AOB^)).
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Az (1)-ben tett �eszrev�etelre tekintettel a cos f�uggv�eny argumentum�aban lev}o
sz�amok mind a bal, mind a jobb oldalon [0, π] intervallumb�ol val�ok, amely f�ol�ott
a cos bijekt��v; ��gy a nyert eredm�enyb}ol a k��v�ant

m(AOP^) +m(POB^) = m(AOB^)

rel�aci�ohoz jutunk.

�

9.13. �All��t�as. Az euklideszi a�n s��k k�et sz�oge akkor �es csak akkor egy-
bev�ag�o, ha egyenl}o az euklideszi sz�ogm�ert�ek�uk.

Bizony��t�as. Legyen adva az (E, V,�) euklideszi a�n s��kon az A = ACB^

�es az A ′ = A′C ′B′^, s legyenek a
−−→
CA,

−−→
CB,

−−−→
C ′A′,

−−−→
C ′B′ sz�ogsz�arak

egys�eghossz�us�ag�u ir�anyvektorai rendre u, v, u′, v′ .

(1) Ha A ∼= A ′, akkor { de�n��ci�o szerint { van olyan f : E → E′ izome-
tria, hogy f (A ) = A ′. Mivel az izometri�ak a�nit�asok, f A sz�aregyeneseit
A ′ sz�aregyeneseibe, s ��gy A cs�ucs�at A ′ cs�acs�aba viszi �at, �es egyben az is
k�ovetkezik, hogy A sz�arainak k�epei A ′-nek sz�arai. Az

−⇀
f lineariz�alt ortogon�alis

transzform�aci�o, s vil�agos a mondottakb�ol, hogy
−⇀
f (u) �es

−⇀
f (v) A ′ sz�arainak

egys�eghossz�us�ag�u ir�anyvektorai.
−⇀
f ortogonalit�as�anak felhaszn�al�as�aval

m(A′C ′B′^) = Cos−1
(〈−⇀

f (u),
−⇀
f (v)

〉)
= Cos−1 (〈u, v〉) = m(ACB^),

amivel bel�attuk, hogy kongruens sz�ogeknek egyenl}o az euklideszi m�ert�eke.

(2) Megford��tva, tegy�uk f�ol, hogy

m(ACB^) = m(A′C ′B′^) = α.

Az is f�oltehet}o (ld. 9.4.(2)), hogy

Rα(u) = v, Rα(u
′) = v′, Rα ∈ O(V ).

Jel�olj�on u⊥ u-ra ortogon�alis egys�egvektort, s jelentse β ∈ [0, π] azt a sz�amot,
amelyre

u′ = (cosβ)u+ (sinβ)u⊥ = Rβ(u).

Ekkor

v′ = Rα(u
′) = Rα ◦Rβ(u) = Rα+β(u) = Rβ+α(u) =

= Rβ ◦Rα(u) = Rβ(v),

teh�at az Rβ ortogon�alis transzform�aci�on�al

Rβ(u) = u′ �es Rβ(v) = v′. (∗)

3.5. �ertelm�eben l�etezik egy �es csak egy olyan f : E→ E a�nit�as, amelyre

f(C) = C ′ �es
−⇀
f = Rβ
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teljes�ul. Ekkor f izometria; megmutatjuk, hogy f (A ) = A ′ .

Egy O orig�o r�ogz��t�ese ut�an a
−−→
CA sz�ogsz�ar tetsz}oleges P pontj�anak helyzetvek-

tora −−⇀
OP=

−−⇀
OC +τu, τ ∈ R∗

+.

�Igy

−−−−−⇀
Of(P )=

−−−−−⇀
Of(C) +

−−−−−−−−⇀
f(C)f(P )=

−−−⇀
OC ′ +

−⇀
f
(−−⇀
CP
)
=
−−−⇀
OC ′ +

−⇀
f
(−−⇀
OP − −−⇀OC

)
=

=
−−−⇀
OC ′ +Rβ(τu) =

−−−⇀
OC ′ +τRβ(u)

(∗)
=
−−−⇀
OC ′ +τu′

teljes�ul, ami azt jelenti, hogy f(P ) ∈
−−−⇀
C ′A′ ; k�ovetkez�esk�eppen f

(−−→
CA
)
=
−−−→
C ′A′.

Hasonl�o m�odon, tetsz}oleges Q ∈
−−→
CB eset�en

−−⇀
OQ=

−−⇀
OC +λv (λ ∈ R∗

+) �es

−−−−−⇀
Of(Q)=

−−−−−⇀
Of(C) +

−−−−−−−−⇀
f(C)f(Q)=

−−−⇀
OC ′ +

−⇀
f
(−−⇀
CQ
)
=
−−−⇀
OC ′ +Rβ(λv) =

=
−−−⇀
OC ′ +λRβ(v)

(∗)
=
−−−⇀
OC ′ +τv′,

teh�at f(Q) ∈
−−−→
C ′B′, s ��gy f

(−−→
CB

)
=
−−−→
C ′B′ k�ovetkezik. Bel�attuk ily m�odon, hogy

f (A ) = A ′, s ezzel igazoltuk A �es A ′ egybev�ag�os�ag�at.

�

Megjegyz�es. Az �all��t�as minden euklideszi a�n t�erben igaz, de az �altal�anos
esetben a bizony��t�as hosszabb.

9.14. Lemma (konjug�al�asi szab�aly t�ukr�oz�esekre). Legyen l egy egyenese az
E euklideszi a�n s��knak, s tekints�uk a σl tengelyes t�ukr�oz�est. Ha g : E → E
tetsz}oleges izometria, akkor a g−1 ◦ σl ◦ g transzform�aci�o is tengelyes t�ukr�oz�es,
m�egpedig

g−1 ◦ σl ◦ g = σg−1(l).

Bizony��t�as. Tudjuk, hogy g−1 szint�en izometria, s ��gy egyben a�nit�as; ez�ert
g−1(l) egyenes. Tetsz}oleges P ∈ g−1(l) pont eset�en g(P ) ∈ l miatt

g−1 ◦ σl ◦ g(P ) = g−1 (g(P )) = P ;

g−1(l) teh�at pontonk�ent �x egyenese a g−1 ◦ σl ◦ g transzform�aci�onak. g−1 ◦
σl ◦ g 6= 1E, ellenkez}o esetben ugyanis σl ◦ g = g, innen pedig σl = 1E ad�odna,
ami lehetetlen. �Igy g−1 ◦ σl ◦ g olyan izometri�aja az euklideszi a�n s��knak,
amelynek van egyetlenegy pontonk�ent �x invari�ans egyenese { a g−1(l) egyenes
{; k�ovetkez�esk�eppen g−1 ◦ σl ◦ g = σg−1(l) .

�

9.15. K�ovetkezm�eny. Legyenek l �es m az euklideszi a�n s��k k�ul�onb�oz}o
egyenesei. A σl �es a σm tengelyes t�ukr�oz�es akkor �es csak akkor felcser�elhet}o, ha
a tengelyeik mer}olegesek:

σl ◦ σm = σm ◦ σl ⇔ l⊥m.

104



Bizony��t�as.

(1) Tegy�uk fel el}osz�or, hogy l⊥m. Ekkor σl(m) = m, s ��gy egyben σ−1l (m) = m,
�es a konjug�al�asi szab�aly alkalmaz�as�aval a

σ−1l ◦ σm ◦ σl = σσ−1
l (m) = σm

rel�aci�ohoz jutunk. Innen
σm ◦ σl = σl ◦ σm,

a k�et tengelyes t�ukr�oz�es teh�at felcser�elhet}o.

(2) Megford��tva, tegy�uk f�ol, hogy σm ◦ σl = σl ◦ σm teljes�ul�es�et. Innen (kom-
pon�alva mindk�et oldalt σ−1l -gyel)

σ−1l ◦ σm ◦ σl = σσm
.

M�asr�eszt, a konjug�al�asi szab�aly �ertelm�eben ,

σ−1l ◦ σm ◦ σl = σσ−1
l (m).

A k�et rel�aci�ot �osszevetve ,
σσ−1

l (m) = σm

ad�odik, amib}ol σ−1l (m) = m , illetve m = σl(m) k�ovetkezik (hiszen a tengelyes
t�ukr�oz�est egy�ertelm}uen meghat�arozza a tengelye). Azt kaptuk, hogym invari�ans
egyenese σl-nek, m 6= l miatt csak �ugy lehets�eges, hogy m⊥l.

�

9.16. De�n��ci�o �es lemma. Legyenek l �esm az euklideszi a�n s��k egym�asra
mer}oleges egyenesei, a metsz�espontjukat jel�olje F . A

%F := σl ◦ σm = σm ◦ σl

transzform�aci�ot F centrum�u k�oz�eppontos t�ukr�oz�esnek vagy F k�or�uli f�el-
forgat�asnak nevezz�uk. R�ogz��tve egy O orig�ot,

∀P ∈M :
−−−−−−⇀
O%F (P )= −

−−⇀
OP +2

−−⇀
OF ;

teh�at tetsz}oleges F -t}ol k�ul�onb�oz}o pont k�eppontja az a %F (P ) pont, amelyre

teljes�ul, hogy F felez}opontja a
−−−−−−−−
P%F (P ) szakasznak.

Bizony��t�as. Jel�olje −⇀nl, illetve −−⇀nm az l, illetve az m egyenes egy-egy
egys�eghossz�us�ag�u norm�alvektor�at. Ekkor (ld. 8.9.) tetsz}oleges P ∈ E pont eset�en

−−−−−−⇀
Oσl(P )=

−−⇀
OP −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OF,−⇀nl

〉
−⇀nl=:
−−−⇀
OP ′,

−−−−−−−⇀
Oσm(P ′)=

−−−⇀
OP ′ −2

〈−−−⇀
OP ′ − −−⇀OF,−−⇀nm

〉
−−⇀nm=

=
−−⇀
OP −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OF,−⇀nl

〉
−⇀nl −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OF −2

〈−−⇀
OP − −−⇀OF,−⇀nl

〉
−⇀nl,
−−⇀nm

〉
−−⇀nm=

=
−−⇀
OP −2

(〈−−⇀
OP − −−⇀OF,−⇀nl

〉
−⇀nl +

〈−−⇀
OP − −−⇀OF,−−⇀nm

〉
−−⇀nm

)
=

=
−−⇀
OP −2

(−−⇀
OP − −−⇀OF

)
= − −−⇀OP +2

−−⇀
OF

(felhaszn�alva, hogy l⊥m miatt 〈−⇀nl,
−−⇀nm〉 = 0, s alkalmazva az (−⇀nl,

−−⇀nm) orto-
norm�alt b�azis szerinti Fourier-el}o�all��t�ast).
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9.17. De�n��ci�o. Azt mondjuk, hogy egy euklideszi a�n t�erben k�et sz�og
v�alt�osz�og-p�art alkot, ha az egyik sz�og sz�arainak egys�eghossz�us�ag�u ir�anyvektorai
ellentettjei a m�asik sz�og egys�eghossz�us�ag�u ir�anyvektorainak.

9.18. Lemma. A v�alt�osz�ogek egybev�ag�ok.

Bizony��t�as. Tekints�uk az A1 = A1B1C1^ �es A2 = A2B2C2^ v�alt�osz�ogeket!
Az �altal�anoss�ag s�erelme n�elk�ul feltehetj�uk, hogy ezek az euklideszi a�n s��kon
vannak adva, s hogy A1 �es B1 a C1 cs�ucst�ol, A2 �es B2 a C2 cs�ucst�ol egys�egnyi
t�avols�agra van. Ha C1 = C2 := C, akkor C felez}opontja az

−−−−−
A1A2 �es a

−−−−−
B1B2

szakasznak is. Ekkor 9.16. alkalmaz�as�aval %C(A1) = A2, %C(B1) = B2 ad�odik,
s ��gy %C (A1) = A2 k�ovetkezik, m��g C1 6= C2 eset�en a %C2 ◦ T−−−⇀C1C2

izometri�aval
teljes�ul ugyanez.

�

Megjegyz�es. Tekintve egy val�os a�n t�erben egy ABC h�aromsz�oget, azt
mondjuk, hogy A^ := BAC^, B^ := CBA^ �es C^ := ACB^ a h�aromsz�og
sz�ogei.

9.19. T�etel (Euklid�esz). Euklideszi a�n t�erben b�armely h�aromsz�og sz�ogei
euklideszi m�ert�ekeinek �osszege π.

Bizony��t�as. Tekints�unk egy ABC h�aromsz�oget. 1.19. �ertelm�eben l�etezik egy
�es csak egy olyan l egyenes, amely illeszkedik az A pontra �es p�arhuzamos a

←−→
BC

egyenessel.

Az l egyenes megadhat�o
l =
−−→
AP ∪

−−→
AQ

alakban, ahol { egy O orig�o r�ogz��t�ese ut�an {

−−⇀
OP=

−−⇀
OA +

−−⇀
BC,

−−⇀
OQ=

−−⇀
OA − −−⇀BC .

A B pont bels}o pontja a QAC^-nek, ugyanis az
−−⇀
OQ=

−−⇀
OA − −−⇀BC rel�aci�o �at��rhat�o

−−⇀
OQ=

−−⇀
OA − −−⇀BO − −−⇀OC alakba, ahonnan

−−⇀
OB= − −−⇀OA +

−−⇀
OQ +

−−⇀
OC .

106



Innen kiolvashat�o, hogy a B pont (A,Q,C) a�n b�azisra vonatkoz�o 2. �es 3.
norm�alt baricentrikus koordin�at�aja pozit��v, ebb}ol pedig 5.19. alapj�an B ∈
IntQAC^ k�ovetkezik. Alkalmazva a sz�ogm�ert�ek additivit�as�at (9.12.),

m(QAC^) = m(QAB^) +m(BAC^).

Mivel a QAP^ egyenessz�og, 9.11. alapj�an azt kapjuk, hogy m(QAC^) +
m(CAP^) = π, a k�et ut�obbi rel�aci�ob�ol pedig azt, hogy

(∗) m(QAB^) +m(BAC^) +m(CAP^) = π.

A konstrukci�ob�ol kiolvashat�oan a QAB^ �es az ABC^, valamint CAP^ �es
az ACB^ v�alt�osz�ogek. A v�alt�osz�ogek egybev�ag�ok (9.18.) �es az egybev�ag�o
sz�ogek m�ert�eke egyenl}o (9.13.), ��gy (∗)-b�ol a k��v�ant m(ABC^) +m(BAC^) +
m(ACB^) = π rel�aci�ohoz jutunk.

�
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