Bevezetés a projektiv geometriaba

Szilasi Zoltan

1. Az euklideszi sik affin transzformacioi
1.1. Az euklideszi sik

Az euklideszi sik

e pontjai a valds szdmpdrok ((z,y), ahol z,y € R);

e cgyenesel az ar + by + ¢ = 0 alakd egyenleteknek eleget tevé pontok
halmazai, ahol a, b, ¢ olyan rogzitett valés szamok, amelyekre a4 b2 > 0;

e két pontjdnak tdvolsdgan a d(A, B) = \/(x2 — x1)2 + (y2 — y1)? szémot
értjiik, ahol A = (z1,v1), B = (22,92).

2
Az A és B pontokra illeszked8 egyenest AB, aﬁt pont altal meghatarozott
szakaszt AB, az A pontbél B-be mutaté vektort AB jeloli.

Pontok egy halmazat kollinedrisnak mondjuk, ha elemi egy egyenesre illesz-
kednek. Egyenesek egy halmazat konkurrensnek nevezziik, ha elemeinak van
ko6zos pontja.

1.2. Affinitasok

1.1. Definicié. Az euklideszi sik pontjainak halmazdt énmagdra képezd olyan
bijektiv leképezéseket, amelyeknél kollinedris pontok képei kollinedrisak, affi-
nitasoknak nevezziik.

Mutatunk néhany példat affinitdsra a kordabbi tanulményokbdl.

o Tengelyes tikrozések. Az x-tengelyre vonatkozo tengelyes tiikrozés:
(wvy) = (‘T7 _y)
e FEltoldsok. A v(v1,vs9) vektorral t6rténd eltolés:

(a?,y) = (z + v1,Y + U2)‘



o Kizéppontos nyujtisok. Az origd kozéppontd, A ardnyui koézéppontos
nyujtés:
(z,y) = (Az, Ay).

e Merédleges affinitdasok. Az x-tengelyre vonatkozd, A ardnyd merdleges affi-
nitas:
(2,y) = (z, Ay).

Egyszertien 1athatd, hogy a fent megadott leképezések mind affinitdsok. A
kovetkezd tétel leirja, hogy az euklideszi sik egy tetszdleges affinitasa ,,hogyan
miikodik”. A tételt kés6bb bizonyitjuk.

1.2. Tétel. (Az affin geometria alaptétele) Az euklideszi sik minden affinitdsa
esetén vannak olyan a1, by, c1, as, ba, co valos szamok, hogy az affinitasnal
tetszdleges (x,y) pont képe

(@12 4+ D1y + c1, a2z + bay + c2).

Egy affinitasndl tetszdleges e egyenes pontjainak képei is kollinedrisak, ezek
kozos egyenesét az e egyenes képének nevezziik. Ha ¢’ az e egyenes képe, az
affinitds bijektivitdsa miatt e’ tetsz6leges pontja e valamely pontjdnak a képe.

1.3. Definicié. Egy pont eqy affinitds fixpontja, ha képe onmaga; egy e egyenes
az affinitdsndl invaridns egyenes, ha ¢/ = e.

Egyszerlien lathaté, hogy invaridns egyenesek metszéspontja fixpont és fix-
pontokra illeszkedd egyenes invarians.

1.4. Allitas. Az affinitasok pdarhuzamossdgtarto leképezések, azaz pdrhuzamos
egyenesek képei is parhuzamosak.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy az e és f pdrhuzamos egyenesek képei rendre e’
és f'. Indirekt médon feltéve, hogy ¢’ és f' metszd egyenesek, legyen ezek kozos
pontja M'. Ekkor M’ 8sképe az e és f egyenesekre egyardnt illeszkedik, amely
ellentmond e és f parhuzamossaganak. m

1.3. Az osztéviszony

Tegyiik fel, hogy az A pont helyvektora a, a B pont helyvektora b. Ekkor az

AB egyenes tetsz6leges tovabbi C' pontjénak pontjanak helyvektora a+t(b—a)
alaki, ahol t € R.

— —
Valéban, van olyan t szam, amelyre AC =t - AB. Ekkor
c—a=1t(b-a),

ahonnan atrendezés utan a fenti osszefiiggést kapjuk. Ekkor a



szamot a C pont A és B alappontokra vonatkoz6 osztéviszonyanak nevezziik,
és (ABC) médon jeloljiik.

Az aldbbi allitds ramutat az osztoviszony geometriai jelentésére.

1.5. Alh’t_é>s. Kdl%ézé’ kollinedris A, B, C pontok esetén (ABC) az a A szdm,
amelyre AC = X\ - CB.

Bizonyitds: A ¢ —a = t(b — a) egyenléséghdl kovetkezben
—
AC =t(b —a)

és

Igy valéban,

Az el6z6 tényt tigy is megfogalmazhatjuk, hogy (ABC) az AC és CB sza-

kaszok hosszainak elgjeles hdnyadosa; vagyis az a szam, amelynek abszolut

értéke Zgg’gg, és eldjele pozitiv vagy negativ attdl fiiggden, hogy az AC és

C B szakaszok megegyez6 vagy ellentétes iranyiak. Ezt az el6jeles hanyadost

a tovabbiakban egyszeriien é—g modon jeloljiik.

1.6. Allitas. Ha (ABC) = X, akkor

1
BAC) = —
(BAC) = 5.
(ACB) = —-(\+1),
1
AB) = ———
(CAB) A+17
A+1
(BCA) = - 212
A
BA) = — .
(CBA) A+1
Bizonyitds: A definicié alapjan
BC CB 1 1
BA = = = —— = —
(BAC) CA AC % A
. AB  CB-CA AC



Innen

1 1
(CAB) = (ACB) ~ X+1
(BCA) = —(BAC) 41— —+ —1-_A+1
) )
és X \
(CBA) = (BCA) ~ A+1
| |

1.7. Allitas. Adott A, B pontokhoz és A # —1 szdmhoz eqy és csak egy olyan
C pont van, amelyre (ABC) = \.

Bizonyitds: Ha A helyvektora a, B helyvektora b, akkor C' helyvektora a +
t(b — a) alakd. (ABC) = A miatt A = - Innen dtalakitds utdn

1—t°
A—th=t,
azZaz
A
D)

adddik. Tehat az egyetlen lehetséges C' pont a

A

——(b—a)=—— —Db
at b= et
helyvektord pont. m

1.8. Allités. Ha A, B, C valamint A', B', C' kollinedris ponthdrmasok, és

— > 4. .
AA" || BB || CC", akkor (ABC) = (A’B'C"), azaz az osztéviszony parhuzamos
vetitéssel szemben invaridns.

A fenti allitds a parhuzamos szelOk tételének kozvetlen atfogalmazésa.

Osztoviszony atmésolasa.

A tétel alapjan adott kollinedris A, B, C pontok és adott A’, B’ pontok
esetén szerkeszthetd olyan C’, amelyre (ABC) = (A’B'C").



Legyen A” := A’, és legyen s az A’ pontra illeszkedd tetszdleges egyenes.

Mérjiik fel az s egyenesre az A’ pontbdl az AB és AC szakaszokat: legyenek
tehdt B” és C" az s egyenes azon pontjai, amelyekre d(A”, B") = d(A, B),
d(A”,C") = d(A, ), és a megfelels szakaszok irdnyitdsai is megegyeznek.

<
e Legyen c a C” pontra illeszkedd, B’ B"-vel parhuzamos egyenes.

7 H .. .. .
e Ekkor c és A’ B’ kozos pontja a keresett pont.

Valéban, az el8z6 &llitds miatt (A'B'C") = (A” B"C"), a megfelels szakaszok
egybevigdisigai miatt pedig (A”B"C") = (ABC).
1.9. Tétel. Az affinitdsok osztoviszonytarto leképezések, azaz ha valamely A,
B, C kollinedris pontok képei egy affinitasndl rendre A’, B', C', akkor (ABC) =
(A'B'C").
Bizonyitds: Vegyiik fel a koordinatarendszert ugy, hogy az A, B, C' pontok
egyenese az a-tengely legyen, és koordindtéik legyenek rendre A(x1,0), B(z,0),
C(z3,0). Az affin geometria alaptétele miatt vannak olyan ay, by, ¢1, aa, ba, o

valés szdmok, hogy az affinitdsnél tetszdleges (z,y) pont képe (a1z + b1y +
c1, a2z + bay + ¢2). Ekkor az adott pontok képei rendre

Al(arzy + ¢1, a9z + ¢2),
B'(a13 + ¢1, a2 + ¢2),
és
C'(ayx3 + c1, asws + c2).
Legyenek az A’, B’, és C' pontok z-tengelyre es6 meréleges vetiiletei A", B” és
C". E pontok koordindtai tehat
A”(alxl + Ci, 0),

B/I(a1x2 + C1, 0))
és

C”(aldfg +c1, O)
A pérhuzamos vetités osztéviszonytartdsa miatt (A”B”"C") = (A'B'C’), igy
elegendd azt megmutatnunk, hogy (ABC) = (A”B"”C"). Mivel az osztéviszony
a megfelel6 tavolsagok elGjeles hanyadosa, most

(ABC) = T3~ T
To — T3
Hasonldan,
(A//B//C//) _ (a1l‘3 + Cl) - (alxl + Cl) _ a1(1'3 - $1) _ xr3 — T

(a1ze + 1) — (mz3 +¢1)  ar(we —x3) @2 — 23

Igy valéban, (A”B"C") = (ABC). m



1.10. Tétel. (Az affinitdsok alaptétele) Megadva az A, B, C és A’, B', C' nem
kollinedris ponthdrmasokat, létezik egy és csak egy olyan affinitds, amelynél A
képe A', B képe B’ és C képe C'.

Bizonyitds: Legyenek a megadott pontok koordindtai A(zi,y1), B(za2,y2),
C(zs,ys3), A (2, y1), B'(zh,yh) és C'(a%,y4). Az affin geometria alaptétele mi-
att azt kell megmutatnunk, hogy egy és csak egy olyan (a1, by, ¢1, as, ba, ca) valds
szamokbdl allé rendezett elemhatos van, amelyre

!
] = a1 + b1y +c1,

Ty = a1xs + biys + ¢,
Ty = a1x3 + biys + c1,
Yy = aaxy + bay1 + c2,
Yy = sy + boys + c2,
Y3 = axx3 + bays + co.

Megmutatjuk, hogy mind az elsé harom, mind a mésodik harom egyenletbdl 4116
egyenletrendszer egyértelmiien oldhaté meg (ahol az x;,z;, 2}, vy} (i = 1,2,3)
szamok adottak, az ismeretlenek az a;, b;, ¢; szdmok (i = 1,2)). Elegendd a
bizonyitast az els6 harom egyenletbol all6 egyenletrendszerre elvégezni, az allitas
masik része teljesen hasonléan mutathaté meg.

Az els6 egyenletbdl a masodikat illetve a harmadikat kivonva kapjuk az

] —xh = ay(x1 — x2) + b1(y1 — y2),

zh — 2 =a1(z1 —x3) + bi(y1 — y3)

egyenleteket. Az elsd egyenletet (x7 — x3)-al a mésodik egyenletet (1 — x2)-vel
szorozva, majd a két egyenlet kiilonbségét képezve adodik, hogy

(x) —x5) (w1 —23) — (2] —25) (21 —22) = bi[(y1 —y2) (21 —23) — (y1 —y3) (x1 —22)].

Ez az egyenlet by-re akkor és csak akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha by egytitt-
hatéja nem 0. Mivel feltételiink szerint A, B, C nem kollinearis, C nem illesz-

kedik az /Té egyenesre. Az 1<4—>B egyenes egyenlete
(y —y)(z2 — 1) = (y2 — y1)(z — z1),
ezt a C pont koordinatai nem elégitik ki, tehat valéban,
(ys —y1)(@2 — 21) # (Y2 — y1) (x5 — 21).

fgy az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd, tehét 1étezik egy és csak egy,
a feltételeknek megfelel6 affinitéas. m

1.11. Kovetkezmény. Ha egy affinitisnak van hdrom nem kollinedris fiz-
pontja, akkor identitds.



Bizonyitds: Ha a harom, nem kollinearis fixpont A, B és C', akkor az el6z6 tételt
A=A, B= B és C = (' valasztassal alkalmazva adédik az allitds. m

A harom nem kollinedris pont és képe daltal meghatdrozott affinitds
egyértelmiisége szerkesztéssel is igazolhatd: megadva az A, B, C és A’, B', C’
pontokat, megszerkesztjiik egy tovabbi adott D pont képét.

e Amennyiben D; rajta van az ABC haromszog valamelyik - mondjuk az

<
AB - oldalegyenesén, D képe az osztdviszonytartas miatt megszerkeszt-
heté, mint az a D] pont, amelyre (A’B'D!) = (ABD;).

e Ha <2> nem <_il}eszkedik a haromszog egyik oldalegyenesére sem, legyen D,
az AB és C'D egyenesek metszéspontja. Ekkor az el6z6 pont alapjan szer-
kesztheté a Dy pont D] képe. Igy D’ az a pont, amelyre (C'D}D’) =
(CD1D).

@

1.4. Tengelyes affinitasok

1.12. Definicié. Egy affinitdst tengelyes affinitisnak mondunk, ha van pon-
tonként fixr eqgyenese. Ezt az egyenest az affinitds tengely ének nevezziik.

1.13. Lemma. Tengelyes affinitdsndl minden, nem invaridns egyenes a képét
a tengelyen metszi, vagy pdrhuzamos a képével.

Bizonyitds: Tekintsiink egy e egyenest. Tegyiik fel el6szor, hogy e nem
parhuzamos a tengellyel, és legyen az e egyenes metszéspontja a tengellyel P.
Mivel P fixpont, illeszkedik az e’ egyenesre is. Mivel e nem invarians, az egyetlen
koz6s pontja e’-vel P.

Ha e nem metszi a tengelyt, akkor az el6z6 meggondoldssal a képe sem
metszheti, {gy mind e, mind e’ padrhuzamos a tengellyel. m

1.14. Allitas. Tengelyes affinitdsndl valamely pontot a képével dsszekitd egye-
nes iranya nem fiigg a pont vdlasztdsdtol. Ezt az irdnyt az affinitas irdnyanak
hivjuk.



Bizonyitds: Legyenek az A és B pontok képei rendre A’ és B’. Tegyik

fel, hogy AB nem invaridns egyenes. Ekkor AB és A'B’ a tengelyen met-

szik egymadst, legyen k6z0s pontjuk 7T'. Az affinitasok osztoviszonytartdsa miatt

(TAB) = (TA'B’), amibdl a parhuzamos szeldk tételének megforditdsa miatt
—

=
valéban AB || A’B’ kovetkezik. m

1.15. Kovetkezmény. Egy tengelyes affinitist egyértelmiien meghatdroz ten-
gelye és a sik valamely tovdbbi pontjdnak képe.

Amennyiben adott egy affinités ¢ tengelye, és egy A pont A’ képe, valamely
tovabbi P pont képe az aldbbi mdédon szerkesztheto.

H 7’ . .. .
e Legyen AP és t kozos pontja T.

o %or az AP egyenes képére illeszkedik A’ és T, igy az AP egyenes képe
TA.
<~ —
e A P pont képe igy illeszkedik T A’-re, valamint az affinitds AA’ irdnyéval

parhuzamos P-re illeszkedd egyenesre egyarant, igy P’ e két egyenes
metszéspontja.

1.16. Definicié. Egy affinitdst mer6leges affinitasnak hivunk, ha irdnya
merdleges a tengelyére. Azt mondjuk, hogy egy affinitds elacid, ha irdnya és
tengelye pdarhuzamosak.

Megéllapithatjuk, hogy tengelyes affinitas esetén az invarians egyenesek
e az affinitds irdnyaval parhuzamos egyenesek,
e ¢és a tengely.

Annak a ténynek, hogy a tengelyes affinitdsoknak van irdnya, lényegében a
megforditasa is igaz: tehdt egy affinitdsnak pontosan akkor van irdnya, ha van
tengelye.



1.17. Allités. Ha eqy affinitdsndl valamely pontot a képével dsszekotd egyenes
iranya nem fiigg a pont vdlasztdsdatol, akkor tengelyes affinitds vagy pdrhuzamos
eltolas.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy egy affinitdsnak ,van iranya”. Ekkor tetszéleges,
nem invaridans egyenesnek és képének metszéspontja fixpont. Valdban, te-
kintsiink egy e egyenest. Legyen e képe ¢, és e két egyenes metszéspontja M.
Legyen A az e egyenes egy tovdbbi pontja, amelynek képe A’. Mivel M raJta

—
van e-n, M képe (M’) rajta van e’-n. Azonban a feltétel alapjn MM’ I AA’
I —
Ha M # M’ akkor MM' = ¢’, amely csak tgy lehet parhuzamos AA -vel, ha

egybeesnek. Ekkor e = €’ adédna. Feltételiink szerint azonban e nem invarians,
igy ez ellentmondds: csak M = M’ lehetséges.

Az affinitdsok alaptétele értelmében az affinitdst meghatarozza egy ABC
haromszog és annak A’ B’C’ képe. Tegytik fel el6szor, hogy a két haromszognek
van két olyan megfelel¢ oldalegyenes-parja, amelyek nem parhuzamosak: legyen
H re <.> re . H re 7 . ’” ’”
AB és A’ B’ metszéspontja Ty, AC és A’C’ metszéspontja Ty. Ekkor az eldzbek
alapjan T3 és Tb fixpontok. Az affinitdsok osztéviszonytartasa miatt ekkor 7775
Osszes tobbi pontja is fixpont, tehat 1175 az affinitds tengelye. (Megjegyezziik,

Ry d <
hogy ekkor BC és B'C’ metszéspontja is illeszkedik az affinitds tengelyére,
tehat kollinedris a 17 és To pontokkal. Ez a tény Desargues késébbiekben
megfogalmazésra keriil§ tételének egy specidlis esete.)

Tegyiik fel végiil, hogy az ABC’ é A A'B'C’ haromszogek két megfelel6 oldal-
egyenespéarja is parhuzamos: AB | A’B’ és AC I A’C’ Ekkor AA’BB’ para-
lelogramma, igy d(B, B') = d(A, A’). Tovabba AA'CC" is paralelogramma, igy
d(C,C") = d(A, A"). Igy d(B,B’) = d(C,C"). Azonban feltﬂﬁnkbél adéddan

—
BB' || CC', i{gy BB'CC" is paralelogramma, tehdt BC || BC'. Ez azt jelenti,
hogy az ABC hdromszoget parhuzamos eltolds viszi az A’B’C’ hiromszogbe,
az affinitdsok alaptétele miatt ez az egyetlen megfelel6 affinités. m

1.18. Allitas. Tetszdleges affinitds tengelyes affinitds és hasonldsdg kom-
pozicidja.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a tekintett affinitds az ABC hé(_ro)mszéget az
A’'B'C’" haromszogbe viszi. Mérjiik fel az A’B’'C’" héromszog B'C’ oldalegye-
nesére B’ pontbdl a BC' szakaszt, végpontja legyen C. Alkalmazzunk olyan B’
kozépponti nyijtdst, amely a C’ pontot C-ba viszi: legyen az A’ pont képe A.
Alkalmazzunk olyan mozgdst, amelynél a C szakasz képe BC. Mivel
feltételiink szerint e két szakasz egybevagd, 1étezik ilyen egybevagdsagi transz-
formécié. Legyen ennél a mozgasnal A képe A. Ekkor az A'B'C’ héromszoget
egy nytjtds és egy egybevdgésdgi transzformacié kompozicijdval, vagyis egy
hasonlésaggal vittiik at az ABC haromszogbe Ezt a hdromszoget az a tenge-
lyes affinitds, amelynek tengelye BC és A-hoz A-t rendeli, ABC-be viszi. Igy



val6ban, egy tengelyes affinitds és egy hasonlésdg kompoziciéja ABC-t A’ B'C’-
be viszi. m

1.19. Allitas. Legyen adott egy t tengelyld affinitds és egy, t-re nem il-
leszkedd A pont. Ekkor van az A ponton keresztil eqy és csak egy olyan
merdleges egyenespdr, amelyek képei is merdlegesek. (Ezt az egyenespdrt in-
varians derékszogparnak hivjuk.

Bizonyitds: Legyen A képe A’. Tegyiik fel, hogy e és f a feltételeknek megfeleld
egyenesek, tengelypontjaik legyenek rendre T¢ és T¢. Ekkor a T, T szakasz A-bdl
és A'-bél egyarant derékszogben latszik, igy A és A’ illeszkedik a T, Ty atméréj
korre. Ennek a kornek a kozéppontja illeszkedik ¢-re és AA’ felezémerdlegesére
egyarant, igy egyértelmiien szerkeszthetd.

Meroleges affinitds esestén AA’ felezbmerdlegese parhuzamos a tengellyel.

Ekkor azonban AA’ invaridns egyenes, az A-ra illeszkedd, tengellyel parhuzamos
egyenes képe pedig az A’-re illeszkedd tengellyel parhuzamos egyenes. Igy ebben

az esetben AA’ és a tengellyel padrhuzamos egyenes hatdrozzdk meg az egyetlen
lehetséges invarians derékszogpart. m

1.20. Tétel. Tetszbleges affinitas felirhato egy hasonldsdg és eqy olyan affinitds
kompozicidjaként, amelynek van két merdleges invaridns egyenese.

Bizonyitds: Tekintve egy tengelyes affinitast, és egy, a tengelyére nem illeszked6
A pontban az invarians derékszogparat, alkalmazzuk azt a mozgést, amely az
A pontot az affin képébe, az invaridns derékszdgpérat a képébe viszi. Ekkor a
tengelyes affinitast egy mozgas és egy olyan affinitds kompozicidjaként irtuk fel,
amelynek van két merdleges invarians egyenese.

TetszOleges affinitds tengelyes affinitds és hasonlésdg kompozicidja, és az
elobb megadott kompoziciéban szerepl6 mozgés is hasonlésagi transzformécio.
fgy egy tetszOleges affinitds a kovetkez6 kompozicidként allithato els:

e olyan hasonlésag, amely az affinitast tengelyes affinitdssd alakitja;

10



e olyan mozgds, amely a tengelyes affinitds egy invarians derékszogparjat a
képébe viszi: ez a tengelyes affinitast olyan affinitdssa alakitja, amely-
nek van két meréleges invaridns egyenese (a széban forgd invaridns
derékszogpér képe).

A kovetkezOkben leirjuk egy megfeleléen valasztott koordindtarendszerben
azokat az affinitdsokat, amelyeknek van két merdleges invarians egyenese.

A két invaridns egyenes metszéspontja fixpont, legyen ez (0,0), a merdleges
invaridns egyenesek pedig az z-tengely és az y-tengely. (Ezt a koor-
dindtarendszert az affinitds kanonikus koordindtarendszerének hivjuk.)

Az affin geometria alaptétele alapjan vannak olyan valds szamok, amelyekre
tetszéleges (z,y) pont képe (a1z + b1y + c1,a2x + bay + c2). Meghatarozzuk
ezeket a szamokat.

e Mivel (0,0) képe (0,0), adédik, hogy ¢ = c2 = 0.

e Mivel az z-tengely invaridns egyenes, (1,0) képe (A,0) valamely A valés
szam esetén. Ebbol kovetkezik, hogy a3 = A és ay = 0.

e Mivel az y-tengely invaridns egyenes, (0,1) képe (0, u) valamely p valés
szam esetén. Igy by = 0 és by = p.

fgy ebben a koordindtarendszerben az affinitds tetszéleges (x,y) ponthoz a
(Az, uy) pontot rendeli.

Mivel tetszoleges affinitas egy hasonldsag és egy ilyen alaku affinitas kom-
pozicidja, az alakzatok affin képének vizsgalatdhoz elegendé az ilyen alaku affi-
nitasokndl megvizsgani az alakzatok képeit.

1.5. Affinitasok alkalmazasa ellipszisekkel kapcsolatos fel-
adatok megoldasara

1.21. Definicié. Legyenek adottak a sik Fy és Fy pontjai és eqy 2a valds szdm
tgy, hogy 2a > d(Fy, Fy) teljesiljon. Azon pontok mértani helyét a sikban, ame-
lyeknek az Fy és Fy pontoktdl vett tavolsagainak osszege 2a, ellipszisnek hivjuk.
Az Fy és Fy pontok az ellipszis fokuszai.

Bemutatjuk, hogy Fi, Fs és egy 2a hosszusigu szakasz ismeretében hogyan
szerkeszthet&ek pontok az ellipszisbél.

e A 2a hosszusagu szakasz egy tetszéleges pontjat kivélasztva azt egy x és
egy y hosszusigu szakasz unidjara bontjuk, amelyre x + y = 2a teljestl.

e Az Fy pont koril x sugdrral, Fy koril y sugdrral korbzve, a két kor
metszéspontjai illeszkednek az ellipszisre.
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Vegylik észre, hogy az elligszis minden pontja ilyen médon megkaphatd,

és minden ponttal egyiitt az FjFs egyenesre valo tiikorképe is illeszkedik az
ellipszisre. fgy a fokuszok egyenese az ellipszis eqy szimmetriatengelye, amelyet
a nagytengely egyenesének hivunk.

Eszrevehets az is, hogy a fenti szerkesztésben az F; és F, pontok fel-
cserélésével a szerkesztett ellipszispont FiFy felezOmerdlegesére vonatkozd
tiikorképét is megkapjuk, igy a fokuszok dltal meghatdrozott szakasz fe-
lezdmerdlegese is szimmetriatengelye az ellipszisnek, amelyet a kistengely egye-
nesének mondunk.

Mivel két szimmetriatengely metszépontja az ellipszisnek szimmet-
riakozéppontja, az ellipszis kézéppontosan szimmetrikus a fokuszok dltal alkotott
szakasz felezépontjdra. Ezt a pontot az ellipszis kdzéppontjanak nevezziik.

Legyenek A és B az ellipszis k6zéppontjardl a tavolsagra 1évo, a nagytengely
egyenesére illeszked6 pontok. Ekkor d(A, Fy)+d(A, Fy) = d(B, F»)+d(A, Fy) =
d(A, B) = 2a, {gy A és B illeszkednek az ellipszisre. Azt mondjuk, hogy A és B
a nagytengely végpontjai, AB pedig a nagytengely.

Legyen a fokuszok tavolsaga 2¢, és legyen b az a pozitiv szdm, amelyre

a? =b* + 2.
Legyenek C' és D a Kkistengely egyenesének az ellipszis kozéppontjatol b
tévolsdgra levé pontjai. Ekkor a Pitagorasz-tétel miatt d(Fy, C) = d(Fs,C) = a,

igy d(F1,C)+d(Fy,C) = 2a. Ez azt jelenti, hogy C - és hasonléan, D is - illesz-
kedik az ellipszisre. Ezek a pontok a kistengely végpontjai, C' D pedig a kistengely.

Tekintsiik azt a koordinatarendszert, amelynek origéja az ellipszis
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kozéppontja, z-tengelye az ellipszis nagytengelye, y-tengelye az ellipszis kisten-
gelye. Egyszerii szamolassal ellenorizhet6, hogy ebben a koordinatarendszerben
az ellipszis egyenlete

Ezt az ellipszis kanonikus egyenletének hivjuk.

1.22. Allités. Eqgy ellipszis vagy kor képe tetszdleges affinitasnal ellipszis vagy
kor.

Bizonyitds: Tekintsiik az

egyenlet(i alakzatot. Minden ellipszis (vagy a = b esetben kor) egyenlete ilyen
alaki egy megfeleléen vélasztott koordinatarendszerben. Tegyiik fel, hogy a
széban forgd affinitdsndl tetszbleges (z,y) képe (Ax, py). (Egy hasonldség al-
kalmazaséval elérhetd, hogy ilyen alaki legyen az affinités.)

Egy pont akkor és csak akkor van rajta egy alakzat képén, ha a pont 0sképe

rajta van az alakzaton. Az (z,y) pont ésképe ( 3, iy , ez akkor és csak akkor
illeszkedik az ellipszisre, ha

Atalakitds utdn az egyenlet az

22 . y? .
(Aa)?  (ub)?

alakot Olti, ami valéban ellipszis vagy kor egyenlete. m

A bizonyitdsbdl kideriil, hogy (példdul A = b, u = a valasztdssal) tetszdleges
ellipszis esetén elérhetd, hogy affin képe kor legyen.
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1.23. Definicié. Egy ellipszis érint6jén olyan egyenest értink, amelynek eqy és
csak eqy k6zos pontja van az ellipszissel.

Az affinitdsok értelmezése alapjdn vilagos, hogy egy ellipszis érintdjének affin
képe az ellipszis képének érintdje.

1.24. Definicié. Egy ellipszis atmérGjén az ellipszis kozéppontjdra illesz-
kedé egyenest értink. Ezen egyenes és az ellipszis kézds pontjait az dtmérd
végpontjainak mondjuk.

1.25. Lemma. Tetszdleges ellipszis dtmérdjének affin képe az ellipszis képének
datmérdaje.

Bizonyitds: Mivel az ellipszis kozéppontja az ellipszis szimmetriacentruma,
az atmérd végpontjai altal meghatarozott szakasz felezOpontja az ellipszis
kozéppontja. Mivel az affinitdsok osztéviszonytarto leképezések, az atméré fe-
lez6pontjanak képe az atmérd képének felez6pontja.

Mivel az atmérék egy pontra illeszkednek, képeik is egy pontra illeszkednek,
mégpedig - az el6z6 érvelésbol addéddan - egy olyan pontra, amelyik minden, a
képellipszis ra illeszked6 hurjat felezi. Ez a pont a képellipszis kézéppontja, igy
az atmérdk képei a képellipszis atmérsi. m

1.26. Allitas. Eqgy ellipszis tetszoleges dtmérdjének végpontjaira illeszkedd
érinték parhuzamosak. Az érintdkkel parhuzamos dtmérd végpontjaiba hizott
érintok pdrhuzamosak az eredeti dtmérével. Egy dtmérdt, és a végpontjaiban
hizott érintdkkel pdrhuzamos datmérét egyiittesen az ellipszis egy konjugalt
atméréparjanak mondjuk.

Bizonyitas: Alkalmazzunk olyan affinitdst, amelynél az ellipszis képe kor. Ennél
az affinitasndl az el6z0 lemma miatt az ellipszis egy tetszdleges atmérdjének
képe a kor egy atmérGje. A kor dtmérdjének végpontjaira illeszkedd érintSk
merdlegesek az eredeti atmérore - igy egymassal valoban parhuzamosak.

Tekintve a tekintett &atmérére merdleges iranyu atmér6t, annak
végpontjaiban huzott érinték erre merGlegesek, azaz az eredeti atmérovel
parhuzamosak lesznek.
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Mivel az affinitds parhuzamosségtarto leképezés, ezzel igazoltuk az allitast.

Vegylik észre, hogy tetszoleges ellipszis nagytengelye és kistengelye konjugdlt
atméropdrt alkot. Vilagos, hogy tetszdleges affinitasnal konjugalt atmérépér
képe konjugdlt atméropar.

Legyen adott egy ellipszis egy konjugdlt atméréparja. Meghatdrozunk olyan
tengelyes affinitdast, amelynél az ellipszis képe kor. S
Legyenek az adott 4tmérdk - amelyek egymast felezik - PQ és RS.

— -
e Legyen P() az affinitds tengelye.
o Legyen a tekintett k ellipszis képe a PQ atmérdji k' kor.

e Mivel konjugalt atmérdpar képe az affinitdsnal konjugalt atmérdpar, és
PQ képe onmaga, az RS szakasz képe PQ felezémerolegesén van.

e Mivel az R és S képe illeszkedik k'-re, R’ és S’ az el6z6 felez6merdleges és
k' kozos pontjai (tetsz6leges sorrendben).

e Az az affinitds, amelynek tengelye PQ és amelynél R képe R’, a k ellipszist
a k' korbe viszi.

e A kor egy tetszOleges A’ pontjat kivdlasztva annak &sképe illeszkedik az
ellipszisre, az A’ pontbeli korérint 8sképe az ellipszis érintdje.

Abban a specidlis esetben, ha PQ és RS merdlegesek, az ellipszis tengelyei
vannak adva. Vegyik észre, hogy ekkor - de csak ebben a specidlis esetben -

R’ és S’ illeszkedik az RS egyenesre, és az ellipszist merédleges affinitds viszi at
korbe.
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Ilyen affinitast alkalmazva egyszeriien kezelhet6ek a tengelyekkel, vagy kon-
jugdlt atméréparral adott ellipszisekre vonatkozo illeszkedési feladatok. II-
lusztracidként bemutatjuk egy tengelyeivel adott ellipszis és egy egyenes k6zos
pontjainak szerkesztését.

Legyen az adott k ellipszis nagytengelye AB, kistengelye C'D; az adott egye-
nes e.

e Meghatarozunk - az el6z8 mddszerrel - olyan affinitdst, amelynél a k ellip-
szis képe az AB (vagy CD) atmér6ji k' kor.

e Meghatdrozzuk az e egyenes e’ képét az affinitasnal.
e Meghatdrozzuk e’ és k’ kozos pontjait, legyenek ezek M/ és M.

o ¢’ és k' kozos pontjainak Ssképei e és k kozos pontjai, {gy M{ és M5 Esképei
a keresett M7 és My pontok.

1.6. Feladatok
1. Legyenek adottak az A és B pontok. Szerkessziik meg azt a C pontot,

amelyre
a. (ABC) = 1;
b. (ABC) = 2;
c. (ABC)=-1%.

2. Egy tengelyes affinitdsndl az a egyenes képe d’, a b egyenes képe b'. Szer-
kessziik meg az affinitds tengelyét és irdnyédt!

3. Adott egy affinitds t tengelye, valamint egy P pont képe, P’. Szerkessziik
meg egy t-vel parhuzamos egyenes képét!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Adott egy affinitds ¢ tengelye, valamint egy P pont képe, P’. Szerkessziik
meg egy PP’-re illeszkedd pont képét!

Adott egy eldcié tengelye és egy P pont képe. Szerkesszitk meg a sik
valamely tovabbi pontjanak képét!

Adott egy affinitas ¢ tengelye, valamint az e és f egyenesek. Hatarozzunk
meg olyan, ¢ tengelyl affinitast, amelynél e és f képei merélegesek!

Adott a t egyenes és egy ABC'D paralelogramma. Hatdrozzunk meg olyan,
t tengelyli merdleges affinitast, amelynél ABC D képe téglalap!

Adott a t egyenes és egy ABC D paralelogramma. Hatdrozzunk meg olyan,
t tengelyli affinitdst, amelynél ABCD képe rombusz!

Adott a t egyenes és egy ABC D paralelogramma. Hatarozzunk meg olyan,
t tengelyi affinitdst, amelynél ABCD képe négyzet!

Adott a t egyenes és egy ABCD trapéz. Hatdrozzunk meg olyan, ¢ ten-
gelyl affinitast, amelynél ABC D képe olyan derékszogii trapéz, amelynek
derékszoge az A cstcs képénél van!

Adott a t egyenes és egy ABC héaromszog. Hatdrozzunk meg olyan,
t tengelyll affinitdst, amelynél a haromszog képe olyan egyenld szaru
héromszog, amelynek szarai az AB és AC szakaszok képei!

Adott a t egyenes és egy ABC haromszog. Hatdrozzunk meg olyan,
¢ tengelyll affinitdst, amelynél a haromszog képe olyan egyenld szaru
derékszogli haromszog, amelynek szdrai az AB és AC' szakaszok képeil

Adott a t egyenes és egy ABC haromszog. Hatdrozzunk meg olyan, ¢
tengelyi affinitast, amelynél a haromszog képe szabalyos hdromszog!

Adott egy ellipszis két tengelye és egy kiilsé pont. Szerkessziikk meg a
pontbdl az ellipszishez hizhatd érintéket!

Adott egy ellipszis két tengelye és egy egyenes. Szerkessziik meg az ellipszis
adott egyenessel parhuzamos érint6it!

Adott egy ellipszis két tengelye és egy atmérdje. Szerkessziik meg az ellip-
szis adott atméréhoz konjugalt atméréjét!

Adott egy ellipszis nagytengelye és egy pontja. Szerkessziik meg a kisten-
gelyt!

Adott egy ellipszis kistengelye és egy érintéje. Szerkessziik meg a nagyten-
gelyt!

Adottak egy ellipszis tengelyeinek egyenesei és két pontja. Szerkessziik
meg az ellipszis tengelyeit!
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Adottak egy ellipszis tengelyeinek egyenesei és egy pontja a ra illeszkedd
érintével. Szerkesszitk meg az ellipszis tengelyeit!

Adott egy ellipszis egy konjugélt dtmérdparja és egy egyenes. Szerkessziik
meg az ellipszis adott egyenessel k6z6s pontjait!

Adott egy ellipszis egy konjugélt atméréparja és egy kiilsé pont. Szer-
kessziik meg a pontbdl az ellipszishez hizhaté érintéket!

Adott egy ellipszis egy konjugdlt &tmérépérja és egy egyenes. Szerkessziik
meg az ellipszis adott egyenessel parhuzamos érintéit!

Adott egy ellipszis egy konjugdlt atméréparja és egy tovabbi atmérdje.
Szerkessziik meg az ellipszis adott atméréhoz konjugdlt dtmérdjét!

Adott egy ellipszis egy konjugdlt atméréparja. Szerkessziik meg az ellipszis
tengelyeit!
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2. A valés projektiv sik

2.1. A valds projektiv sik pontjai és egyenesei

Az euklideszi sik Osszes egyenesét bévitsiik ki egy tovabbi ponttal ugy,
hogy két egyenest akkor és csak akkor bévitiink ugyanazzal a ponttal, ha
parhuzamosak. Ezeket az ,,4j” pontokat wvégtelen tdvoli pontoknak hivjuk. Az
egyenesek halmazat egyetlen 1j elemmel bovitjiik, egy olyan egyenessel, amelyre
a végtelen tavoli pontok illeszkednek és csakis azok. Ezt az egyenest a vételen
tavoli egyenesnek nevezziik.

A walos projektiv sik

e pontjai az euklideszi sik pontjai (azaz a wvéges helyzetd pontok) és a
végtelen tavoli pontok,

e egyenesei az euklideszi stk egyenesei (azaz a véges helyzetd egyenesek) és
a végtelen tavoli egyenes.

2.1. Allitas. A valds projektiv sik barmely két pontjdra illeszkedik eqy és csak
eqy egyenes.
Bizonyitds:

e Ha mindkét pont véges helyzetii, akkor pontosan az altaluk meghatarozott

euklideszi egyenes illeszkedik mindkét pontra.

e Ha az egyik pont véges helyzetli, a masik pont végtelen tavoli, akkor az
adott véges helyzetli pontra illeszked6 adott irdnyu euklideszi egyenest
hatarozzak meg.

e Ha mindkét pont végtelen téavoli, akkor nem illeszkedhet rajuk véges hely-
zetll egyenes (hiszen egy euklideszi egyenest csak egy végtelen tavoli pont-
tal bdvitettiink), azonban a végtelen tavoli egyenes tartalmazza mindkét
pontot.

2.2. Allitas. A valds projektiv sik bdrmely két egyenesére illeszkedik eqy és csak
eqy pont.

Bizonyitds:

e Ha metsz0, véges helyzetii egyenesekrol van szé, akkor kozos pontjuk a
véges helyzetli metszéspontjuk.

e Ha parhuzamos, véges helyzetli egyenesekrdl van szd, akkor nincsen véges
helyzetli koz6s pontjuk, azonban ugyanazzal a végtelen tavoli ponttal let-
tek bévitve.

e Egy véges helyzetli egyenes és a végtelen tavoli egyenes egyetlen k6zos
pontja a tekintett véges helyzetii egyenes végtelen tavoli pontja.
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Egy fogalom vagy allitds dudlisan a ,pont” és ,egyenes” szerepének fel-
cserélésével kapott 1j fogalmat vagy allitdst értjiik. A valés projektiv sikon a
dualitds elve azt jelenti, hogy egy dllitds pontosan akkor teljesiil, ha a dudlisa.

Ennek bizonyitdsdt késébb végezziik el. A bizonyitdsndl megadunk a valds
projektiv sik pontjainak és egyeneseinek halmaza kozott egy illeszkedéstartéd
bijekciot, azaz olyan bijekcidt, amelyre teljesiil, hogy egy pont akkor és csak
akkor illeszkedik egy egyenesre, ha a pont képegyenese illeszkedik az egyenes
képpontjara. Ilyen bijekcié létezésébdl valéban kovetkezik a dualitds elve: a
duélis allitas bizonyitasa a fenti bijekcié alkalmazésa utdn pontosan az eredeti
allitds bizonyitasara redukalédik.

2.3. Definici6. A wvalds projektiv sik eqy egyenesére illeszkedd pontok halmazdt
pontsornak, eqy pontjara illeszkedd egyenesek halmazdt sugarsornak hivjuk. Eqy
pontsor elemeinek kozos egyenesét a pontsor tartéegyenesének, a sugdrsor ele-
meinek k6z6s pontjat a sugdrsor tartopontjdnak mondjuk.

A definiciébdl lathatd, hogy a pontsor és a sugarsor dudlis fogalmak.

2.2. A kettOsviszony

2.4. Definicié. Legyenek A, B, C, D kiilénbiozd kollinedris, véges helyzeti pon-

tok. Az
(ABC) AC DB

(ABD) _ CB AD

szdmot a négy pont kettdsviszonydnak hivjuk.

(ABCD) :=

2.5. Allitas. Legyenek A, B, C, D kiilonbézd kollinedris, véges helyzetii pontok.
FEkkor
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA),

1
(ACBD)=1-(ABCD,).
Bizonyitds:
BD CA AC DB
(BADC) =53 5c = cp ap ~ ABCD);
CA BD AC DB
(CPAB) =D ¢p = op ap ~ APP)
az el6z6 azonossag alapjan pedig
(DCBA) = (BADC).
BC DA DB AC 1

(BACD) =% BD ~ 4D CB ~ (ABCD)
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Az utolsé Osszefiiggés igazolasdhoz tegyiik fel, hogy a pontok k6zos egyenese az
x-tengely, és igy koordindtéik rendre A(a,0), B(b,0), C(c,0) és D(d,0). Ekkor

c—a b—d
ABCD) = .
( ) b—c d—a’
b—a c—d
ACBD) = . .
( ) c—b d—a
fgy azt kell belatnunk, hogy
b—a c—d _c—a b—d
c—b d—a b—c d—a

Atszorzéas utén innen
(b—a)(c—d)=(c—b)(d—a)+ (c—a)(b—d),

majd elvégezve a miveleteket, a 0 = 0 azonossigot kapjuk, ami allitasunk
igazsagat jelenti. m

A kovetkez6kben értelmezziikk a végtelen tavoli pontot tartalmazo
kettésviszonyokat is. Négy kollinearis pont koziil 0, 1 vagy 4 lehet végtelen tavoli.

Amennyiben pontosan egy végtelen tavoli pont van a tekintett négy pont
kozott, a fenti azonossagok alkalmazéasaval elérhetd, hogy ez az utolsé pont
legyen. Amennyiben D, a pontnégyes egyetlen végtelen tavoli eleme,

(ABCD..) := —(ABC).

A fenti definiciét indokolja, hogy ha egy egyenes A és B pontjait rogzitjik,
D pedig ,tart” a végtelen tévoli ponthoz, akkor az (ABD) osztéviszony —1-
hez tart. Valéban, ha A az a helyvektori pont, B a b helyvektori pont, és D

helyvektora ta + (1 — t)b, akkor (ABD) = 14, és

. t . t 1
lim —— = lim —— = lim
t—oo 1 — 1t t——00 1 —t t~>oo%—1

=1

2.6. Tétel. Legyenek A, B, C, D wvéges helyzeti kollinedris pontok, é(s_]f a
<kbj}b‘s egyenesiikre nem illeszkedd véges helyzetd pont. Jeldlje a PA, PB, PC és
PD egyeneseket rendre a, b, ¢ és d. Ekkor

sin(acs) sin(dbs)

sin(cb/)  sin(adZ)’

(ABCD) =

ahol a szerepld szogeket eqy rogzitett forgasirany mellett eldjellel latjuk el.

Bizonyitds: Legyen m az A, B, C, D pontok kozos egyenesének P ponttdl vald
tavolsdga. Ekkor az AC P haromszog teriiletét kétféleképpen felirva kapjuk, hogy

AC -m = AP - CP -sin(ac’).
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Innen

AP -CP -sin(ac)

AC .
m
Hasonléan adédik, hogy
OB — CP-BP- sm(cbé)7
m
DB - DP - BP -sin(db/) ,
m
AD — AP -DP- sm(adl)'
m
fgy AP-CP-sin(ac/) DP-BP-sin(db/)
AC DB . -sin(ac. . -Sin
(ABCD) = —_—— —— = m. . "”. —
CB AD CP-BP-sin(cbs) AP-DP-sin(ad”)
m m

sin(acs) sin(dbs)
sin(cbs)  sin(adZ)’

és ezt kellett beldatnunk. m

2.7. Definicié. Legyenek a, b, ¢, d eqy sugdrsor elemei. Ekkor az

sin(acs) sin(dbs)
sin(cb/)  sin(ads)

(abed) :=

szamot a négy egyenes kettOsviszonyanak hivjuk.

A P pontot az A, B, C, D pontokkal 6sszekttd egyenesek kettdsviszonyédt
szokas egyszertien P(ABC D) médon jelolni.

A definiciébdl kozvetleniil nem lathatd, de késébb igazolni fogjuk, hogy a
pontnégyes kettdsviszonya €s sugdarnégyes kettésviszonya dudlis fogalmak. Az
eloz6 tétel azonban azt fejezi ki, hogy pontnégyes kettdsviszonya megegyezik a
pontokat tetszdleges kiilsé pontbol vetitd sugdrnégyes kettdsviszonydval, illetve,
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dudlisan, sugdrnégyes kettdsviszonya megegyezik az egyeneseket tetszdleges
tovdbbi egyenessel elmetszve kapott pontnégyes kettdsviszonydval.

Rendeljiik hozzd egy e egyenes pontjaihoz a téle kiillonb6z6 e egyenes pont-
jait oly méd% hogy egy kiils6 P pont rogzitése utdn tetszoleges E € e pont

képe legyen PE és €' metszéspontja. Ezt a leképezést a két egyenes kozotti
P kozéppontu perspektivitdsnak mondjuk, és igy is fogalmazunk, hogy az e
pontjait P-bdl e’-re vetitjiik. Fontos megjegyezni, hogy a valés projektiv sikon
az egyenesek kozotti perspektivitdasok bijektiv leképezések - mig az euklideszi
sikon a parhuzamosok létezése miatt nem is értelmezhetéek minden pontra.

2.8. Kovetkezmény. (Pappos-Steiner) A perspektivitisok kettdsviszonytarto
leképezések, azaz ha az A, B, C', D kollinedris pontokat eqy P pontbol vetitve
az A', B', C', D' pontokat kapjuk, akkor (ABCD) = (A’B'C'D").

Bizonyitds: Az elozo tétel alapjan a PA, PB, PC', PD egyenesek kettOsviszonya
mind az (ABCD), mind az (A’B’C’'D’) kettdsviszonnyal megegyezik. m

A sugarnégyes kettOsviszonyanak fogalmat felhasznélva értelmezhetjiik négy
végtelen tdvoli pont kettdsviszonydt is. Rogzitsiink egy tetszoleges P pontot a
sikban, és ezt az Ay, Boo, Coo, Doo pontokkal 6sszekotd egyenesek legyenek
rendre a, b, ¢, d. Ekkor (Ao BooCooDso) := (abed). Ez az érték fiiggetlen a P
pont megvalasztasatol, ugyanis a P pont egy tovabbi megvalasztasa esetén ka-
pott sugdrnégyes eltolassal atvihetd az eredeti sugarnégyese, igy a kettGsviszony
definiciéjaban szerepld szogek valtozatlanok.

2.9. Allitas. Legyenek adottak az A, B, C kollinedris pontok, és a X # 0,1
valds szam. Ekkor egy és csak egy olyan D pont létezik, amelyre (ABCD) = .

Bizonyitas: Az (ABCD) = X feltételbdl adédéan

(ABC) _ |
(ABD) 7

azaz - (ABC)

(ABD) = o

Itt az egyenloség jobb oldaldn egy megadott valds szam szerepel, igy ha ez nem
—1, akkor az osztéviszonyra vonatkozd megfeleld tételbol kovetkezik allitasunk.
Amennyiben a jobb oldalon szerepl6 valés szam —1, D a tekintett pontok
egyenesének végtelen tavoli pontja. A = 1 esetén C' = D addédna, azonban a
kettosviszony definiciéjaban feltettiik, hogy a négy tekintett pont kiilonb6zo. m

2.10. Tétel. (A fundamentdlis tulajdonsdg) Legyenek A, B, C wvalamint A’,
B, O Fkilobozé egyenesekre illeszkedd kollinedris ponthdrmasok, egyeneseik

S
metszéspontja legyen M. Ha (ABCM) = (A'B'C'M), akkor AA’, BB', CC’
konkurrensek.
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— —
Bizonyz(’tai) Legyen P az AA’ és BB’ egyenesek kozos pontja, valamint C” a
F<’_C>’ és A'B’ egyenesek metszéspontja. Azt kell megmutatnunk, hogy C” = C’.
A Pappos-Steiner tétel miatt (ABCM) = (A'B'C"M). Feltételiinket fi-
gyelmbe véve igy (A'B'C'M) = (A'B'C"M), azaz (A’B'MC") = (A'B'MC").
Mivel adott A’, B/, M és X\ esetén egy és csak egy olyan C’ létezik, amelyre
(A'B'MC") = A, igy C"” = C’ adédik, amit bizonyitani akartunk. m

Megfogalmazzuk a fundamentalis tulajdonsdg dualisat is.

2.11. Kovetkezmény. Legyenek a, b, ¢ valamint o', V', ¢’ kilonbozd pontokra
illeszkedd sugdrsorok elemei, a sugdrsorok tartopontjainak egyenese legyen m.
Ha (abem) = (a’'V'd'm), akkor ana’, bNY és cnd kollinedrisak.

Megadva egy e egyenes A, B, C, D pontjait valamint az €’ egyenesen az A’,
B’, C' pontokat, akkor megszerkesztjiikk azt a D’ pontot, amelyre (ABCD) =
(A'B'C'D’).

Kettdsviszony dtmaésoldsa - elsé mddszer.

S = / . >, =2
e Legyen az AB’ és A'B egyenesek metszéspontja By, az AC’ és A'C egye-
nesek metszéspontja C7.

%) re 7 .
e Legyen a B1Cy és A'D egyenesek metszéspontja D;.

—
e A keresett D' pont AD; és A’B’ metszéspontja.

24



— — — .

Ugyanis ekkor - B1Cy és AA’ metszéspontjat Ai-el jelolve - a Pappos-
Steiner tétel alapjan (ABCD) = (A1B1C1D1) = (A'B'C'D’); hiszen az els§
pontnégyesbdl A’ kozéppontu vetitéssel kaphaté a méasodik pontnégyes, majd
A kozéppontu vetitést alkalmazva jutunk a harmadik pontnégyeshez.

Ugyanezen szerkesztési probléma egy masik lehetséges megoldasa az
osztdviszony dtmésolasahoz hasonlé eljaras.

e Legyen A" := A’, és legyen s az A’ pontra illeszkedd tetszdleges egyenes.

o Mérjiik fel az s egyenesre az A’ pontbél az AB, AC és AD szakaszo-
kat: legyenek tehdt B”, C" és D" az s egyenes azon pontjai, amelyekre
d(A”,B") = d(A,B), d(A”,C") = d(A,C), d(A”,D") = d(A,D) és a
megfeleld szakaszok irdnyitasai is megegyeznek.

e Legyen P a B'B" és C'C" egyenesek metszéspontja.

H H . .. .
e Ekkor PD" és A’ B’ kozos pontja a keresett pont.

Kettésviszony atmasolasa - masodik modszer.

Ekkor ugyanis a megfelel§ szakaszok egybevégisiagabdl adédéan (ABCD) =
(A”B"C"D"), a Pappos-Steiner tétel miatt pedig (A”B”"C"”D") = (ABCD).
2.3. Harmonikus pontnégyesek

2.12. Definicié. Legyen adott egy projektiv sikon négy pont, A, B, C és D,
melyek kézott nincsen hdarom kollinedris. Az ABCD teljes négyszogon a négy

. Ly ya AR ey GRS s AR wper GRS oper ¢ sy e
pont, valamint az AB, AC, AD, BC, BD és CD egyenesek unidjdat értjik.
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A pontokat négysﬁ csucsainak, a szoban forgd egyeneseket a mégyszog olda-

lainek hivjuk. Az AB N C<’—D>, j@ N ﬁ és AD N BC pontokat a teljes négyszig
atléspontjainak nevezziik. A hdrom dtldspont dltal meghatdrozott hdaromszég ol-
dalegyeneseit a teljes négyszog atldéinak mondjuk. Egy dtlosponttal szemkoztes
atlon a teljes négyszog azon dtldjat értjik, amelyre az adott pont nem illeszkedik.

2.13. Definicié. FEgy projektiv sikon az A, B, C, D kollinedris pontokrdl azt
mondjuk, hogy harmonikus pontnégyest alkotnak, ha van olyan teljes négyszog,
melynek A és B csicsai, C dtlospontja, és D a két tovdbbi dtlospontra illeszkedd

egyenes és az AB oldal metszéspontja.

2.14. Allitas. A valds projektiv sik négy pontja akkor és csak akkor alkot har-
monikus pontnégyest, ha kettdsviszonyuk —1.

Bizonyitds: Tegyiik fel elészor, hogy (ABC D) harmonikus pontnégyes. Legye-
nek a harmonikus pontnégyes definicigjaban szereplé teljes négyszog csicsai A,
B, E, F;<iz> AB N EF atléspont C, a tovabbi atléospontok G és H, melyek
egyenese AB-t D-ben metszi. Ekkor a Pappos-Steiner tétel miatt (ABCD) =
> ——

(EFCX), ahol X az EF és GH egyenesek metszéspontja, hiszen az elsd
pontnégyesbdl a maésodikat G kozéppontu vetitéssel kaptuk. H kozéppontu
vetitést alkalmazva (EFCX) = (BACD). A kettésviszony tulajdonsdgaibdl
adédik, hogy (BACD) = m. Igy azt kaptuk, hogy

1
Ebbél kovetkezik, hogy (ABCD) = 1 vagy (ABCD) = —1. Azonban

(ABCD) = 1 azt vonnd maga utédn, hogy C = D teljesiil. Késébb azonban
megmutatjuk, hogy egy teljes négyszog atléspontjai nem lehetnek kollinearisak
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(ezt a tényt Fano-tulajdonsdgként is emlitjiik), {gy ez lehetetlen. Tehdt belattuk,
hogy harmonikus pontnégyes kett&sviszonya —1.

Megforditva, tegyiik fel, hogy (ABCD) = —1. Tekintsiink az /<1—B> egyenesen
egy olyan D; pontot, amelyre (ABCD;) harmonikus pontnégyes. (Ilyen D;
létezik, hiszen a harmonikus pontnégyes definicigjaban szerepld teljes négyszog
egyszeriien megkonstrudlhaté tetszéleges A, B, C' pontokbdl kiindulva.) Ekkor
a bizonyitds elsé része miatt (ABCD;) = —1. Azonban ismert, hogy adott A,
B, C és X esetén egy és csak egy olyan D létezik, amelyre (ABCD) = A, igy
D1 =D.m

2.15. Kovetkezmény. Adott, kollinedris A, B, C pontokhoz eqy és csak egy
olyan D pont létezik, amelyre (ABC D) harmonikus pontnégyes. Ezt a pontot a C
pont (AB)-re vonatkozd harmonikus tarsdnak vagy harmonikus konjugaltjinak
hivjuk.

Ha (ABCD) harmonikus pontnégyes, szokds ugy fogalmazni, hogy az
(AB) pontpar harmonikusan vdlasztja el a (CD) pontpart. Az elnevezést az
indokolja, hogy a kettdsviszony tulajdonsdgai miatt (ABCD) pontosan akkor

harmonikus pontnégyes, ha a (BACD), (ABDC), (CDAB) pontnégyesek
harmonikusak.

A harmonikus konjugdlt szerkesztésére a harmonikus pontnégyes definiciéja
alapjan az alabbi médszer adhato.

e Legyenek adottak az A, B, C kollinedris pontok.

e Legyen E tetszoOleges, az adott pontok egyenesére nem illeszkedd pont.
>
e Legyen F' tetszOleges, C' E-re illeszkedd pont.

e Legyen AF és BF metszéspontja G.
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e Legyen BE és AF metszéspontja H.
<> =
o A keresett D pont GH és AB metszéspontja.

El6z6 allitasaink alapjan az igy kapott D pont fliggetlen az E és F pontok
megvalasztasatol.

2.16. Allit4s. Tetszoleges szakasz végpontjai harmonikusan vdlasztjdk el a sza-
kasz felezépontjat és végtelen tdvoli pontjdt.

— —
Bizonyitds: Legyen az AB szakasz felezbpontja F', AB végtelen tdvoli pontja
Voo. Mivel F felezépont, (ABF) =1. Igy (ABFVy)=—(ABF)=—1.n

2.17. Allit4s. Tetszoleges — trapéz  szdrainak  metszéspontjat az  dtlok
metszéspontjdval 6sszekotd egyenes felezi a trapéz alapjait.

c X D

Bizonyitds:  Legyenek az ABCD trapéz alapjai AB és CD, atléinek
gcszéspontja P, a szérak egyeneseinek metszéspontja (. Legyen tovabba a
PQ egyenes és C'D metszéspontja X. Azt kell megmutatnunk, hogy X felezi
D et

AB || CD, igy metszéspontjuk végtelen tdvoli pont, legyen ez V. Ekkor az
ABCD teljes négyszog egy atléspontja Vi, a mdsik két tléspont (P és Q) egye-

v

nese a négyszog C'D oldalegyenesét X-ben metszi, igy (CDXV,,) harmonikus
pontnégyes. A végtelen tavoli pont szakaszvégpontokra vonatkozé harmonikus

tarsa azonban a szakasz felezOpontja, igy X valéban C'D felezépontja. m

Az el6z6 Aallitas abban a specidlis esetben, ha ABCD paralelogramma és
igy Q végtelen tavoli pont, azt a jol ismert tényt adja vissza, hogy tetszdleges
paralelogramma dtloinak metszéspontjan dat az oldalakkal hizott pdarhuzamosok
kézépvonalak, azaz illeszkednek a megfeleld oldalak felezépontjaira. Ebben
a specidlis esetben, mivel @ végtelen tavoli pont, a péarhuzamos vetités
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osztéviszonytartdsdnak figyelembevételével (APD) = (CXD) is fenndll,
azaz az elébb nyert allitasbol kovetkezéen X a C'D atld felez6pontja. Tehét
tetszoleges paralelogramma dtloi felezik egymdst.

A harmonikus sugdrnégyes fogalma a harmonikus pontnégyes fogalmanak
dudlisa. Igy négy, egy pontra illeszked6 egyenes akkor és csak akkor alkot har-
monikus sugarnégyest, ha kettésviszonyuk —1.

2.18. Allit4s. Tetszbleges sz6g szdrait harmonikusan vdlasztja el a belsd és
kiilsé szogfelezd.

/1N

Bizonyitds: Legyenek a szog szarainak egyenesei a és b, a bels6 szogfelezd egye-
nese ¢, a kiilsé szogfelez6 egyenese d, a szog cstcsa O. Legyen tovabbé d' d-vel
parhuzamos tetszéleges egyenes, amelyet a szog szarai az A és B pontokban, a
bels6 szogfelez6 C-ben, a kiils6 szogfelezd a Do, végtelen tavoli pontban metsz.
Ekkor d’ L ¢ miatt AOB egyenlé szard hiromszog, mert a CO magassagvonal
és szogfelez6 egybeesik. fgy C az AB oldal felezépontja. Ebbdl kovetkezik,
hogy (ABCDy) = —1. Azonban (ABCD,) = (abed), gy (abed) = —1, ami
allitasunk igazsagat jelenti. m

2.4. Desargues, Pappos, Ceva és Menelaosz tételei

2.19. Tétel. (Desarques) Tegyiik fel, hogy két hdromszég megfeleld csicsait
osszekitd egyenesek egy pontra illeszkednek. Ekkor a két hdromszég megfeleld
oldalegyeneseinek metszéspontjai kollinedrisak.

Ha két haromszog megfelel6 csicsait 6sszekoto egyenesek mindegyike illesz-
kedik az O pontra, szokds ugy fogalmazni, hogy a két haromszog az O pontra
nézve perspektiv.

Ha két haromszog megfelel6 oldalegyeneseinek metszéspontjai illeszkednek a
t egyenesre, azt mondjuk, hogy a két haromszog a t tengelyre nézve perspektiv.

A most bevezetett fogalmakat hasznalva a Desargues-tétel azt allitja, hogy
ha két hdromszog pontra nézve perspektiv, akkor tengelyre nézve is perspektivek.

Vegyiik észre, hogy a pontra illetve tengelyre nézve perspektiv
haromszogparok fogalma dudlis fogalmak. Ez azt jelenti, hogy a Desargues-tétel
duélisa éppen a megforditasa. Ezért a Desargues-tételt és dudlisat osszefoglalva
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ugy is megfogalmazhatjuk, hogy két hdromszdg akkor és csak akkor perspektiv
pontra nézve, ha tengelyre nézve perspektivek.

Bizonyitds:  Tekintsik az O pontra nézve perspektiv.e ABC és A'B'C’
hdromszogeket. Legyen ABN A'B" = P, BCNB'C' = P, ACNAC' = R;
feladatunk annak bizonyitasa, hogy Pﬁ) és R liol.l.ineéris.. N
Legyen to@é az 1% egyenes AA’-vel kozos pontja X, BB'-vel kozos
pontja Y, és CC’-vel kozos pontja Z. Ekkor az (AA’XO) pontnégyest P-bol
—

a BB’ egyenesre vetitve a (BB'Y O) pontnégyest kapjuk, igy a Pappos-Steiner
tétel miatt
(AA'X0) = (BB'YO).

—
A (BB’YO) pontnégyest Q-bdl a CC” egyenesre vetitve a (CC’'Z0O) pontnégyest
kapjuk, igy
(BB'YO) = (CC'Z0).

Osszegezve, azt kaptuk, hogy
(AA'X0) = (CC'Z0).

‘1 . , . = = = .
A fundamentalis tulajdonsdg miatt ekkor AC, A'C’ és X Z konkurrensek. Mivel

= , , . . . < Rre
AC és A'C’ metszéspontja R, ez azt jelenti, hogy az XZ = P() egyenesre
illeszkedik az R pont, és ezt kellett megmutatnunk. m
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2.20. Tétel. (Pappos) Legyenek A, B, C és A, B', C' kilonbéz8 egyene-
sekre illeszkedd kollinedris ponthdrmasok, és tegyiik fel, hogy mindegyik pont
kiilonbozik kozos eqyeneseik metszéspontjdtdl. Ekkor az AB'NA'B, AC'NA'C

——> <
és BC' N B'C pontok kollinedrisak.

— — —— —— — —
Bizonyitds: Legyen P := AB'NA'B, Q := AC’NA'C és R := BC' N B'C.
— — > ——

>
Legyen tovabbd ABNA'B' =: M, AC'NA'B =: X és AACNBC’" =: Y. Ekkor az
(A’ PX B) pontnégyest A-bdl A’ B'-re vetitve az (A’ B’C’ M) pontnégyest kapjuk,
igy a Pappos-Steiner tétel miatt
(A'PXB) = (A'B'C'M).

=
Az (A'B'C’' M) pontnégyest C-b8l AB-re vetitve az (Y RC’' B) pontnégyest kap-
juk, igy
(A'B'C'M) = (YRC'B).

Osszegezve,
(A'PXB) = (YRC'B),

2 — —

ahonnan a fundamentélis tulajdonsag miatt kovetkezik, hogy A’Y, PR és XC’

— — — — <

konkurrensek. Azonban A’ Y;A’ C és XC' = AC’, igy ezek metszéspontja Q.
Tehat Q valéban illeszkedik PR-re. m

gl. Tét(<eL> Tekintsink eqy ABC hdromsziget, és legyenek Ay € %, B, €
CA, C1 € AB a cstcsoktdl kiillonbézé pontok.

a. A1, By és C4 akkor  és  csak  akkor  kollinedris, ha
(ABC1)(BCA;)(CAB;) = —1. (Menelaosz tétele)

= s
b. AA;, BBy ¢és CCy akkor ¢és «csak akkor konkurrensek, ha
(ABC4)(BCA;1)(CAB;) = 1. (Ceva tétele)

Bizonyitds:
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1. Megmutatjuk el6szér, hogy ha A;, B; és (7 kollinearis, akkor

Jelolje az /ﬁ egyenes Vé%}len tavoli pontjat Vo, az A; pontra illesz-

kedd, V4 irdnyu egyenes AB-vel kozos pontjat Cy. Ekkor a (CAB1Vy)
g

pontnégyest A;-b8l AB-re vetitve a (BAC,C>) pontnégyest kapjuk, igy a

Pappos-Steiner tétel miatt

(CAB1Vy) = (BAC:1Cy).
A kettésviszony tulajdonsdgai miatt ez azt jelenti, hogy

(BAChH)
—(CABy) = ———=.
Itt a pdrhuzamos szel6k tételébdl adédéan (BAC:) = (BCA;), igy

~(CABy) = {5554 adédik, amibsl atrendezés utén kévetkezik az allfts.

. Megforditva, tegyiik fel, hogy (ABC,)(BCA;)(CAB;) = —1. Legyen
——> —

C{ az A1B; és AB egyenesek kozos pontja. Azt kell beldtnunk, hogy

C{ = C1. Az eléz6 pontbdl adédéan (ABCY)(BCA;)(CAB;) = —1, amit

feltételiinkkel Gsszevetve (ABC1) = (ABCY) kovetkezik. Az osztéviszony

tulajdonsdgai miatt ez valéban azt jelenti, hogy C] = Cj.

. Tegyiik fel, hogy AA;, BBy és CC; konkurrensek, kézds pontjuk legyen
P. Legyen az éﬂ—el parhuzamos, B-re illeszkedd egyenes 1<4.C>’—vel koz06s
pontja Bsy; az AAi-el parhuzamos, C-re illeszked6 egyenes AB-vel k6zos
pontja Cs; utébbi egyenesek kozos végtelen tavoli pontja V... Ekkor a
(CAB1 By) pontnégyest B-b8l AP-re vetitve az (A1 APV,,) pontnégyest
kapjuk, igy

(CAB.By) = (A1 APV,,).
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=
Az (A1 APV,,) pontnégyest C-b&l AB-re vetitve a (BAC,C3) pontnégyest
kapjuk, igy ismét a Pappos-Steiner tételt alkalmazva

(A1APVy) = (BAC,Cy)
adédik. Osszegezve,
(CAB;B3) = (BAC,(C3).

Ez azt jelenti, hogy
(CAB:) _ (BACh)

(CABs)  (BACs)
Atrendezés utén az osztéviszony tulajdonsagainak felhasznalasaval innen
(CABy)
CAB;) - (ABCy) = ———=.
(CAB.)- (ABGY) (BAC,)

A pérhuzamos szelék tétele miatt (CABs) = (CA1B) és (BAC:) =
(BA1C), tehat az eléz6 egyenlségbdl kovetkezden

(CAB) _CB CA _AC 1
(BA,C) BA, BC BA;, (BCA))’

Ez - dtrendezés utan - allitdsunk igazsagat jelenti.

(CAB,) - (ABCh) =

B

2

— >
4. Tegyiik fel végiil, hogy (ABCQ(B(_C)Al)((C_éBl) = 1. Jeloljik AA, és BB,

metszéspontjat P-vel, legyen a CP és AB egyenesek metszéspontja Co.
Ekkor az éllitds el6z6 része alapjan (ABC3)(BCA;)(CABy) = 1 teljesiil.
Ezt feltételiinkkel Gsszevetve kovetkezik, hogy (ABC:) = (ABCj), ahon-
nan valéban, C; = Cy adédik.
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2.5. Elemi geometriai alkalmazasok

2.22. Allitas. Ha két hdromszdog megfelelé oldalegyenesei parhuzamosak, akkor
a két hdromszog egybevdgd vagy kézéppontosan hasonld.

Bizonyitds: A megfelel6 oldalegyenesek parhuzamossiga azt jelenti, hogy a
két haromszog a végtelen tavoli egyenesre, mint tengelyre nézve perspektiv. A
Desargues-tétel megforditasa miatt ekkor pontra nézve perspektivek. Amennyi-
ben a perspektivitds kozéppontja végtelen tavoli pont, az egyik haromszoget
parhuzamos eltolds viszi a masikba, és igy egybevagdak. Ha a perspektivitds
kozéppontja véges helyzetl pont, akkor a két haromszog kézéppontosan hasonlé.
(Az a tény, hogy a két hdromszdg hasonld, a megfelel§ szogeik egybevigdsiga
miatt nyilvdnvald.) m

2.23. Allit4s. Tetszdleges hdromszég sulyvonalai egy pontra illeszkednek. A
stulyvonalak kozos pontjdt a hdromszog siulypontjdnak mondjuk.

Bizonyitdas: Ha Ay, By és Cy a hdromszog megfelel oldalainak felez&pontjai, az
ABC' és A1 B,C1 héromszogek megfelel6 oldalegyenesei parhuzamosak, hiszen
a haromszog kozépvonalai parhuzamosak az oldalakkal. fgy a két haromszog a
végtelen tavoli egyenesre, mint tengelyre nézve perspektivek, ezért a Desargues-
tétel megforditasa miatt pontra nézve is perspektivek. Ez pedig allitasunk
igazsagat jelenti. m

Megjegyezziik, hogy allitisunk a Ceva-tétel alkalmazdsdval is igen egy-
szerlien lathaté be. A bizonyitds jeloléseit alkalmazva ugyanis (ABCp) =
(BCA;) = (CAB;) = 1, hiszen Ay, By és Cy felez6pontok. Ebb6l kévetkezden
(ABC4)(BCA;)(CAB;) = 1 valéban fenndll.

2.24. Allitas. Tetszoleges hdromszog magassdigvonalai eqy pontra illeszkednek.
A magassagvonalak kézos pontjdat a hdromszog magassagpontjdanak mondjuk.

Bizonyitds: Legyen az ABC' héaromszog A-ra illeszked6 magassaganak talp-
pontja Aj, legyen d(A, A1) = m, d(B, A1) = z, d(A1,C) =y, és legyenek az
ABC haromszog szogei rendre «, 3, v nagysaguak. Tegyiik fel el6szor, hogy [
és v hegyesszog. Ekkor az AA; B derékszogii haromszoghdl leolvashatd, hogy
tan B = =5 az AA;C derékszogli haromszogbdl leolvashatéan pedig tany = =

23
Igy

t
(BCA) =2 ="0 2 200
y y m tanf
Abban az esetben, ha 8 vagy ~ tompaszog, (BCA;) 287 hasonl6an

ellendérizhet6. A tovdbbi magassdgok talppontjait rendre Bi-el illetve Ci-el
jelélve, a fenti gondolatmenetet megismételve ldthatd, hogy (CAB;) = o

tan v
és (ABC,) = 08 gy

tana’

_ tany tana tanf
(ABC1)(BCA1)(CAB1) - tanf tanvy tanc =1

Ez a Ceva-tétel alapjan allitasunk igazsagat jelenti. m
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2.25. Tétel. Tetszdleges hdromszog magassdagpontja, sulypontja, €és korilirt
korének kozéppontja kollinedrisak. Kozos egyenesiiket a hdromszog FEuler-
egyenesének hivjuk.

Bizonyitds: Megtartva jeloléseinket, legyen az ABC haromszog BC oldaldnak
felez6pontja A;, és az AC oldal felez6pontja B;. Legyen tovabbd A, a B
oldalegyenesre merdleges irdnyi végtelen tavoli pont, valamint B., az 1<4_C>’ ol-
dalegyenesre merdéleges iranyd végtelen tavoli pont.

Ekkor az AA1A. és BB1B. haromszogek pontra nézve perspektivek.
Valéban, mivel A;B; kozépvonal, jél_B> I jTBi, igy metszéspontjuk végtelen
tavoli pont. Ezért ez a metszéspont illeszkedik A, Boo-re, hiszen utébbi egyenes
a végtelen tavoli egyenes.

Igy a Desargues-tétel miatt az AA; Ay és BBy B., hiromszogek tengelyre
nézve is perspektivek. A pespektivitas tengelyére illeszkedik

<_._) H ’ . Ve .
e AA; N BBy, a hdromszog sulypontja;

o AA, N BBy, a haromszog magassdgpontja;
o A1 A N By By, a hdromszog korulirt kérének kézéppontja.

2.26. Tétel. Tetszdleges haromszog sulypontja, beirt korének kdzéppontja, és a
kozépvonalai dltal alkotott hdromszdg beirt korének kézéppontja (az in. Spieker-
pont) kollinedrisak. Kozds egyenesiiket a hdromszig Nagel-egyenesének hivjuk.

Bizonyitds: Megtartva jeloléseinket, legyen az ABC haromszog BC oldaldnak
felezépontja A;, és az AC oldal felez8pontja B;. Legyen tovabba As., az A
csucsra illeszkedd szogfelez6 végtelen tavoli pontja, Bos, a B csucsra illeszked6
szogfelezd végtelen tavoli pontja.
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Ekkor az AA1As és BBlBgoo<_h>éromsz6%ek pontra nézve perspektivek.
Valéban, mivel A;B; kozépvonal, AB || A;Bj, igy metszéspontjuk végtelen
tavoli pont. Ezért ez a metszéspont illeszkedik Ao, Boso-re, hiszen utébbi egye-
nes a végtelen tavoli egyenes.

Igy a Desargues-tétel miatt az AA; Ao, és BB1Bso, haromszogek tengelyre
nézve is perspektivek. A pespektivitas tengelyére illeszkedik

H H z . e .
e AA; N BB, a hdromszdg sulypontja;

o AAss N BBoy, a haromszog szogfelezGinek metszéspontja, azaz a beirt
kor kozéppontja;

o A1 Ay N B1Baow, a haromszog Spieker-pontja.
u

2.27. Allit4s. Tetszdleges hdromszog beirt korének az oldalakra illeszkedd
érintési pontjait a szemkozti csucsokkal osszekétve konkurrens egyeneseket ka-
punk. Az egyenesek kizds pontjdt a hdromszég Gergonne-pontjdnak hivjuk.

Bizonyitds: Legyenek az ABC haromszog beirt korének a megfelel6 oldalegye-
nesekre illeszkedd érintési pontjai Ay, By és Cy. Mivel tetszéleges korhoz egy

kiils§ pontbdl hizott érintészakaszok egyenld hossziak, d(A4,C1) = d(4, By),
d(Ch, B) = d(Aq, B) és d(A1,C) = d(By,C). Igy

d(A,Ch) d(B,Ay) d(C,By) d(A,Cyp) d(B,Cy) d(C,By)

d(Cr, B) d(A1,C) d(Br,A) ~ d(Cy,B) d(B1,C) d(Cr, A)

(ABC,)(BCA,)(CAB,) =

)
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ami a Ceva-tétel miatt allitasunk igazsagat jelenti. m

2.28. Allit4s. Tetszoleges hdromszog hozzdirt koreinek az oldalszakaszokra il-
leszkedd érintést pontjait a szemkozti csucsokkal osszekotve konkurrens egyene-
seket kapunk. Az egyenesek kozos pontjat a hdromszog Nagel-pontjdnak hivjuk.

Bizonyitas: Legyenek az ABC haromszog hozzairt koreinek a megfelel6 oldal-
szakaszokra illeszked§ érintési pontjai Ay, By, Cp, valamint a megfelel§ oldalak
hosszai a, b, c. Tekintsiik az a hosszisagu oldalhoz irt kort, és legyen ennek a
masik két oldalegyenesre illeszkedd érintési pontja By és Co. Mivel az A pontbdl
e korhoz hizott érintészakaszok egyenld hossziak, d(A, B2) = d(A4, Cs). Ebbdl
kovetkezik, hogy

d(A,C)+d(C,By) = d(A,B) +d(B,Cs),

azaz

b+ d(C,Bs) = ¢+ d(B, Cs).

Itt - szintén a kiilsé pontbdl korhoz hizott érintészakaszok egybevagdsigat ki-
hasznélva - d(C, By) = d(C, Ay) és d(B,C3) = d(B, Ay). Tehét

b+d(C, Ay) = ¢+ d(B, Ay).

Az egyenloség két oldalan szerepldé szakaszok Osszege azonban kiadja a
haromszog kertiletét, és mindkét oldal egyenlé a haromszog s := %Hc
félkeriiletével. Tehat példaul

d(C, Ay) = s —b.

37



Hasonléan kaphaté, hogy
d(B,A;) =s—c,d(C,By) = s—a ,d(B1,A) =s—c, d(A,Cy) = s=b, d(Cy, B) = s—a.

fgy
s—b s—c¢ s—a_l

)

(ABCY)(BOAN)(CABy) = —— -~ - =

ami a Ceva-tétel miatt allitdsunk igazsagdt jelenti. m

2.29. Definicié. Ha van olyan P kézépponti hasonldsdg, amely eqy ki kért egy
ko korbe visz, azt mondjuk, hogy P a ki és ko korok hasonlésagi pontja.

Vilagos, hogy ha a ky és ko korok egyike sem tartalmazza a maésikat, akkor
kozos kiils6 érint6ik metszéspontja a két kor hasonldésagi pontja. Ezt a pontot
a két kor kulsé hasonlosdgi pontjanak nevezziik. Szimmetria okokbdl vildgos,
hogy két kor hasonldsdgi pontjai illeszkednek a két kor centrdlisdra.

Felidézzik két kor kozos kiils6 érintGinek szerkesztését. Legyen ky
kozéppontja O és sugara ry, ko kozéppontja Oy és sugara ro. Tegyiik fel
tovabba, hogy r1 > ro.

e Tekintsiik az O kozéppontu, r; — ro sugaru ks kort.

e Szerkessziik meg az O2-bol k3-hoz hiizhaté érintéket, ezek érintési pontjai
legyenek Ej és FEj.

e A keresett kozos érinték az el6z6 érintokkel gérhuzamosak, igy kq-re il-
leszked6 érintési pontjaik illeszkednek az Oy F; és O Fy félegyenesekre.

>
Valéban, ha példaul a keresett FqF; kozos érint6t eltoljuk Os-be, akkor a k3
kor egy érintéjét kapjuk.
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Harom kor kiilsé hasonlésagi pontjai.

2.30. Tétel. (Monge) Ha hdrom kir kozil bdrmely kettének létezik kilsé ha-
sonldsagi pontja, akkor azok kollinedrisak.

Bizonyitds: Legyenek a tekintett ki, ko, k3 korok kozéppontjai rendre Oy, Oo,
Os, sugaraik 71, 7o, r3, paronként vett kiilsé hasonlésagi pontjaik pedig His,
Hi3, Has.

Korabban tett megjegyzésiink értelmében a Hio, Hi3, Hos pontok illesz-
kednek az 010503 haromszog oldalegyeneseire. Meghatarozzuk példaul az
(O102H12) osztéviszonyt.

Legyenek a Hi-bdl ki-hez és ko-hoz hizott valamely kozos érintési pontjai
rendre E és Fs. Ekkor az O1E1Hyo és Oy Fo H15 haromszogek derékszogliek és
egy szogik kozos, igy hasonléak. Ebbdl kovetkezik, hogy

Oz~

0102H15) = = .
(0102H;2) 1205 -

Hasonléan, (O203Hz23) = —12 és (0301Hy3) = — 2. Igy

rore T
(0102H12)(0203H23)(0301H13) = L2 3 -

T2 T3z N
igy a Menelaosz-tétel alapjan kovetkezik allitasunk. m

Megjegyezziik, hogy Monge tételére a Desargues-tétel alkalmazéasdval is egy-
szerli bizonyitast adhatunk. Jelolje ugyanis O; a k; kor mésik két korrel kozos
kiils§ érintéinek metszéspontjat (i € {1,2,3}). Ekkor az O; pont illeszkedik az
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O} pontbdl a k; korhoéz hizott érinték dltal meghatdrozott szog szogfelezdjére.
Mivel az O]050%5 hiromszog szogfelezdi egy pontban metszik egymdst, és az
010503 haromszog csicsai egy-egy megfelel6 szogfelezore illeszkednek, ez azt
jelenti, hogy az 010203 és O1050% haromszogek pontra nézve perspektivek. Igy
a két haromszog tengelyre nézve is perspektiv, ami allitasunk igazsagat jelenti.

2.6. Kollineaciok

2.31. Definicié. A wvalds projektiv sik pontjainak halmazdt énmagdra képezd
olyan bijektiv leképezéseket, amelyeknél kollinedris pontok képei kollinedrisak,
kollineacidknak nevezziik.

Kollineacional tetszéleges e egyenes pontjainak képei is kollinearisak, ezek
kozos € egyenesét az e egyenes képének nevezziik. Egy pont egy kollinedcid
fixpontja, ha képe 6nmaga; egy e egyenes egy kollinedciénal invaridns egyenes,
ha e = e. Egyszertien lathaté, hogy invaridns egyenesek metszéspontja fixpont
és fixpontokra illeszked6 egyenes invaridns.

Vegyiik észre, hogy az affinitdsok és a kollinedcidk hasonldéan értelmezett
leképezések, jelentds kiilonbség azonban, hogy az affinitasok értelmezési tar-
tomanya az euklideszi sik, mig a kollinedcidké a valds projektiv sik. Ebbél
kovetkezik azonban, hogy az affinitdsok pontosan azok a kollinedcick, ame-
lyeknél a végtelen tdvoli pontok képei is végtelen tdvoli pontok, azaz amelyeknél
a végtelen tdvoli egyenes invaridns.

A kovetkezo6 fontos tételt késébb fogjuk igazolni.

2.32. Tétel. Minden kollinedcio kettdsviszonytarto leképezés, azaz kollinedris
pontnégyes kettdsviszonya megegyezik kollinedcios képeik kettdsviszonydval.

2.33. Tétel. (A kollinedcidk alaptétele) Megadva az A, B, C, D és A', B’,
C’, D' dltaldnos helyzetd pontnégyeseket (azaz olyan pontnégyeseket, amelyek
elemei kézott nincsen hdrom kollinedris) egy és csak egy olyan kollinedci létezik,

amelynél A képe A’, B képe B', C képe C' és D képe D’.

Bizonyitds: El6szor konstruktiv bizonyitast adunk arra, hogy a fenti tulaj-
donsagu kollineacié egyértelmd, azaz megmutatjuk, hogyan szerkesztheté négy
altalanos helyzetli pontnak és azok kollineaciés képének ismeretében valamely
tovabbi pont képe.

— —

e Az M := AD N BC pont képe M’ := A’'D' N B'C". Igy amennyibe&az
X pont illeszkedik az ABCD teljes négyszog valamelyik - példdul AD -
oldalegyenesére, akkor a kollinedcid kettOsviszonytartisa folytdn X’ az a
pont, amelyre teljesiil, hogy (M'A’'D'X’) = (M ADX).

e Tegyiik fel, hogy P nem ill(e_sikedik a négyszog egyik oldalegyenesére sem.

Meghatarozzuk elészor a PA egyenes kollinedcids képét. Mivel - a kol-
lineacidk alaptétele és a dualitds elve miatt - a kollinedciok megérzik
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a sugdrnégyesek kettdsviszonydt is, A(BCDP) = A'(B'C'D'P’), igy az
—

A’ P’ egyenes egyértelmiien megszerkeszthetd.

>
e Az el6z6 ponthoz hasonléan a BP egyenes képe a B(ACDP) =
B'(A’C'D'P’) kettésviszonyok egyenléségét felhasznédlva szerkeszthetd
meg.

. "y ST 4 oo
e A keresett P’ pont igy az el6z6ekben szerkesztett A’ P’ és B’ P’ egyenesek
metszéspontja.

Megmutatjuk, hogy amennyiben tetszéleges tovabbi P pont képét a fenti
szabéallyal értelmezziik, kollinedciot adunk meg, igy létezik a kivant tulajdonsagu
kolline&cid.

Legyenek F,, F>, F3 kollinearis pontok, a fent értelmezett leképezés altali
képeik pedig E@Eg és EY. Meg kell mutatnunk, hogy Ej, Ef és EY kollinedris.
Legyen E := AB N E1E,, ennek képe a fenti leképezésnél E’. A szerkesztés
modjabol adéddan

A'(E{EyELE") = A(EVE2E3E).
Mivel FEy, Fy, F5 és E kollinearisak, a Pappos-Steiner tétel dualisa miatt
A(E1EyEsE) = B(E1ExEsE).
A szerkesztésiink médjabol adéddan pedig
B(EyEyE3E) = B'(EYESELE").
fgy azt kaptuk, hogy
A'(E{ELELE") = B'(E{ELELE").

—
Mivel E’ illeszkedik az A’B’ egyenesre, a fundamentdlis tulajdonsig dudlisa
miatt ebbél kovetkezik, hogy Ej, F) és E} kollinedrisak, ahogyan azt igazolnunk
kellett. m

2.34. Kovetkezmény. Ha egy kollinedcionak van négy dltaldnos helyzeti fix-
pontja, akkor az identitds, azaz minden tovdbbi pontot fixren hagy.
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A kollineacidk alaptétele miatt barmely két altaldnos helyzeti pontnégyes
egyike kollinedcioval a masikba transzformélhato. Ezért, egy illeszkedési tétel
igazoldasandl tetszoleges altalanos helyzetii pontnégyesrdl felteheté valamilyen
specidlis tulajdonsag. Példaul a Fano-tulajdonsag ellentrzéséhez tekintsiink
egy ABCD teljes négyszoget és egy olyan kollinedciét, amelynél e négyszog
A'B'C'D’ képe négyzet. Ekkor A’B'C’'D’ &tléspontjai koziil kettd végtelen
tadvoli pont, a harmadik pedig a négyzet atléinak metszéspontja. Mivel
tetszéleges négyzet atléi metszbek, ez a hdarom pont nem lehet kollinearis. fgy
A'’B'C'D’ 4tléspontjai nem kollinedrisak, ezért a kollinedcids 6sképeik, azaz
ABCD 4&tléspontjai sem kollinearisak.

A fenti médszer annak figyelembevételével is alkalmazhaté, hogy mivel
barmely két altalanos helyzetli pontnégyes egyike kollinedcioval a masikba
transzformalhato, specidlisan a sik barmely egyenese kollineicioval atviheto
a végtelen tavoli egyenesbe. Ez a tény lehetGséget ad a valds projektiv sik
illeszkedési tételeinek egy egyszerti modszerrel torténé bizonyitdsira: egy
megfelel6 kollinedcié alkalmazasdval elérjiik, hogy a konfigurdciéban szerepl6
valamely egyenes a végtelen tavoli egyenes legyen. A moédszert illusztralando,
ujabb bizonyitast adunk a Desargues-tételre és a Pappos-tételre.

Tekintsiik el6szor az O pontra nézve perspektiv ABC' és Dg‘ haromszoge-

ket, megfeleld oldalegyeneseik metszéspontjai legyenek P := ABN DE, Q =
—r <= "
BCNEF, R:= ACNDF. Azt kell megmutatnunk, hogy P, @ és R kollinearis.
Alkalmazzunk olyan kollinedciét, amelynél P és @ képei végtelen tavoli pontok.
Azt kell megmutatnunk, hogy ennél a kollinedciondl R képe is végtelen tavoli
pont.

—
Tegyiik fel tehat, hogy - az X pont kollinedcids képét X'-vel jelolve - A’B’ ||
D'E" és B'C'" || E'F'. Meg kell mutatnunk, hogy ekkor A’C’ || D'F’. Mivel
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—
A'B' || D'E’, a parhuzamos szel6k tétele miatt
d(o’, 4"y  d(0',B’)

d(0',D") — d(O',E")’

—
B'C" || E'F’ folytan, ismét a parhuzamos szelék tételét alkalmazva
d(O',B") d(0',C")

d(O’,E")  d(O', F")
A két egyenlOséghbdl adéddan

, p N1 s 12 "y . . AR
igy a parhuzamos szelSk tételének megforditdsa miatt valéban A’C" || D'F’.

Tekintsiik az A, B, C kollinedris pontokat, és a D, E, F kollinearis pontokat,
amely(%> mi(rﬁe)gyike k}i_lé)nbézik k6z06s weneseik M metszéspontjatdl. Legyen
P:—AENDB, Q = BENEC, R := AF N DC. Azt kell megmutatnunk, hogy
P, @Q és R kollinedris. Alkalmazzunk olyan kollineéciot, amelynél P és R képei
végtelen tavoli pontok. Azt kell megmutatnunk, hogy ennél a kollineaciénal @
képe is végtelen tavoli pont.

Al

P

—
Tegyiik fel tehét - az X pont kollinedcids képét ismét X'-vel jelolve - A'E’ ||
— —
D'B" és A'F' || D'C'. Meg kell mutatnunk, hogy ekkor B'F’ || E'C’. Mivel
—
A'E" || D'B’, a parhuzamos szel6k tétele miatt
dM'; Ay  d(M'E")

d(M',B') ~ d(M', D)’

S o I . g 1z
A'F" || D'C" folytan, ismét a parhuzamos szelék tételét alkalmazva

d(M', A d(M',F)

d(M’,C") ~ d(M', D)’
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A maésodik egyenletet elosztva az els6vel

d(M',B’)  d(M', F')

d(M’,C") ~ d(M',E")

adédik, amibél, a parhuzamos szel0k tételének megforditasat alkalmazva,
valéban B'F’ || E'C” kovetkezik.

2.7. Centralis kollineacidok

2.35. Definicié. Egy kollinedcid tengelyén a kollinedcid egy pontonként fix
egyenesét értjik. Azt mondjuk, hogy eqy pont egqy kollinedcid centruma, ha a
tekintett pontra illeszkedd Osszes egyenes a kollinedcid invaridns egyenese.

2.36. Lemma. Ha egy kollinedcionak van centruma, akkor tetszéleges, nem fix
pontot a képével dsszekdtd egyenes dtmegy a centrumon

Bz’zony'[tdf;) Ha A tetszéleges pont és C' centrum, akkor a centrum definicidjabdl
adédéan C'A invaridns egyenes, és igy illeszkedik rd4 A képe. m

A dualitds elve alapjdn automatikusan kovetkezik az aldbbi allitas.

2.37. Kovetkezmény. Ha egy kollinedcionak van tengelye, akkor minden
olyan egyenes, ami nem invarians, a tengelyen metszi a képét.

2.38. Allitas. A valds projektiv sik egy kollinedcicjdnak pontosan akkor van
tengelye, ha van centruma.

Bizonyitds: A dualitas elve alapjan elegendd a tétel egyik iranyat ellenérizni.

Tegyiik fel, hogy egy kollinedciénak van centruma. Megmutatjuk, hogy ekkor
a kollineacionak van tengelye. Azt fogjuk ellendrizni, hogy tetszéleges egyenes-
nek és képének kozos pontja ugyanazon egyenesre illeszkedik. Tegytik fel, hogy

44



sem a, sem b nem invaridns egyenesek. Megmutatjuk, hogy tetszéleges tovabbi
c egyenes és annak ¢ képe az aNa’ és bNb' pontok egyenesén metszi egymadst.
Legyen a és b metszéspontja C, a és ¢ metszéspontja B, b és ¢ metszéspontja
A; a' és b metszéspontja C', a’ és ¢ metszéspontja B’, b’ és ¢/ metszéspontja
A’. Ekkor A képe A’, B képe B’, C képe C'. Mivel feltételiink szerint a kol-
— ——
linedciénak van centruma, az AA’, BB’ és CC’ egyenesek mindegyike dtmegy
a centrumon, igy az ABC és A’ B'C’ hdromszogek pontra nézve perspektivek.
A Desargues-tételbdl adédéan ekkor tengelyre nézve is perspektivek, igy ¢ és ¢
valoban aNa’ és bNb pontok egyenesén metszi egymast. Ez tételiink igazsagat
jelenti. m

Megjegyezziik, hogy az affinitdsokra vonatkozd, korabban mar bizonyitott
megfelel6 dllitasaink az el6z6 &llitas egyszerii kovetkezményei. Egy olyan affi-
nitas, amelynek van tengelye, az olyan kollinedciét jelent, amelynek van tengelye
és egy invarians egyenese a végtelen tavoli egyenes. Mivel azonban a tengellyel
rendelkez6 kollinedcidknak van centruma, amelyre minden invaridns egyenes il-
leszkedik; adoédik, hogy a tekintett kollinedcié centruma végtelen tavoli pont.
fgy barmely pontot a képével 0sszekotd egyenes ugyanolyan irdnyt. Ez valéban
azt jelenti, hogy a tengelyes affinitdsoknak van irdnya. Megforditva, ha egy affi-
nitdsnak van irdnya, az azt jelenti, hogy az affinitas olyan kollinedcid, amelynek
centruma végtelen tavoli pont. Ebbol kovetkezben a kollineaciénak van tengelye
is. Abban az esetben, ha a tengely véges helyzetii, a széban forgé affinitds ten-
gelyes affinitds. Abban az esetben pedig, ha a tengely a végtelen tavoli egyenes,
a tekintett affinitds parhuzamos eltolas.

2.39. Definicié. Ha egy kollinedcionak van centruma (és ebbdl kovetkezben
tengelye is), akkor centrilis kollinedciénak nevezzik. Eqy centrdlis kollinedcid
elacié, ha centruma illeszkedik a tengelyére, ellenkezd esetben homoldgia.

Egy centrélis kollineacié fixpontjai tehat pontosan a centrum, valamint a
tengelyre illeszkedd Osszes pont; egy centralis kollinedcié invaridns egyenesei a
tengely, valamint a centrumra illeszkedd Gsszes egyenes.

Megjegyezziik, hogy specidlis centralis kollinedcidként tobb fontos geometriai
transzformaciot is megkaphatunk: abban az esetben, ha a centrum végtelen
tavoli pont, akkor a leképezés tengelyes affinitds; ha a tengely a végtelen tavoli
egyenes, akkor a leképezés kozéppontos hasonlosdg; végiil, ha a centrum és a
tengely egyarant végtelen tavoli, akkor a leképezés pdrhuzamos eltolds.

2.40. Kovetkezmény. Egy centrdlis kollinedciot egyértelmiien meghatdroz
centruma, tengelye, és a sik eqy tovdbbi pontjanak képe.

Bizonyitds: Allitdsunk kozvetleniil kovetkezik a kollinedcick alaptételébél,
ugyanis a centrum, a tengely két pontja, és a tovdabbi adott pont négy olyan
altalanos helyzetii pont, amelyek kollinedcids képeit ismerjiik. m

Legyen a kollineacié adott centruma C', tengelye ¢, és tegyiik fel, hogy az
A pont képe A’. Nyilvdnvaléan csak akkor van ilyen centralis kollineécid, ha
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—
C illeszkedik AA’-re. Eljarast adunk arra, hogyan szerkeszthet6 a sik valamely
tovabbi P pontjanak képe.

—
e Legyen AP tengelyre illeszkedd pontja T'.
> e <
e Ekkor AP kollinedcios képe T A, igy P’ illeszkedik T A’-re.
e Mivel P’ nyilvdnvaléan illeszkedik C'P-re is, ezért P/ =TA' N CP.

— —
Abban az esetben, ha P illeszkedik AA’-re, elészor egy AA’-re nem illeszkedd Q)
segédpont képét szerkesztjiik meg, majd a Q-nak megfelel6 Q' pont ismeretében
alkalmazhaté az el6zé eljaras.

2.41. Definicié. Egy kollinedciondl a végtelen tdvoli egyenes képét illetve
dsképét ellentengely eknek hivjuk. A végtelen tdvoli egyenes Gsképét eltlinési
egyenesnek is nevezziik, és g-val jeloljik; a végtelen tdvoli eqyenes képét r' jeloli.

Eljarast adunk egy centralis kollineaci6 ellentengelyeinek szerkesztésére.
Legyen a kollineécié adott centruma C, tengelye ¢, és tegyiik fel, hogy az A
pont képe A’.

e A kollineacié ellentengelyei parhuzamosak a tengellyel. Valéban, a tengely
végtelen tavoli pontja a kollineédcio fixpontja, igy illeszkedik mind a tengely
képére, mind pedig az Gsképére. fgy elegend6 az ellentengelyek egy-egy
pontjat megszerkszteni.

e Vegyiink fel az A pontra illeszkedd tetszOleges egyenest, ennek végtelen
tavoli pontja legyen V. Az egye(rg képe illeszkedik a T tengelypontra és

A’-re, igy V, képe illeszkedik a T A’ egyenesre.

o Mivel tetszoleges pontot a képével Osszekotd egyenes dtmegy a centrumon,
a C-t Vo-el 0sszekotod egyenes, azaz a centrumon keresztiil a tetszélegesen
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o
felvett T'A egyenessel huzott parhuzamos szintén tartalmazza a keresett

V' képpontot. Igy ezt az egyenest T A’-vel elmetszve adédik V.

A V'-re illeszkedd, t-vel parhuzamos egyenes az r’ ellentengely.

A ¢ ellentengely szerkesztéséhez elegerﬁ egyetlen végtelen tavoli pont

Osképét megszerkeszteni. Legyen W/ a T A’ egyenes végtelen tavoli pontja.

a4
Ennek 6sképe illeszkedik T A-ra; valamint a centrumot W/ _-el 6sszekotd

—
egyenesre, azaz a C-re illeszkedd, T A’-vel parhuzamos egyenesre.

A fenti két egyenes metszéspontja W/ _ 8sképe: W. A W-re illeszkedd, t-vel
parhuzamos egyenes a ¢ ellentengely.

2.42. Kovetkezmény. Tetszdleges centrdlis kollinedcio eqyik ellentengelyének
centrumtol wvett tdvolsdga megegyezik a mdsik ellentengely tengelytdl vett
tavolsdgdval.

Bzzonyztas Az el6z8 szerkesztés jeloléseit m gtartva legyen az r’ ellentengely és

AT metszéspontja X, a q ellentengely és CV' metszéspontja Y. Mivel a CWY
ésTV'X haromszogek megfelel6 oldalegyenesei - a szerksztés mddjabdl adéddéan
- pérhuzamosak, a két hdromszog hasonlé. Mivel WY V'X paralelogramma,
dW,Y) = d(X,V"), igy tovdbbd a CWY és TV'X haromszogek egy megfe-
lel6 oldalparja egybevagd, tehat a két haromszog egybevagd. Ekkor azonban
magassagaik ugyanolyan hossziak, a magassagszakaszok hosszai pedig éppen az
allitasunkban szerepl6 tavolsiagok. m
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A centralis kollinedcié alkalmazdsainal sok esetben a centralis kollineacié C'
centruma, t tengelye, és ¢ eltiinési egyenese ismert. Eljarast adunk arra, hogyan
szerkeszthetd ebben az esetben tetszoleges tovabbi P pont képe.

2.8.
. Adottak a kollinearis A, B, C pontok. Szerkessziik meg azt a D pontot,

(o}

Tekintstink egy P-re illeszkedé tetszéleges s egyenest.
Legyen s és q kozos pontja V.

Ekkor s képe illeszkedik a tengellyel kozos T pontjara, valamint a V' pont
képére.

Mivel V illeszkedik g¢-ra, képe végtelen tavoli pont. Tetszﬁges pontot a

képével 6sszekotd egyenes illeszkedik C-re, ezért V képe a CV egyenes V.
végtelen tavoli pontja.

=
s képe tehdt a T és V. pontokra illeszked§, azaz a T-re illeszked§ C'V-vel
parhuzamos s’ egyenes.

s’ és C'P kozos pontja a keresett P’ képpont.

Feladatok

amelyre

a. (ABCD) = %;
b. (ABCD) = —4.
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10.

11.

12.

13.

Adottak a P pontra illeszkedd a, b, c, d egyenesek, valamint a P’ pontra
illeszkedd o', V', ¢’ egyenesek. Szerkessziik meg azt a d’ egyenest, amelyre
(abed) = (a'b/''d)!

Az ABCD négyszog A csticsén at a BD &tléval és B csticsan 4t az AC
atléval parhuzamosan hiuzott egyenesek metszéspontja E. Bizonyitsuk(@),

— .
hogy az EC' egyenes ugyanolyan ardnyban osztja a BD &tl6t, mint az £2D
egyenes az AC atl6t!

. Adott egy AB szakasz és annak F felezOpontja. Szerkessziink a sik egy

tovabbi adott P pontjan a4t AB-vel parhuzamos egyenest csak vonalzd
alkalmazdsaval!

N =
Adott egy AB szakasz és egy AB-vel parhuzamos e egyenes. Szerkessziik
meg csak vonalzéval AB felezépontjat!

Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD trapéz szarainak E metszéspontjan
at az alapokkal parhuzamost hizunk, akkor ezt az egyenest a trapéz két
atldja olyan M, N pontokban metszi, hogy M N felez6pontja E!

Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD trapéz atléinak G metszéspontjin at
az alapokkal parhuzamost hizunk, akkor ezen az egyenesen a szarakkal
valé metszéspontok altal alkotott szakaszt az atlok metszéspontja felezi!

Adott egy A pont és a b, ¢, d egyenesek. Szerkessziink az A pontra illesz-
ked6 olyan egyenest, melynek a megfelel6 adott egyenesekkel k6zos B, C,
D pontjaira teljesiil, hogy (ABCD) harmonikus pontnégyes!

. Adott egy P pont, valamint az m és n egyenesek. Szerkessziik meg az m és

n egyenesek , hozza nem férhet6” metszéspontjat P-vel 6sszekotd egyenest!

Adott az euklideszi sikon egy e egyenes, tovabbd az m és n egyenesek.
Szerkessziik meg az m és n egyenesek , hozza nem férhet6” metszéspontjara
illeszked§, e-vel parhuzamos egyenest!

Adottak az e és f, valamint az m és n egyenesek. Szerkessziik meg az e és f
egyenesek , hozza nem férhet6” metszéspontjat az m és n egyenesek ,,hozza
nem férhet” metszéspontjaval 6sszekot6 egyenest! (Feltételezziik, hogy az
e és m, valamint f és n egyenesparok metszéspontjai hozzaférhetéek.)

Adottak az a, b, ¢ konkurrens egyenesek és az egyenesek egyikére sem
illeszked6 X, Y, Z pontok. Szerkessziink olyan haromszoget, amelynek
csucsai az adott egyenesekre illeszkednek, és oldalegyeneseire illeszkednek
a megadott pontok!

Valaki megrajzolt egy haromszoget gy, hogy a csicsai nem fértek ra a
téglalap alaki papirlapra, de legalabb az oldalaibdl egy-egy szakasz latszik.
Tudjuk, hogy a haromszog magassidgpontja valahol a papirlapon van. Ezen
a papirlapon dolgozva szerkesszilk meg a hdromszog magassagpontjat!
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Legyen aHdott e&ABC héromszog, valamint az M, N és P pontok! Le-
gyen a BP és C'N egyenesek ﬁtszéspontja R, a CM és AP egyenesek
metszéspontja @, valamint az AN és BM egyenesek metszéspontja S! Iga-
zoljuk, h AR, BQ és CS k t kkor konk k

juk, hogy az , MQ és egyenesek pontosan akkor konkurrensek,
ha az AM, BN és C'P egyenesek konkurrensek!

Legyen az euklideszi sikon PQRS egy par(agelogramma, X a paralelog-
ramma tetszéleges belsé pontja. Jelolje a PQ oldalegyenessel Xﬁ) ke-
resztll huzott parhuzamos metszéspontjat PS-el M, QR-el N; a % ol-
dalegyenessel X-en keresztiil hizott parhuzamos metszéspontjat PQ)-val
K, RS-el L. Bizonyitsuk be, hogy Q, S é MK N NI, kollinedris!

Tekintstink az euklideszi sikon e%ABCD paralelogrammét! Legyen P az
7z . ” . 7 H 7 . H Ve H
ABD haromszog belsé pontja; BP és AD metszéspontja QQ, DP és AB
metszéspontja R. A Q-n keresztiill AB-vel hiizott parhuzamos és az R-en
keresztiil AD-vel hizott parhuzamos metszéspontja legyen S. Bizonyitsuk
be, hogy C, P és S kollinearis!
Adott egy centrélis kollinedcié centruma, tengelye, és a sik egy tovabbi
A pontjdnak A’ képe. Szerkessziik meg az AA’ egyenes egy tetszOleges
tovabbi pontjanak képét!
Adott egy eldcid centruma, tengelye, és a sik egy A pontjanak A’ képe.
Szerkessziik meg a sik tetszoleges tovabbi pontjanak képét, valamint az
elécié ellentengelyeit!

Adott egy centralis kollinedcié centruma, a tengelyének egy pontja, és a
sik egy tovabbi egyenesének képe. Szerkessziik meg egy tovabbi adott pont
képét!

Adott egy centralis kollinedcié tengelyének egy pontja, a stk egy pontjanak
képe, és a sik egy egyenesének képe. Szerkessziik meg a kollineacié cent-
rumét és tengelyét!

Adott egy centrilis kollinedcié centruma, tengelye, és az 1’ ellentengely.
Szerkessziik meg a sik egy pontjanak képét!

Adott egy centrélis kollinedcié tengelye, g ellentengelye, és a sik egy
pontjanak képe. Szerkessziik meg a kollineacié centrumat!

Adott egy centralis kollineaci6 két ellentengelye és a sik egy egyenesének
képe. Szerkessziik meg a kollineacio tengelyét és centrumat!

Adott egy centralis kollinedcié centruma és két ellentengelye. Szerkessziik
meg a sik egy adott pontjanak képét!

Adott egy centralis kollinedcié centruma, tengelye, g ellentengelye, és egy
PQR haromszog. Szerkesszilkk meg a haromszog kollineaciés képét, ha
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26.

27.

28.

29.

a. a haromszog egyik oldala sem metszi ¢-t;

b. a haromszog P cstcsa illeszkedik g-ra, és egyik oldalszakasznak sincs
kozos belsé pontja g-val;

c. a hdromszog P csticsa illeszkedik g-ra, és a QR oldal belsé pontban
metszi g-t;

d. P és Q illeszkedik ¢-ra;
e. a PQ és QR oldalszakaszok belsé pontban metszik ¢-t.

Adott az euklideszi sikon két egyenes. Adjunk meg olyan centralis kol-
lineaciét, amelynél az adott egyenesek képei

a. parhuzamosak;

b. mero6legesek.

Adott az euklideszi sikon egy tetszéleges négyszog. Adjunk meg olyan
centralis kollinedciét, amelynél a tekintett négyszog képe

a. paralelogramma;

=

derékszogl trapéz;

c. rombusz;

d. téglalap;

e. négyzet;

f. elére megadott a oldalhosszisagu négyzet.
Adott az euklideszi sik egy négyzetének valamely kollinedcié altali képe.
Szerkessziik meg a négyzet egy kijelolt oldalan

a. a felez6pont kollineacios képét;

b. valamelyik harmadolépont kollineacids képét;

c. az egyik harmadolépont kollinedciés képének ismeretében a masik

harmadolépont kollineacidos képét!

Legyen adott az euklideszi sikon egy szakasz és annak az egyik harma-
dolépontja. Szerkessziik meg csak vonalzé alkalmazésaval a masik harma-
dolépontot!
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3. Kipszeletek

3.1. Parabolak

3.1. Definicié. Legyen adott az euklideszi sik eqy F pontja és v egyenese. Azon
pontok mértani helyét, amelyeknek F-t4l és v-tdl vett tdvolsdgaik megegyeznek,
paraboldnak nevezzik. Azt mondjuk, hogy F' a parabola fékusza, és v a parabola
vezéregyenese.

Legyen adott egy parabola F fékusza és v vezéregyenese. Kivalasztva egy d
tavolsagot, az F-t6l d tavolsdgra levé pontok az F' kézéppontu d sugarta korre
illeszkednek, mig a v t0l d tavolsdgra levé pontok halmaza egy parhuzamos
egyenespar. Ezen parhuzamos egyenesparnak csak az egyik egyenese metszi
az F kozéppontu d sugard kort, a keletkez6 metszéspontok illeszkednek a
parabolara.

A fenti szerkesztésbél 1lathatd, hogy az F-bél v-re éllitott ¢ merdleges a pa-
rabola szimmetriatengelye: a kor és egyenes keletkezd metszéspontjai ugyanis
t-re szimmetrikusan helyezkednek el. Ezért a t egyenest a parabola tengelyének
mondjuk.

Ha a tengely és a vezéregyenes metszéspontja X, akkor FX felez6pontja
rajta van a parabolan, ugyanis egyszerien lathatd, hogy a fokusztdl és

. " (o d(RX) s .
a vezéregyenestél egyarant =5 tavolsigra van. Ez a tengely egyetlen
metszéspontja a paraboldval, ezért a parabola tengelypontjanak hivjuk.

Megmutatjuk, hogy a parabola tengelyével pdrhuzamos egyenesekre egy
és csak egy parabolapont illeszkedik. Legyen ugyanis e egy ilyen egyenes, e
vezéregyenesre illeszked6 pontja legyen E. Ekkor az e egyenes valamely tovabbi
P pontjédnak v-t8l vett tavolsidga d(E, P), ez akkor és csak akkor egyezik meg
a d(F,P) tavolsdggal, ha P illeszkedik EF felezOmerélegesére. fgy az e-re
illeszkedd egyetlen parabolapont e metszéspontja EF felez6merdlegesével.

A parabola féokuszénak és vezéregyenesének tavolsidgat a parabola pa-
raméterének mondjuk. A p paraméterii parabola egyenlete abban a koor-
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A

dindtarendszerben, amelynek y-tengelye a parabola tengelye és origdja a pa-
rabola tengelypontja,

1
= —z2

2p

Ezt az egyenletet a parabola kanonikus egyenletének mondjuk.

Y

3.2. Hiperbolak

3.2. Definicié. Legyenek adottak az euklideszi sik Fy és Fy pontjai és eqy 2a
valds szam gy, hogy 2a < d(Fy, Fy) teljesiljon. Azon pontok mértani helyét
a sikban, amelyeknek az Fy és Fy pontoktol vett tdvolsagainak kilonbségének
abszolut értéke 2a, hiperbolanak hivjuk. Az Fy és Fy pontok a hiperbola fékuszai.

Bemutatjuk, hogy Fi, Fs és egy 2a hosszisigu szakasz ismeretében hogyan
szerkeszthet&ek pontok a hiperbolabol.
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e Vegylink fel egy tetszbleges = hossziusagu szakaszt, majd erre felmérve a
2a szakaszt, kapunk egy y = x — 2a hosszusagu szakaszt. Ekkor x —y = 2a
teljesul.

e Az Fy pont koril x sugdrral, Fy koril y sugdrral korbzve, a két kor
metszéspontjai illeszkednek a hiperboléra.

Vegylik észre, hogy a hiperbola minden pontja ilyen médon megkaphatd, és
minden ponttal egylitt az £} Fs egyenesre vald tiikorképe is illeszkedik a hiper-
boléra. fgy a fokuszok egyenese a hiperbola eqy szimmetriatengelye, amelyet a
valos tengely egyenesének hivunk.

Eszrevehets az is, hogy a fenti szerkesztésben az F; és F, pontok fel-
cserélésével a szerkesztett hiprbolapont FiF, felezOmerélegesére vonatkozo
tikorképét is megkapjuk, igy a fokuszok dltal meghatdrozott szakasz fe-
lezomerdlegese is szimmetriatengelye a hiperboldnak, amelyet a képzetes tengely
egyenesének mondunk.

Mivel két szimmetriatengely metszépontja a hiperbolanak szimmet-
riakozéppontja, a hiperbola kdézéppontosan szimmetrikus a fokuszok dltal alkotott
szakasz felezépontjdra. Ezt a pontot a hiperbola kézéppontjdnak nevezzik.

I

Legyenek T és Ty a hipebola kozéppontjardl a tavolsagra 1éve, a valds ten-
gely egyenesére illeszked6 pontok. Tegyiik fel, hogy T} az Fi-hez kozelebbi pont.
Ekkor

d(Th, F>) — d(Th, Fy) = d(Ty, Fy) — d(Ty, F>) = d(Th,T») = 2a,

igy T1 és Ty illeszkednek a hiperboldra. Azt mondjuk, hogy A és B a wvalds
tengely végpontjai, AB pedig a valds tengely.
Legyen a fokuszok tavolsaga 2c, és legyen b az a pozitiv szdm, amelyre

A =a?+ b
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Ekkor a b szdmot a képzetes tengely hosszanak mondjuk. Megmutathato, hogy
a hiperboldnak egyetlen pontja sem illeszkedik a képzetes tengelyre.

Tekintsiik azt a koordinatarendszert, amelynek origdja a hiperbola
kozéppontja, z-tengelye a hiperbola valds tengelye, y-tengelye a hiperbola
képzetes tengelye. Egyszeri szamolassal ellenorizhet6, hogy ebben a koor-
dinatarendszerben a hiperbola egyenlete

2 2
Yo
a? b2
Ezt a hiperbola kanonikus egyenletének hivjuk.
Legyen t; a hiperbola T tengelypontjara illeszked6 érintdje, ez az egyenes
merdleges a valés tengelyre. Legyen k az Fy Fs atmér6ji kor. Legyenek X és Y

a t1 egyenes és a k kor kozos pontjai. Ekkor - a hiperbola kozéppontjat O-val
1 egy 3 68 a kKO Z0S pont) p Zeppont] Vi

jelolve - az OX és OY egyeneseket a hiperbola aszimptotdinak hivjuk. Vegyiik
észre, hogy a Th X szakasz hossza ekkor b.

Megmutathaté, hogy a hiperboladgak kozotti pontok mindegyikébol két hi-
perbolaérinté huzhatd, kivéve az aszimptotdk pontjait: az aszimptotak O-t6l
kiilonb6z6 pontjaibdl egy hiperbolaérinté hizhato, O-ra nem illeszkedik hiper-
bolaérinto.

3.3. A kupszeletek projektiv értelmezése

3.3. Definicié. A wvalds projektiv sik kupszeletein a korok kollinedcids képeit
értyik.

A fenti definiciét az aldbbi meggondolds motivdlja. A kuipszeletek -
szemléletesen - a kiupokbdl a kip csicsara nem illeszkedd sikok &ltal kimet-
szett alakzatok. Minden kip korkdpnak tekinthet6, a kip pedig a kormetszet és
egy tetszbleges metszo sik kozotti olyan kozéppontos vetitést ad meg, amelynek
centruma a kup csicsa. A térbeli kozéppontos vetitések a sikbeli kollinedcidknak
felelnek meg, tehat a sikmetszeteket valéban korok kollineaciés képeiként kap-
juk.

Ez a szemléletes meggondolas azt sejtteti, hogy a kupszeletek a korok, ellip-
szisek, paraboldk és hiperboldk. Ha ugyanis egy kupot olyan sikkal metsziink el,
amely a kup egyetlen alkotéjaval sem parhuzamos, kort vagy ellipszist kapunk.
Amennyiben a metsz6 sik egyetlen kupalkotéval parhuzamos, a sikmetszet
parabola; abban az esetben pedig, ha pontosan két kupalkotéval parhuzamos
stkkal metsziink, hiperbolat kapunk.

A fenti meggondolds mindossze a definciénk motivalasara szolgdl, késébb
pontosan be fogjuk bizonyitani, hogy a paraboldk és hiperboldk valéban
kipszeletek. (A korokre ez nyilvanvald, az ellipszisekrdl pedig mér megmutat-
tuk, hogy a korok affin képeiként - tehdat specidlis kollinedcié altali képként -
megkaphatdak.)

%)



A kupszeletek definiciéjabol adéddan ha egy illeszkedési tulajdonsdg kérokre
igaz, akkor ebbdl kovetkezik, hogy tetszéleges kupszeletre teljestil. Ilyen médon
a kovetkez6 allitas nyilvanvald.

3.4. Allitas. Tetszoleges egyenesnek eqy kupszelettel 0, 1 vagy 2 kozds pontja
van. A kupszelet tetszdleges pontjdra pontosan egy olyan egyenes illeszkedik,
amelynek egyetlen kézos pontja van a kupszelettel; a sik tetszéleges tobbi pontjdra
lleszkedd ilyen egyenesek szama 0 vagy 2.

3.5. Definicié. Azokat az egyeneseket, amelyeknek egy kipszelettel pontosan
eqy kozos pontjuk van, a kipszelet érintéinek hivjuk. Azokat a pontokat, ame-
lyekre nem illeszkedik kupszeletérintd, bels6 pontoknak hivjuk; egy pont kiisé
pont, ha abbdl a kiupszelethez két érintd hizhato.

Vegyiik észre, hogy egy parabola tetszéleges pontjara két olyan egyenes il-
leszkedik, amelynek az euklideszi sikon egy és csak egy kozos pontja van a para-
bolaval: a parabola - euklideszi értelemben vett - érint6je, valamint a parabola
adott pontjara illeszked6 tengelyiranyu egyenes. Ezért ahhoz, hogy a parabola
valéban kupszelet legyen, egyetlen végtelen tavoli ponttal ki kell béviteniink: a
parabola tengelyének végtelen tavoli pontjaval. Ezzel a ponttal bovitve a para-
bolat a fenti tulajdonsiag mar valéban teljesiilni fog.

Tehat azok a kiupszeletek, amelyeknek egyetlen végtelen tdvoli pontjuk van,
a paraboldk. A parabola végtelen tdvoli pontjdra illeszkedd érintdje a végtelen
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tavoli egyemes, ugyanis az érint0 pontosan olyan egyenes, amelynek egyetlen
ko6z0s pontja van a kupszelettel.

Tekintve egy hiperbolat, az aszimptotak pontjaibdl az euklideszi sikon egyet-
len érint6é hiizhaté a hiperboldhoz, holott nem illeszkednek a gorbére. fgy a hi-
perbolakat is végtelen tavoli pontokkal kell bévitentink ahhoz, hogy a fenti allitds
érvényben maradjon: az aszimptotak végtelen tavoli pontjaival. Az aszimptotak
igy olyan egyenesek, amelyeknek egyetlen koz6s pontjuk van a hiperbolaval: a
végtelen tdvoli pontjuk. Az aszimptotdk tehdt a hiperbola végtelen tdvoli pontja-
ira illeszkedd érintok. fgy azok a kupszeletek, amelyeknek pontosan két végtelen
tavoli pontjuk van, a hiperboldk.

3.6. Tétel. (Steiner) Legyenek A, B, C, D egy k kipszelet régzitett pontjai,

R SR wa S vy S s d
valamint P a gorbe egy tetszdleges tovdbbi pontja. Ekkor a PA, PB, PC, PD
egyenesek P(ABCD) kettésviszonya nem fiigg a P pont megvdlasztdsdtdl. Ezt
a kettésviszonyértéket az A, B, C, D pontok kupszeleti kettGsviszonydnak ne-
vezziik, és (ABC D)y, mddon jeloljiik.

Bizonyitds: A kupszeletek definicidja és kollinedciok kettdsviszonytartdsa miatt
elegendo a tételt abban az esetben ellendrizni, ha k kor. Ekkor a széban forgd
kettOsviszony értéke

sin(APC/) sin(DPBX)

sin(CPBZ) sin(APD/)

A Kkertileti szogek tétele miatt azonban a szerepld szogek mindegyikének mértéke
valtozatlan, ha a P pont a koron végigfut, és ezt kellett igazolnunk. m

Megjegyezziik, hogy az el6z6 tétel abban az esetben is érvényes marad, ha a
P pont a gérb(e_\galamelyik rogzitett pontjaval - példaul A-val - esik egybe. Ebben

az esetben a PA egyenes szerepét a masodrendii gorbe A-ra illeszkedd érintdje
veszi at, a bizonyitasban a megfelel6 érintészaru kertileti szoget tekintve. Ennek
alapjan szokas ugy fogalmazni, hogy ,a kipszeletpontot énmagédval 6sszekoto
egyenes a kipszelet érintgje”.

3.7. Allitas. Ha A, B, C, D egy k kor négy pontja, akkor

AC DB

(ABCD) = 55 4p

a tdavolsagokat a kor iranyitdasatol fiiggd megfeleld eldjellel elldtva. Ezt a szamot
a négy pont kori kettésviszony dnak mondjuk.

Bizonyitds: Az el6z6 bizonyitas gondolatmenetét folytatva, a

sin(APC/) sin(DPBX)
sin(CPBZ) sin(APDZ)

értéket kell meghataroznunk. Ismert, hogy ha a egy haromszog a hosszusagu
oldaldval szemkozti szog mértéke, és a haromszog korilirt korének sugara R,
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akkor a = 2R - sin . Legyen az &llitasunkban szerepld k kor sugara R, akkor az

APC, BPC, DPC és APD hiromszogek koriilirt korének sugara egyardnt R.
Igy AC
sin(APC/) = —.
in( ) 5
Hasonldan kifejezve a tovabbi szerepld szdgek szinuszait,
AC DB
(ABCD), = 2% - 3%
2R 2R
adédik, ami egyszeriisités utan tételiink igazsagat jelenti. m
3.8. Kovetkezmény. (Ptolemaiosz-tétel) Tetszdleges hirnégyszog
atlohosszainak szorzata egyenld a szemkoztes oldalhosszak —szorzatainak
0sszegével.
Bizonyitas: Kordbban megmutattuk, hogy tetszéleges A, B, C, D kollinearis
pontok esetén (ABCD) = 1 — (ACBD). Mivel a kupszeleti kettésviszony
sugarnégyesek kettdsviszonyaként van értelmezve, a kettOsviszony azonossagai
ebben az esetben is érvényben maradnak.
Ha tehat A, B, C', D egy hurnégyszog csucsai, és kortlirt koére k, akkor
(ABCD), =1— (ACBD)y. Ezt az €l6z6 tétel alapjdn kifejtve
AC DB AB DC
CB AD BC AD’

Atszorzés (és az eldjelek megfeleld médositdsa) utdn innen
AC-BD =BC-AD+ AB-CD,

és ezt kellett beldtnunk. m
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3.9. Tétel. (A Steiner-tétel megforditisa) Legyenek A, B, C, D egy k kiupszelet
rogzitett pontjai, valamint P a gorbe egy tetszdleges tovdabbi pontja. Ha Q a sik
egy olyan pontja, amelyre P(ABCD) = Q(ABCD), akkor Q illeszkedik k-ra.

Bizonyitds: Indirekt médon tegyiik fel, hogy @ nem illeszkedik a k kipszeletre.
Legyen ekkor @4 QHB és k B-t0l kiiloboz6 metszéspontja. Mivel ()1 rajta van a
kipszeleten, a Steiner-tétel miatt Q1 (ABCD) = P(ABCD). Feltételiink miatt
ebbdl

Q1 (ABCD) = Q(ABCD)

(= =y =y 4= Gy 4—»
kovetkezik. Legyen B := QB N AD Cy := QU N AD és Cy := Q:C N AD.
Ekkor a fenti kettOsviszony-egyenléségben szereplé sugarnégyeseket AB-vel el-
metszve (AB1CyD) = (AB1C1 D) adddik, ami csak C; = C5 esetén lehetséges.
Ebbdl azonban kovetkezik, hogy Q1 = @Q, és ez ellentmond annak, hogy @) nem
illeszkedik a kupszeletre. m

[

3.10. Tétel. Megadva a sik ot dltaldnos helyzeti pontjat - azaz ot olyan pon-
tot, amelyek kozott nincsen hdrom kollinedris - egy és csak egy olyan kiupszelet
létezik, amely illeszkedik az ot adott pontra.

Bizonyitds: Az egyértelmiség bizonyitasahoz tekintsiink egy olyan k&
kupszeletet, amely illeszkedik az adott A, B, C, D, E pontokra. Az 06t
adott pontra illeszked6 tetszOleges kupszelet valamely P pontjara a Steiner-
tétel miatt P(ABCD) = E(ABCD) kell, hogy teljesiiljon, és a Steiner-tétel
megforditdsa alapjan az Osszes ilyen tulajdonsdgu P pont illeszkedik k-ra.
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Megmutatjuk, hogy az altalanos helyzetti A, B, C', D, E pontokhoz van
olyan kupszelet, amelyre mind az 6t pont illeszkedik. Ehhez a kupszelet de-
finicigja miatt azt kell megmutatnunk, hogy barmely 6t dltalanos helyzeti pont
kollineacioval egy kor 6t pontjaba transzformalhaté.

Tekintsiink egy tetszdleges k' kort, és legyen A’ a kor egy tetsz()'lﬁ pontja.

Valasszuk ki a kor azon B’, C’, D', E’ pontjait, amelyekre AB || A'B’; AC ||
> =

A'C', AD || A’D’ és AE || A'E’ teljestl. Tekintsiik azt a kollinedci6t, amelynél

a B, C, D, E pontok képei rendre B’, C', D', E’. Legyen A" az A pont képe

ennél a kollinedciénal. A kollinedcié kettésviszonytartasa miatt

A(BCDE) = A"(B'C'D'E")
teljesiil. A szerkesztésiinkbél adédéan
A(BCDE) = A (B'C'D'E"),

ugyanis a megfeleld6 egyenesparok parhuzamosak, igy bezart szogeik egy-
bevéagoéak. Ebbdl kovetkezik, hogy

A/(Blch/E/) — A//(BIC/D/E/).

A Steiner-tétel megforditdsa miatt ebbdl kovetkezik, hogy A" illeszkedik a &’
korre, igy az ot altalanos helyzetii pontot valéban egy kor 6t pontjdba transz-
formaltuk kollineaciéval. m

Megjegyezziik - de kés6bb be is latjuk - hogy a kiupszelet fogalmdnak dudlisa:
eqy kiupszelet érintdinek halmaza.

fgy Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy egy kipszeletet egyértelmiien meg-
hataroz

a. ot pontja;

b. négy pontja és az egyik adott pontra illeszkedo érintoje;

c. hdrom pontja és két adott pontra illeszkedo érintdje;

d. 6t érintéje;

e. négy érintGje és az egyik adott érintére illeszkedd érintési pont;
f. hdrom érint6je és két adott érintére illeszkedd érintési pont.

Az elsé megallapitdast igazoltuk, ebbdl az 6t pont kozil kettét, illetve
kétszer kettdt ,egybeesonek” tekintve a Steiner-tétel utan tett megjegyzésiink
értelmében kovetkezik a masodik és harmadik megallapitds. Az utolsé hirom
allitas pedig az els6 harom allitas dualisa.
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3.4. Pascal tétele és alkalmazasai

3.11. Tétel. gPascal) Legyenek A, B, C, D, E, F egy kupszelet pontjai. Ekkor
L S S~

P:=ABNDE, Q := Biéﬂ EF és R:=CDnN FA kollinedrisak.

. 7y 7 .. ’ . H H 7 H H . X 4
Bizonyitds: Vezessiik be a tovabbi X := AFNDE ésY := CDNEF jeloléseket.

2 2 o 2
Ekkor (DPXFE) megegyezik az AD, AP, AX, AF egyenesek kettOsviszonyaval.
Ez pontosan a (DBFE); kipszeleti kettOsviszonnyal egyenld. A Steiner-tétel
alapjan ugyanezt a kupszeleti kettOsviszonyt kapjuk, ha a szoban forgd pon-
tokat az A pont helyett C-bdl vetitjik, azaz a g @ CF, CE sugarnégyes

kettdsviszonyat képezziik. Ezen sugarnégyest az FF' egyenessel elmetszve kapjuk
végiil, hogy (DPXE) L}QFE A fundamentahs tulajdonsag alkalmazasaval

ebbol kovetkezik, hogy DY, PQ és X F konkurrensek. Mivel DY CD és
= <«

)ﬁ;" = FA, ezért a harom egyenes kozos pontja R, igy R valéban illeszkedik
PQ-ra. m

Megfogalmazzuk Pascal tételének dudlisat is.

3.12. Kovetkezmény. (Brianchon) Legyenek a, b, ¢, d, e és f egy nemelfajuld
mdasodrendd gorbe érintdi. Ekkor az aNb és d N e pontokra illeszkedd egyenes,
abNc ésen f pontokra illeszkedd egyenes, valamint a cNd és f N a pontokra
illeszkedd egyenes konkurrensek.

12 1 23 | 34
45 | 56 | 61
I | IT | III

A gyakorlatban a Pascal-tétel alkalmazdasa gy torténik, hogy megszamozzuk
a kupszelet adott pontjait az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmokkal, és a fenti tablazat
alapjan megrajzoljuk a megfelel6 6sszekoté egyeneseket. Példaul 12 az 1 és 2
kupszeletpontok 0sszekotd egyenesét jelenti. A tébldzatban az egymds alatti
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egyenesek metszéspontja (0sszekotd egyenese) a megfeleld réomai szdmot kapja;
a rémai szammal jelolt pontok a Pascal-tétel alapjan kollinearisak. Koézos egye-
nesiik a Pascal-egyenes.

A Pascal-tétel - a Steiner-tétel utan tett megjegyzésiink értelmében - abban
az esetben is igaz marad, igy eljardsunk akkor is alkalmazhaté, ha az adott
pontok kozott vannak egybees6k”, azaz valamelyik kupszeletpontot a ra
illeszkedo érint6vel egyiitt ismerjiik. Ebben az esetben ,,duplan szamozunk”,
azaz ha példaul ismerjiik az 1-el szamozott pontra illeszkedd érintét, akkor
ugyanezt a pontot 2-vel is szdmozzuk, és az 12 6sszek6td egyenesnek a pontban
adott érint8egyenest tekintjitk. Ugyeljiink arra, hogy a dupldn szdmozott pont
esetén az ,,0sszekoté egyenes” szerepeljen a tablazatban!

Dualisan: a Brianchon-tétel alkalmazdasa gy torténik, hogy megszamozzuk
a kupszelet adott érintdit az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokkal, és a fenti tablazat alapjan
megrajzoljuk a megfelel metszéspontokat. Példaul 12 az 1 és 2 kupszeletérintok
metszéspontjat jelenti. A tédbldzatban az egymaés alatti pontok 6sszekotd egye-
nese a megfeleld rémai szamot kapja; a romai szdmmal jelolt egyenesek a
Brianchon-tétel alapjan konkurrensek. K6zos pontjuk a Brianchon-pont.

A Brianchon-tétel abban az esetben is igaz marad, igy eljarasunk akkor is
alkalmazhaté, ha az adott érinték kozott vannak ,egybees6k”, azaz valamelyik
érintét a ra illeszked6 kupszeletponttal egytitt ismerjik. Ebben az esetben
yduplan szdmozunk”, azaz ha példdul ismerjik az 1-el szdmozott érintére
illeszkedo érintési pontot, akkor ugyanezt az érintét 2-vel is szdmozzuk, és az
12 metszéspontnak az érintési pontot tekintjiik. Ugyeljiink arra, hogy a duplan
szamozott érint6 esetén a ,,metszéspont” szerepeljen a tabldzatban!

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a Pascal-tétel és Brianchon-tétel csak
olyan, kupszeletekkel kapcsolatos illeszkedési feladatok megoldasara alkalmaz-
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haté,

ahol a feladatnak egyetlen pont (vagy egyenes) a megolddsa. Az olyan

problémék esetén, ahol két megoldds is lehetséges (példdul egy kipszelet és
egy egyenes metszéspontjainak szerkesztése), egy kés6bb bemutatdsra keriil§
modszer, a centralis kollinedcié alkalmazasa vezet célhoz.

A Pascal-tétel és a Brianchon-tétel alkalmazdsanak illusztrdldsira bemutat-
juk néhany alapvetd szerkesztési feladat megoldasat.

Els6ként megszerkesztjik 6t pontja altal meghatarozott kiapszelet valamely
adott pontjara illeszkedd egyenes masik metszéspontjat a kupszelettel. Mivel a
feladatban kupszeletpontok vannak adva, a Pascal-tétel alkalmazhato.

Legyenek az adott pontok 1, 2, 3, 4, 5; és legyen adva egy 1-re illeszkedé e
egyenes.

Jelolje 6 a keresett pontot. Ekkor az e egyenes az 16 0sszekotd egyenes -
fliggetleniil attdl, hogy a 6 pont az egyenes mely pontja.

A kordbban megadott tébldzatban az 12 és 45 egyenesek
metszéspontjaként adodd I pont kijelolhetd.

A 34 és 61 egyenesek II1 metszéspontja - 61 = e figyelembevételével -
szintén kijelolheto.

Az I és 111 pontokra illeszkedd egyenes a Pascal-egyenes.
1T illeszkedik a Pascal-egyenesre és 23-ra, igy megszerkesztheto.

1T illeszkedik az 56 egyenesre, ezért a 1,5 pontokra illeszkedd egyenes és
e metszéspontja a keresett 6 pont.

Megszerkesztjiik 6t pontja &dltal meghatarozott kiupszelet valamely adott
pontjara illeszked6 érintdjét.
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Legyenek az adott pontok 1, 2, 3, 4, 5, ahol az 1 pontra illeszked6 érintét kell
megszerkesztentink. Ismét a Pascal-tétel alkalmazhatd, ugyanis egy adott pontra
illeszkedo érint6 a ,,duplan szamozott” pontot onmagaval 6sszekoto egyenesként
foghato fel. Legyen igy 1 = 6, ekkor a keresett érint6 az 16 egyenes. Felhivjuk
a figyelmet, hogy a szdmozdsndl ligyelniink kell arra, hogy a dupldn szamozott
pontot két ,,szomszédos” szammal ldssuk el.

e A kordbban megadott tablazatban az 12 és 45 egyenesek
metszéspontjaként adédé I pont, valamint a 23 és 56 egyenesek
metszéspontjaként adodd 11 pont kijelolheto.

e Az I és II pontokra illeszkedd egyenes a Pascal-egyenes.
e [T illeszkedik a Pascal-egyenesre és 34-re, igy megszerkeszthetd.

e []] illeszkedik a 61 egyenesre, igy 61 - azaz a keresett érinto - megkaphato
a duplan szamozott 1 = 6 pontot I1I-al 6sszekotd egyenesként.

Megszerkesztjiik 6t érintéje altal meghatarozott kupszelet valamely adott
érintGjére illeszked6 érintési pontjat.

Vegylik észre, hogy problémank az el6z6 feladat dualisa. fgy ebben az esetben
a Brianchon-tétel alkalmazhaté. Ekkor azt az érintot kell ,,duplan szdmozni”,
amelyen az érintési pontot keressiik. Legyenek az adott érint6k 1, 2, 3, 4, 5, ahol
az 1 érintére illeszked$ érintési pontot kell meghatarozni. Legyen tehat 1 = 6,
ekkor a keresett érintési pont az 16 metszéspont.
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e A kordbban megadott tabldzatban az 12 és 45 pontokra illeszkedd I egye-
nes, valamint a 23 és 56 pontokra illeszked6 I1 egyenes kijelolheto.

Az I és 11 egyenesek metszéspontja a Brianchon-pont.

e []] illeszkedik a Brianchon-pontra és 34-re, igy megszerkesztheto.

117 illeszkedik a 61 pontra, igy 61 - azaz a keresett érintési pont - meg-
kaphaté a duplan szamozott 1 = 6 egyenes és 1] metszéspontjaként.

Ijj bizonyitast adunk végiil a Gergonne-pont 1étezésére. Megmutatjuk tehat,
hogy tetszoleges haromszog beirt korének az oldalegyenesekre illeszkedd érintési
pontjait a szemkoztes csiicsokkal 0sszekotd egyenesek konkurrensek.

ZN

A haromszog beirt korének, mint kipszeletnek az oldalegyenesek érintéi,
legyenek ezek az 1 =2, 3 =4, 5 = 6 érinték. A Brianchon-tétel alkalmazasdval
kozvetleniil adodik az allitas.

A kovetkezé tétel a Menelaosz-tétel kupszeletekre torténd dltalanositasa.
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3.13. Tétel. (Carnot) Legyen adott eqy ABC hdromszdg, és tegyiik fel, hogy
<

> S
A, Ay € BC, B1,By € CA, C1,Cy € AB a csiucsoktdl kiilonbozd pontok. A1,
As, By, Bs, Cy és Cy akkor és csak akkor illeszkedik egy kipszeletre, ha

(ABC1)(ABC3)(BCAy)(BCA)(CAB;)(CABs) = 1.

Bizonyitds: Legyen Az := %Oﬁ, Bj = jﬁ'ﬂm és C3 := 1<4—B> N m
A Pascal-tétel miatt A1, Ao, B1, Bo, C1 és Cy akkor és csak akkor illeszkedik
egy kupszeletre, ha Az, Bs és Cj kollinedris. Igy azt kell megmutatnunk, hogy
e harom pont kollinearitdsa ekvivalens a tételben szerepl6 feltétellel.

As értelmezése folytdn As, By és C1 kollinedris, igy a Menelaosz-tétel miatt

Hasonldan, Ay, Bz és Cs kollinearis, igy

(ABCy)(BCA;)(CAB;) = —1.
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Végil, Ay, By és (3 kollinedris, igy

(ABC3)(BCA3)(CAB,) = —1.
A harom Osszefliggést Osszeszorozva
(ABC1)(ABC2)(ABC3)(BCA;1)(BCA2)(BCA3)(CAB:)(CABy)(CAB;) = —1

adédik. Mivel - ismét a Menelaosz-tételre hivatkozva - A3, Bz és C3 akkor és
csak akkor kollinedris, ha

(ABC3)(BCA3)(CAB3) = —1,
a fenti egyenlOség miatt ez valéban pontosan akkor all fenn, ha

(ABC1)(ABC3)(BCAy)(BCA)(CAB;)(CABs) = 1.

A Menelaosz-tétel hasonlé altaldnositdsa nem csak kipszeletekre (azaz
mésodrendii gorbékre), hanem n-edrendii algebrai gorbékre is megfogalmaz-
haté. Az altaldnos tétel szerint a haromszog minden oldalegyenesén tekintve
n, a csucsoktdl kiilénbozé pontot, a felvett 3n darab pont akkor és csak akkor
illeszkedik egy n-edrendii gorbére, ha a fentihez hasonléan képzett, dsszesen 3n
darab osztéviszony szorzata (—1)™.

3.5. A podlus-polaris kapcsolat

3.14. Tétel. Legyen adott a sikban eqy k kiupszelet és eqy, a kiupszeletre nem
illeszkedd P pont. Tekintsiik eqy P-re illeszkedd szeldjét k-nak, és legyen P-
nek a szeldre illeszkedd kiupszeletpontokra vonatkozé harmonikus tdrsa Q. Az
igy kapott Q pontok kollinedrisak, azaz egy, a szeld megudlasztdsdtol figgetlen
egyenesre illeszkednek. K6zos eqyenestiket P polarisdnak hivjuk, és azt mondjuk,
hogy P a kapott egyenes pdlusa.

Bizonyitds: Tekintsiink egy, a P pontra illeszked6 rogzitett szel6t. Ennek
metszéspontjai a kipszelettel legyenek A; és As, és legyen A a P pont (A1 As)-
re vonatkoz6é harmonikus tarsa. Legyen T az A; és As pontokra illeszked6
kupszeletérint6k metszéspontja.

Tekintsiink egy tetszOleges tovabbi szelot, amelynek a kipszelettel kozos
pontjai By és Bs. Legyen tovabbd B a P pont (B Bs)-re vonatkoz6 harmonikus
tarsa. Megmutatjuk, hogy B - a masodik szel6 megvalasztasatol fliggetleniil -

illeszkedik az AT egyenesre.
> —
Legyen X = A132 N AQBl és Y = AlBl n AQBQ.

Mivel az A;ByAsB; teljes négyszog A; és As csicsai dltal meghatarozott
oldalegyenesére illeszked§ dtléspont P, kovetkezik, hogy P (A; As)-re vonatkozd
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harmonikus tarsa illeszkedik a P-vel szemkoztes atloegyenesre, azaz W -Ta.
Tehdt A illeszhedik XY -ra. .

Hasonldan ellenérizhetd, hogy B illeszkedik XY -ra.

A Pascal-tétel segitségével egyszertien ellenérizheto, hogy X, Y és T kol-
linedrisak. Valéban, alkalmazzuk a Pascal-tételt az 1 = 2 = Ay, 3 = Bo,
4=5= Ay, 6 = B; pontokra.

Osszefoglalva: az )W/ egyenesre eg)arént illeszke(d.il)i A, B és T, amibdl kdvet-
kezik, hogy B valéban illeszkedik AT-re. Mivel AT a B-t tartalmaz6 szel6
megvalasztasatol fliggetlen egyenes, ez allitdsunk igazsdgat jelenti. m

3.15. Allitas. Ha P kiilsé pont, akkor P pdlusa a P-re illeszkedd
kupszeletérintdk érintési pontjainak egyenese.

Bizonyitds: Legyenek a P-re illeszked6 kuipszeletérinték érintési pontjai U és V,
valamint egy P-re illeszkedd tetszoleges szel6 kozos pontjai a kipszelettel A és
B. Azt kell megmutatnunk, hogy @ := AB N UV illeszkedik P polarisara, azaz
hogy (PQAB) = —1.

A (PQAB) pontnégyes kettésviszonya megegyezik a pontokat U-bdl vetitd
sugarnégyes kettOsviszonyaval, azaz

(PQAB) = U(PQAB).

Ezen sugarnégyes kozos pontja, U illeszkedik a tekintett & kupszeletre, igy
kettosviszonyuk pontosan a kupszelettel alkotott metszéspontjaik kipszeleti
kettésviszonya. Tehat

U(PQAB) = (UVAB)y.
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Ez a kupszeleti kettOsviszony - a Steiner-tétel alapjan - megegyezik a
kupszeletpontokat a kupszelet tetszOleges mas pontjabol vetité sugarnégyes
kettésviszonyaval, ezért

(UVAB), = V(UVAB).

=
Utébbi sugdrnégyes elemeit AB-vel elmetszve a kapott pontok kettésviszonya
egyenld a sugarnégyes elemeinek kettésviszonyéaval, igy végiil

V(UVAB) = (QPAB),

o (PQAB) = (QPAB).
1
(@PAB) = (pqan)

miatt innen (PQAB) = 1 vagy (PQAB) = —1 kovetkezik. Mivel azonban A és
B kilonb6z6 pontok, (PQAB) # 1, gy allitdsunkat igazoltuk. m

3.16. Allitas. Ha Q illeszkedik P poldrisdra, akkor P illeszkedik QQ poldrisdra.

Bizonyitds: Ha a P és ) pontok valamelyike bels6é pont, akkor a 1%—6)2 egyenes
két pontban metszi a kupszeletet, legyenek azek A és B. Ha @ rajta van P
poldrisan, akkor @ a P pont (AB)-re vonatkozé harmonikus tdrsa. Ebbél
azonban kovetkezik, hogy P rajta van () polarisan.

Tegyiik fel, hogy P és @ egyarant kiils6 pontok, és legyen& a P-re illeszkﬂﬁ
kupszeletérinték érintési pontjai U és V. Ekkor P polarisa UV. Legyen Q UV
tetszéleges kiilsd pontja, és legyen @ (UV)-re vonatkoz6 harmonikus tdrsa Q'
Ekkor Q' illeszﬁik Q polarisara. Azt kell megmutatnunk, hogy w Q polarisa.

Legyenek PQ’ és a(_t}ekin}e_t)t k kupszelet kozos pontjai A és B. Azt kell
megmutatnunk, hogy AQ) és BQ a kipszelet érintéi, ebbdl ugyanis kovetkezik,
hogy ﬁ = ]<3.>Q’ Q polérisa. Azt fogjuk igazolni, hogy Zé érinti a kupszeletet.
Legyen Q az A-ta illeszkedd kipszeletérintd és W metszéspontja. Azt latjuk
be, hogy ekkor @ = Q.
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Mivel @’ illeszkedik P poldrisdra, (ABPQ') = —1. Ebbél kovetkezik, hogy
az (ABPQ’) pontnégyest U-bdl vetitd sugdrnégyes kettdsviszonya, {gy ezen
sugarnégyes elemeinek a kupszelettel alkotott metszéspontjainak kupszeleti
kettésviszonya is —1, tehat

(ABUV);, = —1.

Ekkor az (ABUV) pontnégyest A-bol vetit§ sugdrnégyes elemeinek
kettésviszonya a Steiner-tétel miatt szintén —1, igy ezt a négy egyenest

UV -vel elmetszve harmonikus pontnégyest kapunk. Tehat
(QR'UV) = —1.
Azonban Q' (UV)-re vonatkozé harmonikus tarsa Q, igy valéban, Q = Q. m

3.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy két pont konjugilt egymdshoz egy
kupszeletre nézve, ha illeszkednek egymds poldrisaira. Két egyenes konjugdlt
eqymdashoz eqy kiupszeletre nézve, ha illeszkednek eqgymds polusaira.

Eddig a sik kiupszeletre nem illeszkedd pontjai és a kupszeletet nem érintd
egyenesei kozott adtunk meg bijekciét. Ez a bijekci6 illeszkedéstarto abban az

—
értelemben, hogy AB pdlusa aNb: valéban, az aNb pont A-hoz és B-hez egyarant
konjugalt.
Ezt a bijekciét kiterjesztjiik a teljes valés projektiv sikra.

3.18. Definicié. Egy kupszeletpont poldrisinak a rd illeszkedd kupszeletérintdt,
eqy kiupszeletérintd polusdinak a rd illeszkedd érintési pontot nevezziik.

Ez a definicié valéban illeszkedéstarté moédon terjeszti ki az elézé bijekcidt
a teljes sikra: abbdl, hogy tetszéleges kiilsé pont polérisa tartalmazza a pontbdl
huizott érintok érintési pontjait, kovetkezik, hogy a kupszelet tetszéleges pontja
konjugalt a ra illeszked$ érinté Osszes pontjahoz.
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3.19. Kovetkezmény. Rendeljik hozzd a sik tetszbleges pontjahoz eqy régzitett
kupszeletre vonatkozd poldrisdt, tetszéleges egyeneshez pedig a pdlusdt. Ez a
leképezés a sik pontjainak €s egyeneseinek kozott bijektiv és illeszkedéstarto.

Ez azonban a dualitds elvének igazsagat jelenti: a dualitds elvének megfo-
galmazédsa utan tett megjegyzéstink értelmében ehhez elegend6 volt egy olyan
bijekciot megadnunk, amely a valés projektiv sik pontjainak halmazat bijektiv
egyenestarté médon képezi le az egyenesek halmazara.

Mivel a kivalasztott kupszelet tetszoleges pontjahoz a kupszelet pontbeli
érint6jét rendeltiik hozzd, ezzel belattuk azt a korabban tett megéllapitdasunkat
is, hogy a kupszelet dudlisa a kupszelet érintdinek halmaza.

3.20. Definicié. Egy hdromszog csucsainak eqy kupszeletre vonatkozo poldrisai
eqy hdromszog oldalegyenesei, ezt a hdromszoget az eredeti hdromszog polaris
haromszogdanak nevezzik. Azt mondjuk, hogy eqy hdromszég eqy kupszelet
polarhdromszoge, ha a poldris hdromszége onmaga.

A poldrhdromszog tehat olyan haromszog, amelynél tetszbleges csics polérisa
a szemkoztes haromszogoldal. Masként fogalmazva, a polarhdromszog olyan
haromszog, amelynek csicsai paronként konjugaltak egymashoz a kupszeletre
nézve.

3.21. Allitas. Eqgy kupszeletbe irt tetszdleges teljes négyszog dtlospontjai a gorbe
eqy poldrhdromszogét alkotjdk.

Bizonyitds: Hasznélva az dbra jeloléseit, legyen A, B, C és D a gorbe négy
pontja, az ABCD teljes négyszog atldspontjai P, Q és R. Megmutatjuk, hogy P
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polarisa a QR egyenes. Legyen QQ R metszéspontja AB-vel illetve CD-vel X és Y.
Ekkor a teljes négyszognek A és B csucsai, P atléspontja, X pedig a szemkoztes

atléegyenes AB-vel kozos pontja, igy (ABPX) harmonikus pontnégyes. Ebb&l
kovetkezik, hogy P és X konjugaltak a kﬁpszeée&re I(ﬂve. Hasonléan addédik,
hogy P és Y is konjugéltak. Igy P poldrisa az XY = QR egyenes, és ezt kellett
igazolnunk. m

Tekintsiink egy k ktpszeletet, és egy rd nem illeszked6 R pontot. Legyen
tovabba R polarisa r. Eljarast adunk egy R-re illeszked6 tetszéleges a egyenes
pOlusanak meghatarozasara.

e Rogzitsiink egy R-re illeszkedd tetszoleges x szel6t, és legyenek ennek a
kupszelettel kozos pontjai X és Y.

e Legyen a és r koz0s pontja A;.

s
e Legyen Y Ay és a kipszelet Y-t6l kiilonb6z6 kozos pontja As.

—
e Ekkor X Ay és r metszépontja az a egyenes keresett A pélusa.

vy 4 >
Valéban, az XY és RA, szelok éltal a kipszeletbdl kimetszett teljes négyszog
egy atléspontja R, igy a négyszog szemkoztes atldja r. Ebbdl kovetkezik, hogy

>
a négyszog tovabbi atléspontjai A és Aj, vagyis A valéban RA; pdlusa.

3.22. Allitas. 4 polus-poldris kapcesolat kettdsviszonytarto leképezés: ha az A,
B, C, D kollinedris pontok poldrisai rendre a, b, ¢, d, akkor (ABCD) = (abed).
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Bizonyitds: Tekintsiik az a, b, ¢, d konkurrens egyeneseket, k6zos pontjuk legyen
R. Ekkor a tekintett egyenesek A, B, C, D pdlusai az R pont r polédrisara
illeszkednek. Rogzitve egy R-re illeszkedb x szel6t, hatarozzuk meg az A, B, C,
D pontokat a fent ismertetett eljardssal. Az eljaras soran keletkez6 megfeleld
pontokat a fentieknek megfeleléen jelolje Ay, By, Cy, D1, Aa, By, Cy, Ds.

Ekkor az (abed) sugdrnégyes elemeit 7r-el elmetszve kapott pontok
kettdsviszonya egyenld (abed)-vel, igy

(abcd) == (AlBlchl)-

A kapott négy pontot Y-bdl vetité sugarnégyes kettésviszonya egyenlé a
kupszelettel keletkezé metszéspontok kipszeleti kettosviszonyaval, igy

(AlBlolDl) = (AQBQCQDQ)k.

Ez utébbi kupszeleti kettésviszony a Steiner-tétel miatt megegyezik a négy pon-
tot X-bol vetitd sugarnégyes kettOsviszonyaval, igy

(AzBQOQDQ)k = X(AQBQOQDQ).
Végiil a sugarnégyes elemeit r-el elmetszve kapjuk, hogy
X (A2B2C3yDs) = (ABCD),

tehat valéban,
(abed) = (ABCD).

Mivel a dualitds elvét a pdlus-poléaris kapcsolat segitségével indokolhat-
juk meg, az el6z0 allitas azt is jelenti, hogy a pontnégyes kettdsviszonya €és a
sugdrnégyes kettdsviszonya valoban dudlis fogalmak.
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3.23. Tétel. (Chasles) Ha egy hdromszog egy kipszeletnek nem
poldrhdromszége, akkor (pontra és tengelyre nézve egyardnt) perspektiv a
poldris hdromszégével.

Bizonyitas: Tekintsiik az ABC héromszoget, és tegyiik fel, hogy a csiicsok
polérisai az oldalegyenesektdl kiilonbozo a, b, ¢ egyenesek. Jelolje az aNb pontot
C1, az a N ¢ pontot By és a bN ¢ pontot A;. Azt kell megmutatnun(k_,)hogy az

Ay B1C4 és ABC haromszogek tengelyre nézve perspektivek. Legyen ABN A By
— N e

a Cy pont, BC N B1Cy az Ay pont és végiil az AC N A;C1 a By pont; ekkor

feladatunk az As, Bs, Cs pontok kollinearitasdnak belatdsa.

Legyen tovabba X az A1By N AC és Y az B1Cy N AC pont. Ekkor a
(C2 A1 X By) pontok kettésviszonya egyenld a poldrisaik kettdsviszonyéval, azaz
a CCy, CB, CB;, CA egyenesek kettésviszonydval:

(C2A X By) = C(C1 BB, A).

Ezen sugarnégyest tetszoleges egyenessel elmetszve ugyanilyen kettOsviszonyt
pontnégyest kapunk, igy az a egyenessel torténé metszés utan

C(C1BB1A) = (C1A2B1Y)
adédik. A kettésviszony azonossagait alkalmazva

(C1A2B1Y) = (A2C1Y By),
tehat

(CoA1XBy) = (AC1Y By).
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A fundamentdlis tulajdonsig miatt ekkor CoAs, A1Cy és XY konkurrensek.
Mivel XY = AC’Z és By AC és A1C metszéspontja, ez valéban azt jelenti, hogy
By rajta van az A;Cy egyenesen, amit be kellett latnunk. m

Mivel egy kor kozéppontja tetszoleges atmérd felezbpontja, egyszeriien
lathatod, hogy tetszbleges kor kozéppontjanak polarisa a végtelen tavoli egyenes.
Ebbdl adéddan a centrum fogalmét altalanosithatjuk tetszoleges kupszeletre:
eqy kupszelet centruma a végtelen tdavoli eqyenes pdlusa, feltéve, hogy az véges
helyzeti pont. Lathat6, hogy mivel az ellipszisek és hiperbolak kézéppontosan
szimmetrikusak, kozéppontjuk valéban centrum ebben az értelemben is.

Ennek megfeleléen egy kupszelet dtmérdi a centrumra illeszkedd egyenesek,
masként fogalmazva, a végtelen tdvoli pontok poldrisai.

A paraboldk esetén a végtelen tdvoli egyenes érintd, igy annak pdlusa
végtelen tavoli pont: a parabola tengelyének végtelen tavoli pontja. Ezért a
parabola esetén nem szokas centrumrdl beszélni. A végtelen tavoli pontok
polarisai egy paraboldra vonatkozoan illeszkednek a parabola végtelen tavoli
pontjara, tehat ebben az esetben atmérdknek a tengellyel parhuzamos egyene-
seket nevezhetjiik.

Mivel az egyenesek konjugdltsagat és az atmér6 fogalmat is megfogalmaztuk
kupszeletekre, ezért a konjugdlt dtmérdpdr fogalma tetszéleges kupszeletre
altalanosithat6: olyan atmérck, amelyek konjugdltak egymashoz. Vildgos,
hogy ez a fogalom specidlis esetként visszaadja az ellipszisek konjugilt
atméréparjanak fogalmat, azonban ilyen értelemben hiperbola konjugdlt
datmérdpdrjdrol is beszélhetiink.

Egyszertien lathaté, hogy egy kiupszelet parhuzamos hirjainak felezépontjai
egy dtmérdre illeszkednek. Ez az dtmérd konjugdlt az eredeti hurokkal
pdrhuzamos dtmérdhéz. Valéban, a V,, végtelen tavoli pontra illeszked6 hurok
felez6pontjai konjugdltak Vi.-hez, hiszen tetszOleges szakasz felezdpontja és
egyenesének végtelen tavoli pontja harmonikus tarsak a szakasz végpontjaira
nézve. Fz azt jelenti, hogy a felez6pontok mindegyike illeszkedik V. polarisara,
ami valéban atmér6. Ha ezen atmérd végtelen tavoli pontja W, akkor Wi,
illeszkedik V, poldarisara, azaz V., és W, konjugaltak.

Alkalmazasként végiil belatunk egy elemi geometriai tételt.
3.24. Allit4s. (A pillango-tétel) Legyen AB a k kor tetszdleges hirja, és F AB
Mzé’pontja. Legyer(L.el)ﬁ PQ és(i%}S a kor tovcibbLF—re illeszkedd hurjai. Legyen
AB metszéspontja PS-el X, QR-el Y. Ekkor XY felezépontja F.
Bizonyitds: Legyen K := P<—}>% NS, L:= % N Q<_})€ és M = P<—}>€ N ﬁ'

Mivel a k korbe irt PRQS négyszog atléspontjai K, L, F', ezért KLF' a kor
egy polarharomszoge. fgy F polérisa K L. Mivel F XY felez6pontja, konjugélt

=
AB V végt(e_le>n tavoli pontjahoz, igy F' poléarisara illeszkedik V. Ez azt jelenti,
hogy KL || AB.
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Igy az (XY FV,,) pontnégyest L-b8l PR-re vetitve a (PRM K) pontnégyest
kapjuk, tehét

(XY FVa) = (PRMK).

Mivel a PRQS teljes négyszognek P és R cstcsai, K atléspontja, és M illesz-
kedik a K-val szemkoztes atléra, itt (PRMK) = —1. Ebbdl kovetkezik, hogy
(XYFVy) = —1, ami azt jelenti, hogy F az XY szakasz végpontjaira vonat-
kozdban a végtelen tavoli pont harmonikus tarsa, azaz valéban felez6pont. m

3.6. Kipszeletek képe centralis kollineacional

Ahogyan a tengelyes affinitdsok segitségével ellipszisekkel kapcsolatos
szerkesztési problémak visszavezethetOek korokkel kapcsolatos szerkesztési
problémakra, centralis kollineacié alkalmazasdval tetszOleges kupszeletre vo-
natkozé feladatok visszavezethetéek korre vonatkozé szerkesztési feladatra.
Tetszoleges k kupszelet esetén megadhaté ugyanis olyan centralis kollineacid,
amelynél a kollinedcids képként kapott k' kiipszelet kor.

Legyenek adottak az A, B, C, D, E pontok. Megmutatjuk, hogy az adott
pontokra illeszked6 k kupszelethez hogyan hatarozhaté meg a kivant tulaj-
donsagu centralis kollineacio.

e A Pascal-tétel alkalmazasdval megszerkeszthetoek a k kupszelet A és B
pontokra illeszked6 érintéi: legyenek ezek rendre a és b.
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Legyen a és b metszéspontja P. Legyen tetszOleges, az a és b egyene-
seket egyardnt érinté - k-val megegyez6 szogtartomdnyba esé - kor k'
(Tetszbleges ilyen kor kozéppontja illeszkedik az a és b egyenesek dltal
bezért megfeleld szog szogfelezbjére.)

Olyan kollineaciét fogunk meghatarozni, amelynek centruma P, és ame-
lynél k képe k’. Legyenek k' érintési pontjai az a illetve b egyeneseken A’
illetve B’.

Legyen PC és k' valamelyik kozos pontja C”.

Az a kollineacio, amelynek centruma P, és az A, B, C' pontokhoz rendre
az A, B', C" pontokat rendeli, megfelel kovetelményeinknek. Valéban, k
az A, B, C pontokra illeszkedd, a és b érintékkel rendelkez6 kupszelet.
Kollinedciénkndl e pontok és érinték képei rendre A’, B’, C', a és b, hi-
szen a és b invaridns egyenesek. fgy k képe ezen pontok és érinték altal
meghatdrozott kupszelet, ami valéban k.
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e Kollinedcionk tengelye példaul az ABNA'B’ és ACNA'C’ fixpontok altal
meghatdrozott ¢t egyenes. Megjegyezziik, hogy amennyiben k és k' metszik
egymast, kozos pontjaik illeszkednek t-re.

Tegyiik fel, hogy adott egy parabola F' fokusza és v vezéregyenese. A fenti
modszert alkalmazva az alabbi mdédon hatarozhaté meg ezt a parabolat korbe
transzformald centralis kollineacid.

e Meghatarozzuk a parabola T tengelypontjat, valamint tetszéleges két
tovabbi pontjat. Az egyszeriiség kedvéért ezt a két tovabbi pontot
a parabola tengelyére szimmetrikusan hatdrozzuk meg. Legyen A; a
vezéregyenes tetszoleges pontja, ekkor az Aj-ben v-re dllitott meréleges és

A1 F felez6mer6legese a parabola egy A pontjaban metszi egymast (1dsd

Jo—
korabbi szerkesztésiinket), és a parabola pontbeli érintéje A1 F' a-val jelolt
felezGmerclegese. A felvett pontokat a parabola tengelyére tiikrozve kap-
juk a parabola B pontjat és arra illeszkedd b érintot.

e Legyen a és b kozos pontja P. Mivel az A és B pontokat a tengelyre
szimmetrikusan valasztottuk, P illeszkedik a parabola tengelyére.
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e Az eldz6eknek megfeleléen legyen k' az a és b egyeneseket érinté kor, az
érintési pontok legyenek A’ és B’.

e Mivel P illeszkedik a parabola tengelyére, és a parabola tengelyére a ten-
gelypont és a parabola végtelen tdvoli pontja illeszkedik, a k' kor és a
parabola tengelyének metszéspontjai a tengelypont 17" képe valamint a
parabola végtelen tdvoli pontjdnak V' képe. Mivel a paraboldt érinti a
végtelen tavoli egyenes, a V'-re illeszkedd korérint6 a kollinedcié r’ ellen-
tengelye. A kollinedcio tengelye az altalanos moddszernél latott eljarassal

— —
szerkeszthet meg: az AT N A'T’ valamint BT N B'T’ pontokra illeszkedd
egyenes.

Tegyiik fel, hogy egy k hiperbola fékuszai F; és Fs, tengelypontjai T3 és Ts.
Nyilvanvaléan ekkor a négy pont egy egyenesre - a hiperbola valés tengelyének
egyenesére - illeszkedik, a T Ty és Fy I, szakaszok felez6pontja pedig egyarant
O, a hiperbola kézéppontja.

Ebben az esetben is meghatarozunk a k hiperbolat korbe transzformalé
centralis kollineaciot, az el6z6tol némileg eltéré modszerrel.

e A korabban mar megismert médon megszerkesztjik az adott hiperbola
aszimptotdit: ezek az F Fb atmérGji kort a T1-ben a valds tengelyre allitott
merdleges egyenes pontjaiban metszik, és illeszkednek O-ra. Az aszimp-

totdk végtelen tavoli pontjai legyenek Vi és Vooo.

e Legyen k' a T1T5 atmérdjii kor. Olyan centrdlis kollinedciét hatdrozunk
meg, amelynél a k hiperbola képe k’.

e Legyen T5 a kollinedci6 centruma, k' Th-beli ¢ érintdje a kollinedcié tenge-
lye.

o Tegylik fel, hogy a Vi és Voo végtelen tavoli pontok képei rendre
az aszimptotakkal Th-n keresztiil hizott parhuzamosok és k' V{ és V)
——
metszéspontjai. Ekkor a kollinedcié r ellentengelye V{Vy
e Az igy meghatdrozott kollinedcié a k hiperboldt valéban k’-be transz-
formélja. k ugyanis a Vi, Voo, 11, T2 pontokra illeszkedd, utébbi pontban

t érint6vel rendelkez6 kupszelet. A széban forgd pontok képei illeszkednek
k’-re, t invaridns egyenes és k’-nek szintén érint&je, igy k képe valéban &'

Végil megvizsgaljuk, hogy egy adott kor adott centralis kollinedcié altali
képeként kapott kiupszelet meghatirozé adatai hogyan szerkeszthetoek.

Legyen adott egy k kor, és legyen az adott kollinedcié centruma C', tengelye
t, az eltlinési egyenes q. Ekkor k képe

e ellipszis, ha k nem metszi ¢-t,
e parabola, ha k érinti ¢-t,

e hiperbola, ha k két pontban metszi ¢-t.
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Ugyanis pontosan ¢ és k kozos pontjainak képei végtelen tavoli pontok; egy
kupszelet pedig ezek szamatdl fiiggden ellipszis, parabola vagy hiperbola.

Tegyiik fel eldszor, hogy k& nem metszi ¢-t. Megszerkesztjik ekkor a k’
képellipszis egy konjugalt atméroparjat.

e Egy ellipszis egy konjugalt dtméroparjat a végtelen tavoli egyenes az el-
lipszisre nézve konjugalt valamely pontparjanak polarisai alkotjak. fgy K
egy konjgudlt atméroparjanak 6sképe: a végtelen tavoli egyenes Gsképére,
azaz g-ra illeszked0, k-ra nézve konjugdlt pontpar polarisai.

e Vailasszuk tehat a g-ra illeszkedd V pontot tetszolegesen, ennek polarisa k-
ra vonatkozoéan a V-bdl k-hoz hizott érinték P illetve ) érintési pontjaira
illeszked6 egyenes. Legyen ezen egyenes g-val kozos pontja W.

e Ekkor W és V konjugaltak k-ra nézve, igy a PQ képeként kapott
atméréhoz konjugdlt atmérdé a W polarisanak képeként kaphatd. Legye-
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nek tehdt a W-bél k-hoz huzott érinték érintési pontjai R és S. (Ekkor a
konjugdltsag tulajdonsigaibdl adédéan R, S és V kollinedris.)

o A keresett konjugélt atmérépar PQ és RS képeként kaphato.

Legyen k ¢-t érint6 kor. Ekkor k kollinedciés képe parabola; meghatarozzuk
ezen parabola fékuszat és vezéregyenesét.

e Legyen k g-ra <ilﬁ)szkedc’i érintési pontja V. Ekkor k' végtelen tavoli pontja
V képe, azaz CV végtelen tévoli pontja, V.. Igy a k' parabola tengelye

) <—
parhuzamos CV-vel.

e k' tengelypontbeli érintéje merdleges a tengelyre, igy irdnydt a V.-
re mer6leges irdnyt megadé W, végtelen tavoli pont jelenti. Ezen
végtelen tavoli pont &sképét a W irdnyd, C-re illeszked$ egyenes és g
metszéspontjaként kaphatjuk meg, legyen ez a pont W.

e Ekkor k' tengelypontbeli érintéje megszerkeszthetd, ésképe ugyanis a W-
b6l k-hoz huzott, ¢-t6l kiillonbo6zo érintd. Az érintési pont ésképe az el6z6
érint6 k-ra illeszkedd t érintési pontja, igy a keresett parabola T” tengely-
pontja is megszerkesztheto.
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e Egy parabola fokuszat kimetszi a parabola tengelyébdl egy tetszoleges
parabolapontbdl a vezéregyenesre bocsitott merdlegesnek a pontbeli pa-
rabolaérintore vonatkozo tiikorképe. JOl ismert ugyanis, hogy a parabo-
lapontbol a vezéregyenesre bocsatot mer6leges és a pontot a fékusszal
OsszekOto egyenes dltal meghatarozott szog szogfelezGje éppen a para-
bolaérint6. Ezért a k kor egy tetszbleges A pontjat, és arra illeszked6
a érint8jét kivalasztva, az A’ és a’ kollinedcids képek a k' parabola egy
pontjat és a pontbeli érintét adjak. fgy megszerkesztheté a parabola F’
fékusza.

e A parabola fékuszat a tengelypontjara tiikkrozve megkapjuk a vezéregyenes
egy pontjat, amelyre illeszkedd, a tengelyre merdleges egyenes a keresett
v’ vezéregyenes.

Legyen végiil k a g ellentengelyt két pontban metszo6 kor. Ekkor k kollinedcids
képe a k' hiperbola; meghatdrozzuk k' tengelypontjait és aszimptotdit.

e Legyenek k és ¢ metszéspontjai V és W. Ekkor V és W képei a k" hiperbola
aszimptotairdnyait jelentdé V7 és W/ végtelen tdvoli pontok.

e A hiperbola aszimptotainak &sképei a k kor V-re illetve W-re illeszkedd
érintoi.

e A hiperbola valds tengelye az aszimptotdk egyeneseinek (kiilsé vagy belsd)
szogfelezéje. A két szogfelezd 6sképét megszerkesztve pontosan az egyik
O0skép metszi k-t, ez a valés tengely 6sképe.

e A valds tengely Osképének k-val kozos pontjai a hiperbola tengelypontja-
inak Gsképei.
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3.7. Feladatok

L. Adott egy ABC hiromszog. Tetszoleges 0 < t < 1 esetén legyen U(t) il-
letve V (t)az AB illetve a BC szakaszt 1 ardnyban oszt6 pont. Igazoljuk,

hogy létezik olyan parabola, amely az Gsszes U(t)V (¢) egyenest érinti!

2. Adott egy kipszelet négy pontja, és az egyik pontban az érint6. Szer-
kessziik meg egy tovabbi adott pontban a kipszelet érint&jét!

3. Adott egy kupszelet négy pontja, és az egyik pontban az érint6, tovabbé
egy, erre a pontra illeszkedd tovabbi e egyenes. Szerkessziik meg e maésik,
az adott kipszeletre illeszked6 pontjat!

4. Adott egy kupszelet hdrom pontja, ezek koziil kettében az érinté. Szer-
kessziink meg a kipszelet valamely tovabbi pontjat!

5. Adott egy kupszelet hdrom pontja, ezek koziil kettében az érintd. Szer-
kessziik meg a kupszelet harmadik adott pontra illeszkedd érintéjét!

6. Adott egy parabola harom pontja és tengelyének iranya. Szerkessziik meg
valamelyik adott pontban a parabola érint&jét!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

Adott egy hiperbola két aszimptotaja és egy pontja. Szerkessziik meg eb-
ben a pontban a hiperbola érint6jét!

Adott egy hiperbola két aszimptotaja, egy P pontja, és egy P-re illesz-
ked6 e egyenes. Szerkessziikk meg e és a hiperbola P-t6l kilonb6z6 @
metszéspontjat! Igazoljuk, hogy e és az aszimptotdk metszéspontjait A;-el
illetve Ag-vel jeldlve, d(P, A1) = d(Q, As).

Adott egy hiperbola négy pontja és egy aszimptota irdnya. Szerkessziik
meg a hiperbola aszimptotait!

Adott egy kupszelet 6t érintéje, és az egyikre illeszked6 P pont. Szer-
kessziik meg a kupszelet P-re illeszkedé mésik érintojét!

Adott egy kipszelet négy érintGje, és az egyiken az érintési pont. Szer-
kessziik meg valamely masik adott érintore illeszkedo érintési pontot!

Adott egy kupszelet 6t érintGje. Szerkessziik meg a valamelyik adott
érintével parhuzamos tovabbi érintét!

Adott egy parabola négy érintéje, és egy e egyenes. Szerkessziik meg a
parabola e-vel parhuzamos érint&jét!

Adott egy parabola harom érintdje, és ezek koziil egyikben az érintési pont.
Szerkessziik meg a parabola tengelyirany&t!

Adott egy parabola négy érintGje. Szerkessziik meg a parabola tengelyét!

Igazoljuk, hogy tetszéleges parabola esetén barmely két érintd
metszéspontjat az érintékre illeszkedd parabolapontok dltal meghatarozott
szakasz felez6pontjaval Osszekotd egyenes parhuzamos a parabola ten-
gelyével!

Adott egy hiperbola két aszimptotdja és egy érintéje. Szerkessziik meg az
adott érintdre illeszkedd érintési pontot! Igazoljuk, hogy az érintési pont
felezi az érint6 aszimptotak kozé esé szakaszét!

Igazoljuk, hogy barmely érinténégyszog atléi, valamint a beirt korének a
szemkozti oldalakon levé érintési pontjait 6sszekoto egyenesek egy ponton
mennek at! Mutassuk meg, hogy az emlitett négy egyenes harmonikus
sugarnégyest alkot!

Tegyiik fel, hogy ABCD szimmetrikus trapéz, amelynek alapjai AB és
CD, szirainak metszéspontja P. Legyen a trapéz koré irt kor A és C
pontjahoz hizhaté érint6k metszéspontja Q. Igazoljuk, hogy a % és 1@
egyenesek parhuzamosak!

Legyen ABC' tetszéleges hdromszog, amelynek beirt kore a BC oldalt a
D, az AC oldalt az E, az AB oldalt az F' pontban érinti. Legyen G'a C'F
szakasz, H a BE szakasz tovabbi k6zos pontja a beirt korrel. Igazoljuk,

2 = <
hogy BC', EF és GH konkurrensek!

84



21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Legyen ABC tetszéleges haromszog, amelynek beirt kore az AB oldalt az
M, az AC oldalt az N pon@n érinti. Legyen P az M N és % egyenesek

kozos pontja. A befrt kér BC' oldalegyenessel parhuzamos érintéje messe
az AB oldalt a D, a AC oldalt az E pontban. Legyen F' a DE szakasz

felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy PF érinti az ABC haromszog beirt
korét!

Tegytik fel, hogy az ABC és A’ B'C’ hdromszogek kortlirt korei megegyez-
nek! Jelolje az oldalak paronként vett metszésgontjait B(% NB'C' =G,
< — Sywrd — < e —
BCNAC = H, ACNnNAC' =1, ACNnA'B =J, ABNA'B" = K,
— . 2 R d

ABN B'C" = L. Igazoljuk, hogy GJ, HK és IL konkurrens!

Igazoljuk, hogy tetszbleges korbe irt teljes négyszog atléi altal meg-
hatarozott hdromsz6g magassagpontja a kor kozéppontja!

Adott egy kupszelet 6t pontja és egy egyenes. Szerkessziik meg az egyenes
és a kupszelet kdzos pontjait!

Adott egy kipszelet 6t pontja és egy tovabbi pont. Szerkessziik meg a
kupszelet adott pontra illeszked6 érintéit!

Adott egy kupszelet 6t pontja. Dontsiik el, hogy a kupszelet ellipszis, pa-
rabola vagy hiperbola!

Adott egy kipszelet 6t pontja. Szerkessziikk meg valamely tovabbi pont
kupszeletre vonatkozd polarisat!

Adott egy kupszelet 6t érintGje. Szerkessziik meg a kipszelet egy konjugalt
atméréparjat!

Adott egy kipszelet 6t pontja. Szerkessziik meg a kipszelet egy konjugéalt
atméréparjat!

Adott egy parabola fokusza és vezéregyenese, valamint egy e egyenes. Szer-
kessziik meg e és a parabola k6zos pontjait!

Adott egy parabola fékusza és vezéregyenese, valamint egy kiils6 pont.
Szerkessziik meg az adott pontbdl a paraboldhoz hizhaté érintket!

Adott egy parabola fokusza és vezéregyenese, valamint egy e egyenes. Szer-
kessziik meg a parabola e-vel parhuzamos érintGit!

Adottak egy hiperbola fékuszai és tengelypontjai, valamint egy e egyenes.
Szerkessziik meg e és a hiperbola k6z0s pontjait!

Adottak egy hiperbola fékuszai és tengelypontjai, valamint egy kiilsé pont.
Szerkessziik meg az adott pontbdl a hiperbolahoz hizhaté érintéket!

Adottak egy hiperbola fokuszai és tengelypontjai, valamint egy e egyenes.
Szerkessziik meg a hiperbola e-vel parhuzamos érint6it!
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

Adott egy centrélis kollinedcié centruma, tengelye, a ¢ ellentengely, vala-
mint egy ¢-t nem metsz6 k kor. Szerkessziik meg a k kollineacids képeként
kaphato ellipszis tengelyeit!

Adott egy centrélis kollinedcié tengelye, a q ellentengely, valamint egy ¢-t
nem metsz6 k kor. Hatdrozzuk meg a kollinedcié centruméat ugy, hogy k
képe ismét kor legyen!

Legyen ABC tetszéleges hiromszog, és P tetszﬁges, az oldalegyenesek
egyikére sem illeszked6 pont. Tegytuk fel, hogy 1(4£> a haromszog koriilirt
koret A-n k1vul az R pontban metszi. Legyen K BC tetszbleges pontja. A
K A illetve K R egyenesek és <a_k)oruhrt kor tovabbl metszes&;c‘]alt jelolje
Lilletve M. Legye<_n>tc<w_al))ba KPNAB = X, KPﬂAC Y, LMNBC = Q.
Igazoljuk, hogy PQ, CX és BY konkurrens egyenesek!

Tekintsiink egy ABC héromszoget, és legyen M tetszleges, az oldal-
egyenesek egyikére sem illeszked6 pont, valamint | egy M-re illeszk&&)j,

a csucsok egyikét sem tartalmazé egyenes. Jeldlje | metszéspontjait a BC,
CA, AB oldalegyenesekkel rendre A;, By, C1; valamint az AM, BM,
CM egyenesek metszéspontjait a haromszog koriilirt korével rendre Ao,

By, Cs. Igazoljuk, hogy az Ay As, B1Bs, C1Cs egyenesek egy, a koriilirt
korre illeszkedé ponton mennek &t!

Legyen ABC tetsz6leges haromszog, és jeldlje a beirt kor érintési pontjait a
BC, CA, AB oldalakon rendre D, E, F. Legyen DE(ﬂ_élB = P. Tekintsilink

—
egy tetszbleges C-re illeszkedd egyenest, amelynek AB-vel és FF-el kozos
pontJau rendre N és M. Legyen tovabba O a beirt kor kozéppontja, vala-

mint PM ﬂAC Q. Bizonyitsuk be, hogy ON és m meroleges egyenesek!

Adott egy k kor és a k belsejében fekvo A és B pontok. Szerkessziink olyan
pontpart, amely konjugalt a k korre nézve és harmonikusan valasztja el
az (AB) pontpéart!

Adott egy k kor és a k belsejében fekvé ABC haromszog. Kivélasztva a
haromszog valamely két csicsat, tekintsiik azt a pontpart, amely konjugalt
k-ra nézve és a valasztott két csicsot harmonikusan vélasztja el. Az igy
kapott harom pontpar mindegyikébol tekintsiik a korre nézve kiilsé pon-
tokat. Igazoljuk, hogy ez a harom kiils6 pont kollinearis!
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4. Homogén koordinatak

4.1. A homogén koordinatak értelmezése

Ebben a fejezetben a valds projektiv sik pontjait valds szadmharmasok
segitségével fogjuk jellemezni.

Ebbdl a célbdl legyen az euklideszi sik a haromdimenzids tér z = 1 egyen-
let(i sikja, ekkor az euklideszi stk P(x,y) pontjanak a tér P(z,y,1) pontja felel
meg. Azonositsuk be a P pontot a térbeli koordinatarendszer O origdjat P-vel
Osszekotd egyenes Osszes pontjaval: ez azt jelenti, hogy tetszéleges A € R\ {0}
esetén (A\x, Ay, \) a P pontot jellemzi. Amennyiben P végtelen tavoli pont, az

OP egyenes az origdn keresztiil a z = 1 sik valamely egyenesével parhuzamos
egyenest jelent, ennek Osszes pontja a tér zy-sikjdban van, tehat barmely
pontjanak koordinatdja 0. Ez azt jelenti, hogy a wvalds projektiv sik tetszdleges
pontjdat beazonositottuk a tér origdra illeszkedd egyeneseivel.

A valés projektiv stk pontjait tehat olyan médon ldtjuk el koordinatakkal,
hogy a nekik megfeleltetett térbeli egyenes tetszéleges, origotdl kiilonbozé
pontjdnak koordindtai a valés projektiv sik megfelel6 pontjat jellemzik. Ilyen
médon a valds projektiv sik tetszbleges pontja [x1,xo,x3], ahol (x1,xs,23) #
(0,0,0) valds szdmhdrmas, €s az (x1,x2,23) €s (y1,y2, ys3)valds szdmhdrmasokat
azonosnak tekinjik, ha van olyan X\ # 0 wvalds szdm, amelyre (x1,xo,r3) =
AMy1,92,y3). Egy ilyen valés szédmhdrmast a valés projektiv sik megfeleld
pontjanak homogén koordindtdinak mondunk.

Az [x1, 2o, 23] pont tehdt

173’ T3

e az euklideszi sik (ﬂ I—z) pontja, ha x5 # 0,
e végtelen tavoli pont, ha x3 = 0.

Az euklideszi sik valamely ponthalmazénak egyenletét az euklideszi sikon
hasznélt in. Descartes-koordandtikbol homogén koordindtdikba valthatjuk &t,
ha elvégezziik az

T X2

r=—,Yy=—

T3 3
helyettesitést. Az egyenletben x3 nevez6ben eléfordulé legmagasabb kitevGjével
atszorozva elvégezziik a ,projektiv bovitést”, azaz az atszorzas utan kapott
egyenletnek mar végtelen tavoli pontok koordinatai is eleget tehetnek, amelye-

ket az eredeti alakzat végtelen tdvoli pontjainak neveziink.

Leirjuk homogén koordinatak segitségével a valds projektiv sik egyeneseit.
Az euklideszi sik egy tetszéleges egyenesének egyenlete

e1r+ey+e3=0
alaki, ahol e és ey egyszerre nem tiinik el. A fenti helyettesitést elvégezve

T1 x2
e1-— +ex—+e3=0,
T3 T3
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atszorzas utan az
e1r1 + eaxs +esrs =0

alakot kapjuk. Itt az [e1, €9, €3] elemhdrmas egyértelmiien jellemzi az egyenest,
igy azt az egyenes homogén koordindtdinak hivjuk. fgy a valos projektiv sik
tetszbleges egyenese [eq, ea,es], ahol (e1,ea,e3) # (0,0,0) valds szdmhdrmas, és
az (e1,ea,e3) €s (f1, fa, f3)valds szdmhdrmasokat azonosnak tekingik, ha van
olyan X\ # 0 valds szdm, amelyre (e1,es2,e3) = A(f1, fo2, [3)-

Vegylik észre, hogy a valés projektiv stk tetszOleges pontjat és
tetszOleges egyenesét ugyanolyan médon lathatjuk el homogén koordindtdkkal.
Eszrevehetjiik tovdbbé, hogy az [21, x2, 23] pont és az [e1, ez, es] egyenes illesz-
kedését leird

e1x1 + esxo + ezxz =0

egyenletben a pont és egyenes szerepe felcserélhet6. Ennélfogva ha tetszoleges
pontnak megfeleltetjiik az ugyanolyan homogén koordindtaju egyenest, és
tetszoleges egyenesnek megfeleltetjiik az ugyanolyan homogén koordinatdju pon-
tot, akkor a valds projektiv sik pontjainak és egyeneseinek halmaza kozott il-
leszkedéstartd bijekcidét adunk meg. Ez 1jabb indoklast ad a dualitds elvére:
ha egy allitas bizonyitdsdban a pontok és egyenesek koordindtdinak szerepét
felcseréljiik, a dudlis allitds bizonyitasahoz jutunk.

(Megjegyezziik, hogy ha a ponthalmaz és egyeneshalmaz kozott ezt az illesz-
kedéstarto bijekciét a korabban latott mdédon, egy kipszeletre vonatkozo pélus-polaris
kapcsolatként szeretnénk megkapni, akkor az 7 + 3 + 3 = 0 egyenletii kiipszelethez,
egy ugynevezett képzetes korhoz jutnank. Nyilvanvald, hogy ennek az egyenletnek a sik
egyetlen pontjanak koordinatai sem tesznek eleget, azonban pdlus-polaris kapcsolatot
- egy un. elliptikus polaritdst - erre vonatkozdan is meg lehet adni.)

Az [e1, ea, €3] egyenes tehdt

e az euklideszi stk ey + ey + e3 = 0 egyenese, ha €3 + €2 # 0,
e [0,0,1] - azaz az x3 = 0 egyenes - a végtelen tavoli egyenes.

Meghatéarozzuk az
axry +bxry +crs3 =0

egyenletli egyenes (tehdt az euklideszi stk ax + by 4+ ¢ = 0 egyenesének) végtelen
tdvoli pontjat. A végtelen tavoli pontokat x5 = 0 jellemzi, igy az egyenesre
illeszked§ [x1, x2, 0] végtelen tdvoli pontra

ary +bry =0

all fenn. Ezen egyenlet (21, z2) megoldésai a (b, —a) szdmpdr valds szdmszorosai,
igy a keresett végtelen tavoli pont

[b, —a,0].

Mivel (b, —a) az eredeti egyenes irdnyvektora, ldthaté, hogy két egyenes
végtelen tdvoli pontja valdban akkor és csak akkor egyezik meg, ha azonos
az irdnyvektoruk. [r1,22,0] tehdt az (x1,x2) irdnyvektori egyenesek kozos
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végtelen tavoli pontja.

<

Tekintstik az Alay, az,as] és Blbi, be,bs] pontokat. Meghatdrozzuk az AB

egyenes egyenletét. Egy X|[x1,x9,x3] pont akkor és csak akkor illeszkedik az
v

AB egyenesre, azaz A, B, és X akkor és csak akkor kollinedris, ha a térben az

orig6ébol a nekik megfelelé pontokba mutaté OA, OB, OX vektorok linearisan
fiiggéek (azaz a hirom vektor egy sikban van). Az (ai,as,as), (b1,be,b3) és
(21,22, 23) vektorok pedig pontosan akkor linedrisan fliggbek, ha a beldliik,
mint sorvektorokbdl képzett determinéns 0, azaz

r1 X2 I3
a; ag as =0.
by by b3

Ezt a determinanst kife&e megkapjuk az egyenes keresett egyenletét. A kifejtési
tétel alapjan tehat az AB egyenes homogén koordinatai

[asbs — baag, biag — a1bs, a1bs — bras).

A dualités elve alapjdn az eleq, e, e3] és f[f1, f2, f3] egyenesek metszéspontja
is konnyen meghatdrozhatd. Az uley, es, e3] egyenes akkor és csak akkor illesz-
kedik a két egyenes metszéspontjara, ha

up U2 U3
€1 €9 €3 :O7

i fo fs

igy az e és f egyenesek metszéspontjanak homogén koordinatéi
leafs — faes, fiez — e fz,e1fo — fiea].

4.2. A kettosviszony kifejezése homogén koordinatakkal

4.1. Lemma. Az Alay,a9,a3] és Blby,ba,bs] pontok egyenesére azok és csak
azok a pontok illeszkednek, amelyekhez vannak olyan o, B valds szamok, hogy a
pont homogén koordindtdi

[a(a1, az,a3) + B(b1, b, b3)].

Mivel mar korabban lattuk, hogy egy pont akkor és csak akkor illeszkedik az

AB egyenesre, ha a haromdimenzids tér neki megfelel6 vektora az A-nak és B-
nek megfelel6 vektorokkal linedrisan fligg6 rendszert alkot, az allitdas nyilvanvalo.

4.2. Definicié. Legyenek C és D az Alay,az,as] és Blby, by, bs] pontok egye-
nesének azon, A-tol és B-t6l kilonbozé pontjai, melyeknek homogén koordindtdi

Cla(ay, ag, a3) + B(b1, b2, b3)] és D[y(a1,az,az) + 6(b1, b2, b3)].
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FEkkor az
(ABCD) =

Sl
|2

szamot a négy pont kettOsviszonydnak hivjuk.

Megmutatjuk elészor, hogy a fenti definicié jé, azaz fiiggetlen az A és B
pontok homogén koordinatainak megvélasztasatél. Valéban, tegyiik fel, hogy az
A és B pontoknak valamely més, [k(a1,as,a3)] és [I(b1, b2, b3)] homogén koor-
dindtdit valasztottunk (ahol k,! € R\ {0}). Ekkor

«
C = [a(ay, az,a3) + (b1, bz, bs)] = [-k(ay, az,a3) + gl(bhbz?bg)],
5
D = [y(a1,az.a3) + 6(br. by, ba)] = [} k(a1 a2, 05) + T1(br.ba. b)),
ey B s
(ABC’D):%:%:é:Z.

Ellenérizzik, hogy a most bevezetett kettOsviszony-fogalom megegyezik a
korabban értelmezett kettdsviszony-fogalommal.

Tegyiik fel eldszor, hogy A, B, C, D az euklideszi sik véges helyzetii pont-
jai. Ekkor megvélaszthatéak a homogén koordindték Alai,as,1] és Blby,be, 1]
moédon. Kordbban mér lattuk, hogy az A(aq,az2) és B(b1,b2) pontokra illesz-
kedd euklideszi egyenes pontjai (1 — t)(a1,az2) + t(b1,b2), ahol a pont A és B
alappontokra vonatkozd osztéviszonya ﬁ Ennek megfeleloen legyen

C[(l — t)(al,ag, 1) + t(bl,bg, 1)] és D[(l - s)(al,ag, 1) + S(bl,bg, 1)]

Ekkor
t s (ABC)

1-t 1-s (ABD)’
igy ebben az esetben visszakaptuk a kettOsviszony korabbi definicidjat.

Abban az esetben, ha D, az egyenes végtelen tdvoli pontja, olyan kombingdlé
egyiitthatokat kell keresniink, amelyekkel a harmadik koordinéata 0, igy

(ABCD) =

Deo[(a1,a2,1) — (b1,b2,1)].
Ezt azt jelenti, hogy
(ABCD.) = —— : =L — _(aB0)
M1t 1 ’

ami megegyezik a kordbban értelmezett kettésviszony-értékkel.
Megjegyezziik, hogy a koordinatas kifejezést alkalmazva 1jabb in-
dokldst adhatunk arra a tényre, hogy a pontnégyes kettOsviszonya

és a sugarnégyes kettOsviszonya dudlis fogalmak. Ehhez azt kell el-
lenérizniink, hogy az a[al,ag,ag}, b[bl,bg,bg], C[Oé(&l,ag,ag) + B(bl,bg,bg)]
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és d[y(a1, a2, as)+0(b1, be, b3)] egyenesek kettdsviszonya g : Z. A kordbban mér

latott moédon a négy egyenes kettOsviszonyat megkapjuk azokat tetszdleges,
a kozos pontjukra nem illeszkedd egyenessel elmetszve addodd pontnégyes
kettosviszonyaként. Feltehetd, hogy a négy tekintett egyenes kozos pontja nem
végtelen tavoli pont, és ebben az esetben a metszé egyenesnek megvalaszthatd
a végtelen tdvoli egyenes. A széban forgd egyenesek végtelen téavoli pont-
jai rendre A = [a3,a1,0], B = [b2,b1,0], C = [aas + Bba,aa; + Sb1,0],
D = [yag + 0ba,yay + b1, 0]; és ezek kettdsviszonya valéban g : ¥

Végiil formuldt adunk az Alaq, as,as], Blb1, b, b3], Clc1, 2, c3], D[d1,da, ds)
pontok kettdsviszonyanak kiszamitasara. Ehhez meg kell hatdroznunk azokat az
a, B egyiitthatokat, amelyekre

(c1,¢2,¢3) = alar, az,az) + B(by, ba, b3).

Viélasszunk ki a koordinatdk koziil két olyat, amelyekre a megfelel$ koordinatak
egyenl6ségébll adodd egyenlet nem trivialis, legyenek ezek példaul az els6 és
masodik koordinata. Ekkor az ad6dé egyenletek

aay + Bby = cq,
aaz + Bby = ca.

Ezen egyenletrendszer megolddsa az («, 8) egyutthatékra (példdul a Cramer-
szabdly alapjén)

c1 b ar ¢

c2 by az C2
o= 5 /8 =

ap by ap by

az by az by

Hasonldan kapjuk, hogy azok a -, egytitthaték, amelyekre
(d1,da,d3) =~(a1,az,a3) + (b1, ba, b3),

dl b1 aq d1
d2 b2 ag d2
N = , 0= )
aq b1 aq b1
as bg as b2
fey
ay C1 aq d1
as Co a9 d2
a1 bl a1 bl ayp C1 aq d1
(ABCD): a9 b2 : a2 bg _ as Co : a9 d2 -
a1 b dy by ¢ b dy by
¢y by doy by ca b dy by
aq b1 aq b1
az by az by




4.3. Kollineaciok koordinatas kifejezése

4.3. Tétel. (A projektiv geometria alaptétele) A valds projektiv sik tetszdleges
kollinedcidja esetén vannak olyan a;; ((i,7) € {1,2,3}) valds szdmok, hogy a
kollinedciondl tetszéleges [x1, xa, x3] pont képe az az [z}, xh, x5] pont, amelyre

!
Tp = @112 + a12T2 + a1373,

!
Ty = 2171 + A22T2 + A23T3,

!
T3 = G31T1 + G32T2 + aA3373.

Fontos megjegyezni, hogy a fenti médon megadott leképezés pontosan akkor
kollineacid, ha
air a2 a3
azi aze as | # 0.
aszr az2 ass

A tételt az utolsé fejezetben bizonyitjuk.

Megmutatjuk, hogy a projektiv geometria alaptételének kozvetlen kovet-
kezménye az affin geometria alaptétele. Az affinitdsok ugyanis pontosan azok
a kollineacidk, amelyeknél minden végtelen tavoli pont képe végtelen tavoli
pont. Ez azt jelenti, hogy tetszOleges affinitds olyan kollineacid, amelynél a fenti
eléallitdsban szerepl egyiitthatékra tetsz6leges (x1, x2,0) szdimhdrmas esetén

a3171 + a3axe + az3r3 = a3 r1 + azawe = 0.

Innen (1,0,0) és (0,1,0) valasztassal adédik, hogy as; = 0 és aza = 0. Vegyiik
észre, hogy ha a kollinedcié eléallitasaban szerepld a;; egytitthaték mindegyikét
ugyanazzal a A # 0 valés szammal végigszorozzuk, akkor ugyanezt a kollinedcidt
kapjuk: minden pont képének minden koordinatdja A-szorosara valtozik, ami
azt jelenti, hogy a képpontok véltozatlanok. Ez azt jelenti, hogy valamely, 0-t6l
kiillonb6z6 egyiitthatot szabadon megvalaszthatunk. Legyen most azs = 1. Ez
azt jelenti, hogy az affinitéds az [x,y, 1] ponthoz azt az [x}, x5, 25] pontot rendeli,
amelyre
Ty = anr + any + ais,

Ty = ag1® + azy + ass,
.Z‘g = as33 = 1.
Tehét - Descartes-koorddnatakra &ttérve - (z,y) képe
(@117 + a12y + a13, a21% + azy + az3),

az affin geometria alaptétele pedig pontosan ilyen egyiitthatok 1étezését allitotta.

4.4. Tétel. A wvalds projektiv sik tetszdleges kollinedcidja kettdsviszonytarto
leképezés.
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Bizonyitds: Elegendé azt megmutatnunk, hogy tetszoleges kollineécio ,,megdrzi
a kombindlé egyiitthatdkat”, azaz ha X = [x1,29,23], Y = [y1,92,y3], Z =
[a(x1, 22, 23) + B(y1,y2,¥3)], és X kollinedcids képe X' = [z, x5, x}] valamint
Y kollinedcids képe Y’ = [y}, vh, 4], akkor Z kollinedcids képe

Z' = o, vy, 25) + By, a2, y5)]-
Tegyiik fel, hogy egy kollinedciénél tetszdleges [x1,z2,x3] pont képe az az
[}, zh, x%5] pont, amelyre
T = a2 + a12%s + 41323,

!

Ty = A21%1 + A22T2 + A23T3,
!

T3 = 43171 + a32%2 + a333.

Ekkor
Yy = a11y1 + a12y2 + a13ys,

Yh = a21y1 + a22y2 + a23ys,
yé = a31Y1 + a32y2 + a3s3ys.

Mivel az Z pont [z1, 22, 23] homogén koordinétdira
z1 = az1 + By,

29 = axy + Bya,
23 = axs + Bys,

innen Z képének [z}, 75, 2] koordindtdira tetsz6leges i € {1,2,3} esetén
zi = ainz1 +apze +aizzz = ain (o + By1) + asp(aws + By2) + ais(aws + Bys) =

= alanz1 + aix2 + aizxs) + Blainyr + ainy + aizys) = ax; + Py,
adddik. Ez allitasunk igazsagat jelenti. m

A kollinedciék alaptételének értelmében barmely négy, altalanos hely-
zetli pont kollinedcidval az [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [1,1,1] pontokba transz-
formélhat6. Ez azt jelenti, hogy egy (illeszkedési jellegii) allitds igazoldséndl
feltehetjiik, hogy - az eredeti pontok helyett egy ilyen kollineaci6 altali képekkel
dolgozva - valamely négy, dltaldnos helyzetii pont koordindtéi [1,0, 0], [0,1,0],
[0,0,1], [1,1,1]. Ezt 4gy is megfogalmazhatjuk, hogy bdrmely négy, dltaldnos
helyzetd pont meguvdlaszthaté a koordindtarendszer [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1],
[1,1,1] alappontjainak.

A mdédszer alkalmazdsdt az aldbbi egyszerii, de fontos allitds igazoldsdval
illusztraljuk.

4.5. Allitas. (A Fano-tulajdonsdg.) A walds projektiv sikon egyetlen teljes
négyszog dtlospontjai sem kollinedrisak.
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Bizonyitds: Valasszuk meg a koordinatakat dgy - ugyanis fenti megjegyzésiink
értelmében egy kollinedcié alkalmazasaval elérhet6 - hogy a tekintett teljes
négyszog csucsainak koordinatai [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] és [1,1,1] legyenek.
Ekkor az atléspontok koordinédtdi [1,1,0], [1,0,1] és [0,1,1], amelyek valéban
nem kollinearis pontok. m

4.6. Allitas. (A kollinedcidk fixponttétele.) A valds projektiv sik tetszbleges kol-
linedcidjanak van fixrpontja.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a tekintett kollinedciénél tetszéleges [, x2, z3]
pont képe az az [x], x5, x5] pont, amelyre

!
T1 = 01171 + a12T2 + A13T3,

!

Ty = Q2171 + A22T2 + A23T3,
!

T3 = a3171 + a32T2 + az3xs.

Egy [z1, 22, x3] pont és képe akkor egyezik meg, ha az (x1, xa,x3) és (2}, xh, z5)
szamharmasok csak egy A # 0 skaldrszorzéban kiilonboznek, azaz van olyan
A # 0, amelyre

a11r1 + a12r2 + 1373 = Az,

a2171 + A22T2 + 2373 = A2,

az1T1 + azaTs + aszrz = AT3.

Rendezve az egyenleteket,
((111 — )\)Il + a12x2 + a13T3 = 07

as1x1 + (a22 — )2 + agzxs =0,
az171 + azewz + (azzs — A)xs = 0.

Ennek az egyenletrendszernek a (0,0,0) valés szdimhdrmas mindig megoldésa;
olyan megoldas tehdat, amely a valds projektiv sik egy pontjat reprezentalja,
akkor és csak akkor van, ha az egyenletrendszer nem egyértelmiien oldhaté meg.
A Cramer-szabdaly alapjdn az egyértelmi megoldhatdsdg akkor és csak akkor
teljestil, ha az alapmatrix determindnsa nem 0, igy csak abban az esetben kapunk
nemtrivialis megoldast, ha van olyan A\, amelyre

aip — A a2 a13
a1 ag9 — )\ as3 = 0
asy aso ass — A

Ezt a determindnst kifejtve, A\-ra egy harmadfoku egyenletet kapunk. Ismert,
hogy egy valds egyiitthatés harmadfoku egyenletnek mindig van valds gyoke.
(Az algebra alaptétele szerint ugyanis hdrom komplex gyok van; a komplex
gyokok azonban konjugdltjukkal egyiitt fordulnak eld, igy valamelyik gyok
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sziikségképpen megegyezik a konjugaltjaval, azaz valds.) Ez a valés gyok azon-
ailp a2 ais

ban biztosan nem 0, hiszen tetszéleges kollinedcié esetén | ag;  ass  as3 | #0
asy a2 as33

all fenn. Ez azt jelenti, hogy minden kollinedcié esetén van olyan A # 0 valds

szam, amelyre a fenti egyenletrendszernek van megoldédsa, ez a megoldas fixpon-

tot szolgdltat. m

Megfogalmazzuk az el6z6 tétel dudlisat is.
4.7. Allitas. A valds projektiv sik tetszbleges kollinedcicjinak van invaridns
egyenese.

4.4. A kupszeletek egyenletei

A kupszeletek definicié szerint a korok kollinedcids képei. A kovetkezOkben
megadjuk a kupszeletek egyenletének altaldnos alakjat.
Induljunk ki az euklideszi sik kanonikus helyzet,

2?42 =1
egyenletli korébdl. Ennek egyenlete homogén koordinatékkal felirva
2

2 2
] +x5 — a3 =0.

Tekintsiik azt a kollinedciét, amelynél tetszdleges [x1, 22, 23] pont képe az az
[}, zh, x5] pont, amelyre

!
T] = @117 + a12%2 + 41323,

!

Ty = G21T1 + G22T2 + A23T3,
!

T3 = G31T1 + G32T2 + a33T3.

Ez a kollineacié a fenti kort az
2 2 | 2N.2,0.2 |2 L 2N.2,0.2 .2 , 2\2
(aiy+a3;+az; )ri+(ajy+axt+azy)rs+(aj3tazs+ass)r3+2(an a1z +agiaze+aziase)r1z2+

+2(a12a13 + a22a23 + az2033)T223 + 2(a11a13 + a21a23 + aziasz)rizz =0

egyenletli kipszeletbe transzformalja. Bevezetve a
bij i= a1;a1; + azias; + asas; , 4,7 € {1,2,3}

jeloléseket kapjuk, hogy a kor kollinedcids képének egyenlete - azaz egy
tetszoleges kupszelet egyenlete -

blliL’? + bQng + bggl‘% + 2612$1$2 + 2b13$15€3 + 2623$21’3 =0

alaki. Fontos megjegyezni, hogy egy ilyen alakt egyenlet csak akkor kipszelet
egyenlete, ha vannak olyan a;; (i,j € {1,2,3}) szamok, amelyekre

bij = aria1j + a2ia2; + as;az;
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aip Qa2 a3
és | az1 agx a3 7’é 0.

az1 a3z as3

A kovetkezOkben megmutatjuk, hogy a parabola és a hiperbola wvaloban
kupszeletek. Mint azt kordbban lattuk, a parabola illetve hiperbola kanonikus
egyenletei Descartes-koordinatakban y = =2 illetve ‘Z—z — ¥ _ 1. Ezeket ho-

2p I
mogén koordinatakba atirva kapjuk az
33% — 2pxoxs =0

illetve
be? — a*r3 — a*b*x3 =0

egyenleteket. Lathatd, hogy ezek valdban a kipszeletek egyenleteinek megfeleld
alakiak, meg kell azonban mutatnunk, hogy megoldhaté az el6z6 a;; egytitt-
hatokra vonatkozo egyenletrendszer.

Ebbdl a célbdl kozvetlenill megadjuk azokat a kollinedcidkat, amelyek a
kanonikus helyzetii parabolét illetve hiperbolédt az egységkorbe transzformaljak.
Egy ilyen kollinedcié inverze ugyanis az egységkort a megfelelé parabolaba
illetve hiperboldba viszi, és mivel a kupszeletek definicié szerint a korok kol-
lineacios képei, ezzel belatjuk, hogy a parabola és a hiperbola valoban kupszelet.

Tekintsiik el6szor az x? — 2proxs = 0 paraboldt, és azt a kollinedciét, ame-
lynél tetszbleges [x1,x2, x3] pont képe az az [z, x4, x%5] pont, amelyre

/
Z; = T,

p

I il —

Ty = \/;(13 T2),
xh = \/g(xngxQ).

Megmutatjuk, hogy ennél a kollinedciéndl a parabola képe az
o2 a —a2 =0

kor. A kor egyenletébe a megfelel6 koordinatdkat behelyettesitve kapjuk, hogy
Osképének egyenlete

p p
J)% + §($3 — l‘g)z - 5(1‘3 + 1‘2)2 =0.

Az egyenlet bal oldalat alakitva,
23+ L((ws = 22)" = (w3 + 22)%) = 2 + 2((2w3)(~222)) = o} — 2pasas,

azaz a kor Osképe valéban a kanonikus helyzetii parabola.
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Tekintsiik a b?z? — a%x3 — a?b?23 = 0 hiperbolat, és azt a kolline4ciét,
amelynél tetszOleges [x1, x2, 23] pont képe az az [z}, xh, x5] pont, amelyre

r_

xr, = abxs,
r_

Ty = axa,
/

T3 = bxy.

Megmutatjuk, hogy ennél a kollinedciéndl a hiperbola képe az
el -2 =0

kor. A kor egyenletébe a megfelelé koordindtakat behelyettesitve kapjuk, hogy
Osképének egyenlete
a®b*z3 + a’x3 — b?2i =0,

azaz a kor Osképe valéban a kanonikus helyzetii hiperbola.

Meghatarozzuk végiil a parabolak és hiperboldk végtelen tavoli pontjait.

Tekintsiik el6szor az 27 — 2pxrors = 0 paraboldt. A paraboldt az x3 = 0
egyenessel elmetszve az 27 = 0 egyenlethez jutunk, igy a paraboldra illesz-
kedd tetszdleges végtelen tévoli pont koordindtéi [0,x2,0] alakdak. Egyetlen
ilyen pontja van a valds projektiv siknak: [0, 1, 0], hiszen az Gsszes ilyen alaku,
(0,0,0)-t6l kiilonboz6 szdmhérmas (0, 1,0) skaldrszorosa. Mivel [0,1,0] az y-
tengely végtelen téavoli pontja, és a kanonikus helyzeti parabola tengelye az
y-tengely, ezzel belattuk, hogy a paraboldnak valéban egyetlen végtelen tdvoli
pontja van, mégpedig a tengelyének végtelen tdvoli pontja.

Tekintsiik végiil a b*z? — a?x3 — a?b?z% = 0 hiperboldt. A hiperbolét az
x3 = 0 egyenessel elmetszve a

2,2 2.2 _
b*z7 —a“z5 =0,

azaz a
(bz1 — ax2)(bxy +axe) =0

egyenlethez jutunk. Mivel a bal oldalon all6 szorzat akkor és csak akkor O,
ha valamelyik tényezGje 0, kapjuk, hogy a kanonikus helyzetii hiperbolanak
két végtelen tdvoli pontja van: [a,b,0] és [a, —b,0]. Figyelembe véve a hiper-
bola kanonikus egyenletében szereplé paraméterek geometriai jelentését, kap-
juk, hogy a hiperbola aszimptotéi éppen annak a téglalapnak az atléi, amelynek
kozépvonalai azok az x illetve y tengelyre illeszkedd, 2a illetve 2b hosszusagu
szakaszok, amelyek felez6pontja az origo. fgy az aszimptotdk irdnyvektorai (a, b)
illetve (a,—b), ami azt jelenti, hogy a hiperboldnak valéban két végtelen tdvoli
pontja van, mégpedig az aszimptotik végtelen tdvoli pontjai.
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4.5. Baricentrikus koordinatak

Egy korabbi megjegyzésiinknek megfeleléen barmely négy, A, B, C,
D &ltaldnos helyzeti pont kollinedciéval az A’[1,0,0], B'[0,1,0], C’[0,0,1],
D’[1,1,1] pontokba transzformdlhatd, igy az eredeti pontok helyett egy ilyen
kollineacié altali képekkel dolgozva barmely négy pontrdl feltehetd, hogy koor-
dindtéik rendre [1,0,0], [0, 1,0], [0,0,1], [1,1,1].

Vélasszuk meg a fenti pontnégyest tgy, hogy D az ABC haromszog
sulypontja legyen. Ekkor, alkalmazva a fent megadott kollineaciét, tetszoleges
pont képének koordinatiit a pont ABC haromszogre vonatkozd baricentrikus
koordindtdinak nevezziik.

Megmutatjuk, hogy [0,1, ], [5,0, 1] és [1,~, 0] rendre azon Ay, By, Cy pontok
baricentrikus koordinatai, amelyekre (BC A1) = o, (CAB;) = 8 és (ABCY) = 7.
Tekintsiik elészor az [0, 1, ] baricentrikus koordindtdju A; pontot, és le-
— =
gyen Ap BC felez6pontja. Mivel D sulypont, ekkor Ap = AD N BC, igy egy-
szerlien ellen6rizhetd, hogy Ap baricentrikus koordinétéi [0, 1, 1]. Mivel a bari-
centrikus koordinatakat egy kollineacié alkalmazasaval kaptuk, és a kollinedciok
kettOsviszonytart6 leképezések, ez azt jelenti, hogy (BCA1Ar) = a. Azonban,
mivel A felezépont, (BCAp) =1, igy
(BCAY)
BCAAp) = ——%- = (BCA),
( 1 F) (BCAF) ( 1)
tehdt valéban, (BCA;) = « teljesiil. L
Legyen B; az [$,0,1] baricentrikus koordindtdju pont, és legyen Brp AC
Y
felez6pontja. Ekkor Bp = BD N AC, {gy BF baricentrikus koordindtéi [1,0, 1],
tehdt (CAByBr) = 8. Mivel Bp felezépont, (CABr) = 1, {gy
(CAB,)
CABBp)=-——-=(CAB
(CAB:Br) (CABr) (CABy),
tehdt valéban, (CAB;) = 8 4ll fenn. s
Végiil, ha Cy az [1,7,0] baricentrikus koordindtdji pont, és Cr AB
felezépontja, Cr = CD N AB, tehat Cr baricentrikus koordindtéi [1, 1, 0]. Igy
az el6zéekhez hasonléan (ABC Cp) = v, és (ABCp) = 1 miatt (ABCy) = v
teljestil.

Baricentrikus koordinatak alkalmazasaval egyszerli bizonyitast adhatunk a
Ceva-tételre és a Menelaosz-tételre.

Menelaosz tételének igazolasa ugyanis ezek utdn annak megmutatasat je-
lenti, hogy [0,1,«a], [3,0,1] és [1,7,0] akkor és csak akkor kollinedrisak, ha
afy = —1. Alkalmazva, hogy a tekintett harom pont akkor és csak akkor kol-
linedris, ha

—_ O
O = 9
I
o

1
0
Y
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a determindns kifejtése utan kozvetleniil adédik allitdsunk.

A Ceva-tétel belatdsdhoz azt kell ellenérizni, hogy a [0,1,a] és [1,0,0],
[8,0,1] és [0,1, 0] valamint [1,+,0] és [0, 0, 1] pontok egyenesei akkor és csak ak-
kor konkurrensek, ha a8y = 1. Az els§ egyenes homogén koordinatai [0, o, —1],
a masodik egyenes koordinatai [—1,0, 8] és végiil a harmadik egyenes homogén
koordinatai [y, —1,0], és e hdrom egyenes akkor és csak akkor konkurrens, ha

0 a -1
-1 0 5 | =0.
v =1 0

A fenti determindnst kifejtve ez a Ceva-tétel igazsagat jelenti.

Baricentrikus koordindtak segitségével a Carnot-tétel az aldbbi alakot olti:
[0,1,04], [0,1, 2], [51,0,1], [B2,0,1], [1,71,0] és [1,72,0] akkor és csak akkor
illeszkednek egy kupszeletre, ha

ajagfBBayive = 1.
Végil a Carnot-tétel fenti alakjanak alkalmazasaként igazoljuk a kovetkezo
allitast.

4.8. Allitas. Tetszbleges hdromszog cstucsaibol eqy tetszdleges rogzitett
kupszelethez huzott érintdegyenesek szemkoztes hdromszégoldallal —alkotott
metszéspontjaiként kaphato hat pont egy kupszeletre illeszkedik.

Bizonyitdas: Tegyiik fel, hogy a rogzitett haromszog csucsainak homogén
koordinatai A = [1,0,0], B = [Ql,&és C = [0,0,1]. Legyenek a rogzitett k
kipszelethez A-bdl hiizott érinték és BC kozos pontjai A1[0, 1, 1] és A2[0, 1, as],
a B-bdl hizott érinték és j@ k6zos pontjai By[f1,0, 1] és Ba[52,0,1], a C-bol
huzott érintdk és 1<4-B> kozos pontjai Cq[1,71,0] és Ca[1, 2, 0].
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Ha [0,1, o] l<3—C>’ egy tetszbleges pontja, akkor az A-ra és [0, 1, a]-ra illeszkedd
egyenes pontjainak koordindtdi valamely A € R esetén [1, A, a)] alakdak. Ha ez
az egyenes a kipszelet egy érintGje, ez azt jelenti, hogy egyetlen olyan A 1étezik,
amelyre [1, A\, )] kielégiti a rogzitett kipszelet

allm% + (1221'3 + aggxg + 2&121’1.’E2 + 2@13$1£C3 + 2@23%21’3 =0
egyenletét. Behelyettesités utan kapjuk, hogy a
)\2(0,22 + 2a9300 + a33oz2) + /\(2&12 + 2&2304) +ay11 =0

egyenletnek egy és csak egy A megoldasa van. Ez akkor és csak akkor teljesiil,
ha a szoéban forgdé masodfoku egyenlet diszkriminansa 0, azaz

4(&12 =+ aa13)2 — 4a11(a22 + 2as300 + a33a2) =0.
Ez atalakitds utan az
a?(afy — arrass) + a(2a12a13 — 2a11a23) + (afy — arraze) =0

egyenlethez vezet. Ezen egyenlet oy és ay gyokeinek szorzata a konstans tag és
a masodfoku tag egyiitthatéjanak hanyadosa, igy kapjuk, hogy

2
Aot — aio — A11G22
10 = 55—
a7z —a11a33

Legyen most [3,0,1] jﬁ egy tetszdleges pontja. Ekkor a B-re és [3,0,1]-
re illeszkedd egyenes pontjai [AS, 1, A] alakiak. Igy egy ilyen egyenes pontosan
akkor érinti a tekintett kupszeletet, ha a

A (a3 + 2a138 + a118°) + A(2a23 + 2a128) + aze =0
egyenletnek pontosan egy megolddsa van. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
4(azs + a128)? — 4ags(azs + 2a138 + a116%) = 0,
azaz
B%(afy — ar1a22) + B(2a12a23 — 2a13022) + (a35 — azzass) = 0.
Ezen egyenlet gyokeinek szorzata

2
_ Q33 — (22033
BlﬁQ )

aiy — apag’
Végiil legyen [1,7,0] AB egy tetszOleges pontja. Ekkor a C-re és [1,7,0]-
ra illeszkedd egyenes pontjai [A, Ay, 1] alakdak. Igy egy ilyen egyenes pontosan

akkor érinti a tekintett kupszeletet, ha a

A (a1 + 2a127y + a27?) + M(2a13 + 2a237) + azz =0
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egyenletnek pontosan egy megoldédsa van. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
4(ar3 + a2s)? — dasz(arr + 2a127y + azy?) =0,
azaz
72 (a35 — azeazs) + y(2a13a23 — 2a12a33) + (a35 — a1razz) = 0.
fgy az egyenlet gyokeinek szorzata

2
073 — 11033
Y17Y2 = D) .
a53 — 22033

Tehat

2 2 2
Q79 — a11022 Q53 — G22G033 A73 — 411033
0410125152’)’172 - 2 ) — ) —
a3 — a11a33 G719 — A11022 G533 — 022G33

= ]_’
ami a Carnot-tételbdl kdvetkezben allitdsunk igazsigat jelenti. m

4.6. A projektiv geometria alaptételének bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy
a1l a2 a13
az azx a3 | #0,
aszy asz a3z

és rendeljitk hozza tetszbleges [z1,x2,x3] ponthoz azt az [x],xh, z5] pontot,
amelyre
/
7 = @111 + a1222 + a1323,

!

Ty = 2171 + A22T2 + A23T3,
!

T3 = a31%1 + a32T2 + a33T3.

Egy ilyen leképezést a tovabbiakban projektiv kollinedcionak hivunk. Felada-
tunk annak belatasa, hogy a valds projektiv sik kollinedcioi pontosan a projektiv
kollinedcuidk.

Els6ként megindokoljuk, hogy a projektiv kollinedcick valdban kollinedcick.
A bijektivitas abbdl kévetkezik, hogy az egyiitthatdkbdl képzett determinédns
nem tinik el. Az egyenestartds ellenérzéséhez azt kell megmutatni, hogy
a projektiv kollinedciék a linedris kombindciét megérzik - ezt azonban a
kettésviszonytartds bizonyitasanal mar megtettik.

A folytatdsban azt latjuk be, hogy minden kollinedcid projektiv kollinedcio.
Ehhez elOszor azt ellenérizziik, hogy tetszdleges A, B, C', D ponitnégyeshez

taldlhatd olyan projektiv kollinedcid, amelynél képeik rendre [1,0,0], [0,1,0],
[0,0,1] és [1,1,1].
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Konstrudlunk az [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1] és [1,1,1] pontokat rendre az
Alay, az, as], Bb1,bs,bs], Cleci, ca, 3], D[dy,da, d3] pontnégyes elemeibe transz-
forméaclo projektiv kollineaciot, ennek inverze ugyanis a feltételiinknek megfelel6
leképezés. (Az, hogy projektiv kollinedcid inverze is projektiv kollinedcid, egy-
szerlien ellenérizhetd: egyiitthatéi ugyanis az eredeti projektiv kollineaciénal
szerepld egyiitthatékbdl képzett métrix inverzének elemei.)

Rendelje a keresett kollinedcié tetszbleges [x1,x9,x3] ponthoz azt az
[}, zh, x5] pontot, amelyre

!
T1 = 01171 + a12T2 + A13T3,

/

Ty = G21T1 + G22T2 + G23T3,
!

T3 = a3171 + a32®2 + a33x3.

Mivel [1,0,0] képe [a1, ag, as], ekkor valamely k € R esetén
kay = a1y , kag = a1 , kas = az1
kovetkezik. Hasonléan, mivel [0, 1,0] képe [b1, b, bs], valamely [ € R-re
lby = a2 , lby = ass , lbs = aso.
Végiil amiatt, hogy [0, 0, 1] képe [c1, 2, c3], valamely m € R-re
mey = a3 , MCa = as3 , MC3 = aA33.

Igy a kollinedcié tetszéleges [x1, o, 3] ponthoz azt az [}, 24, 4] pontot rendeli,
amelyre
7} = kayxy + lbyxe + meyx3,

/
Ty = kagx1 + lbaxa + meaxs,
xh = kasxy + lbsxs + meszs.

Mivel [1,1,1] képe [d1,ds, d3], ez azt jelenti, hogy
dy = kay + lby + meq,

dg = kag + lbg + mca,
ds = kas + lbs + mcs.

Mivel az eredetileg adott pontnégyes altalanos helyzetii, ennek az egyenletrend-
szernek a (k,l,m) ismeretlenekre van megolddsa, igy valéban létezik a kivént
tulajdonsagu projektiv kollineacio.

Legyen ¢ tetszdleges kollinedcié. Legyenek A, B, C, D rendre az [1,0, 0],
[0,1,0], [0,0,1], [1,1,1] pontok képe ennél a kollinedciéndl. Legyen v az a
projektiv kollinedcié, amelynél A, B, C, D pontok képei rendre [1,0, 0], [0, 1, 0],
[0,0,1], [1,1,1]. Ekkor a két kollinedcié kompozicidja, azaz 1 o ¢ az [1,0,0],
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[0,1,0], [0,0,1], [1,1,1] pontokat fixen hagyja. A folytatdsban azt fogjuk meg-
mutatni, hogy az egyetlen olyan kollinedcid, amely az [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1],
[1,1,1] pontokat fixen hagyja, az identitds. EbbSl ugyanis kévetkezik a projektiv
geometria alaptétele: ha 1 o ¢ = id, akkor ¢ = !, tehit a tetszblegesen
vélasztott ¢ kollineacié egy projektiv kollinedcié inverze, azaz maga is projektiv
kollineacio.

Tekintsiink tehdt egy olyan kollinedciét, amely az X|[1,0,0], Y]0,1,0],
Z10,0,1], U[1,1, 1] pontokat fixen hagyja.
<~

Legyen A a ZX egyenesre illeszkedd pont, ekkor homogén koordindtai vala-

mely a € R esetén [a, 0, 1]. Mivel % két fixpontot kot Ossze, invaridns egyenes,
igy az A pont képének koordinédtai A’[a’,0,1].

Legyen f : R — R az a fliggvény, amely minden a-hoz hozzarendeli az igy
megfeleltetett a’-t. A kollinedcié bijektivitasabdl kovetkezben f bijektiv.

Tekintsiink egy, az }</—Z> egyenesre illeszked6 B[0,b,1] pontot. Mivel YZ
szintén két fixpontra illeszkedik, szintén invaridans egyenes. B képe tehat vala-
mely B’[0,b’,1] pont. Legyen g : R — R az a fiiggvény, amely minden b € R-hez
az igy kapott b'-t rendeli hozza.

Ha P homogén koordinatai [a,b, 1], akkor P képe [f(a), g(b),1]. Valéban,
[a,b,1] az [a,0,1]-et [0,1,0]-val 8sszekotd egyenes metszéspontja a [0,b,1]-
et [1,0,0]-val Osszekotd egyenessel. Ennek képe a kollinedciénal pedig az
[f(a),0,1]-et [0, 1, 0]-val Gsszekotd egyenes metszéspontja a [0, g(b), 1]-et [1, 0, 0]
val 0sszekoto egyenessel.

%ﬁ szintén invaridns egyenes, igy bérmely a € R esetén az [a,a,l]
pont képének is megegyezik az elsé két koordindtédja. [a,a, 1] képe azonban
[f(a),g(a),1], igy f(a) = g(a) teljesiil barmely a € R esetén.

Mivel [1,1,1] feltételiink szerint a kollinedcié fixpontja, innen f(1) = 1
adédik.

Az el6z6 érvelésben az els6 két koordindta helyett a maéasodik két koor-
dinataval dolgozva értelmezhetiink egy olyan h : R — R bijektiv leképezést,
amelyre [1,y, z] kollinedcids képe [1, h(y), h(z)]. Ekkor az el6z6 érvelésnek meg-
feleléen h(1) = 1.

Tekintsiik ekkor barmely z € R esetén az [1,z,1] homogén koordindtdjd
pontot. Ennek képe egyrészt [1, f(z),1], masrészt [1,h(x),1)]. Igy kivetkezik,
hogy barmely = € R-re f(z) = h(x).

Tegyiik fel, hogy a # 0. Ekkor [a, 1,1] képe az el6zéek alapjén [f(a),1,1].

1

Azonban az [a,1,1] pontnak megvélaszthatjuk az [l,a,%] homogén koor-

dindtéit is, és igy képe [1,f (é) f (é)] Ez megegyezik az [f(a),1,1] pont-

tal, amelynek homogén koordinatéi [1, (ﬁ) , (ﬁ)} alakban is irhatdak. fgy
kapjuk, hogy tetszbleges a # 0 esetén

/ (1> = Far

Tekintsiik most tetsz6leges a,b € R, a # 0 esetén az [a, ab, 1] pontot. En-
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nek képe egyrészt [f(a), f(ab),1]. Mésrészt az eredeti pontot [1,b, 2] médon is
megadhatjuk, és igy kapjuk, hogy képe [1, f),f (%)} . Ez utébbi pont megegye-
zik az eléz6 pontban latottak miatt az [1, F(b), ﬁ} azaz az [f(a), f(a)f(b), 1]

ponttal. fgy megmutattuk, hogy tetszdleges a,b € R esetén

flab) = f(a)f(b).

Megmutatjuk,  hogy  kollinedciénkndl  tetszdleges  [a,b,c]  képe
[f(a), f(b), f(c)]. Valéban, az [a, b, ¢] pont homogén koordindtdinak az [1, g, 5]
szémharmast vélasztva kapjuk, hogy képe [1, f (2), £ (£)]. Itt példdul

<
a

1(@) =1 (00) =101 (3) =100 575 = oy

igy a [a,b,c] képe az [1,%3,]{23} pont, ami valéban megegyezik

[f(a), f(b), f(c)]-vel.

Tekintsiik végiil tetszéleges a,b € R esetén az [a,b,a + b] pontot. Az ilyen
alaki pontok az [1,0,1] és [0, 1,1] pontokra illeszkedd egyenesen vannak. Ez a
két pont azonban fixpont a kollinedciénknél: [1,0, 1] ugyanis a [0,1,0] és [1,1,1]
fixpontok Gsszekotd egyenesének metszéspontja az [1,0,0] és [0,0, 1] fixpontok
0sszekoto egyenesével, tehat két invaridns egyenes metszéspontja. Hasonldan,
[0,1,1] a [0,0,1] és [0,1,0] fixpontok Osszekotd egyenesének metszéspontja az
[1,0,0] és [1,1,1] fixpontok Osszekotd egyenesével, tehdt szintén két invaridns
egyenes metszéspontja. Ez azt jelenti, hogy az [a, b, a + b] alaki homogén ko-
ordinatakkal rendelkezé pontokat tartalmazé egyenes invarians, igy tetszéleges
ilyen alakd pont képe is ilyen alaki. Mivel [a, b, a 4 b] képe [f(a), f(D), f(a+Db)],
gy

fla+0) = f(a) + f(b)

kovetkezik barmely a,b € R esetén.

Osszefoglalva: megmutattuk, hogy béarmely olyan kollinedciénal, amely
az X, Y, Z, U pontokat fixen hagyja, tetszleges [a,b,c] pont képe
[f(a), f(b), f(c)], ahol f : R — R bijektiv, additiv (azaz barmely a,b € R
esetén f(a +b) = f(a) + f(b)) és barmely a,b € R esetén f(ab) = f(a)f(b).
Az ilyen tulajdonsagu f fliggvényeket a valds szamtest automorfizmusainak
hivjuk. Annak beldtasahoz, hogy a tekintett kollinedciénk az identitds, azt
fogjuk megmutatni, hogy a valds szdmtest egyetlen automorfizmusa az identitds.

Legyen f a valds szamtest tetszéleges automorfizmusa. Ekkor

f(0) = f(0+0) = f(0) + £(0),
igy f(0) = 0. Tovdbb4

fO) =r1-1)=f1)- (1),
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igy f(1) = 1. Mivel
0=[f(0)= A+ (1) =f1)+ f(=1) =1+ f(-1),
igy f(—1) = —1. Tehat

fla=b) = fla+(=0)) = f(a) + f((=1)-b) = f(a) + f(=1) - f(b) = f(a) = f (D).

Igy, ha = > 0, akkor van olyan a € R\ {0}, amelyre x = a?, és

f@) = f(a®) = (f(a))* >0,

valamint ha z < 0, akkor van olyan a € R\ {0}, amelyre z = —a?, és

Tehat a valds szamtest tetszdleges automorfizmusdt tekintve egqy szdam pontosan
akkor pozitiv illetve negativ, ha a képe is az.

Megmutatjuk, hogy a wvalds szamok tetszéleges automorfizmusa folytonos.
Legyen € > 0 tetsz6leges, és legyen § := f~1(e). Tegyiik fel, hogy

o — 20 < 3= F(e).

Hattassuk mindkét oldalra az f automorfizmust. Ekkor |z — xg| = & — z¢ vagy
| — x| = 29 — x attdl fliggden, hogy © > xy vagy xo > x. Els6 esetben

flz = o) = f(z = 2o) = f(z) — f(x0) >0,

masodik esetben

flz = wol) = f(wo — ) = f(xo) = f(z) >0,

igy mindenképpen

f(lz = ol) = [f(z) — f(zo)|.
Az el6z6ek alapjan f rendezéstarts, ugyanis a > b pontosan akkor teljesiil, ha
a—b >0, ami ekvivalens az f(a —b) = f(a) — f(b) > 0, azaz az f(a) > f(b)
relacié fennallasaval. fgy az eredeti egyenloség mindkét oldaldn az f figgvényt
hattatva kapjuk, hogy

|f(z) = f(zo)| <
amibél kovetkezik, hogy f valéban folytonos.

Megmutatjuk végiil, hogy ha f folytonos additiv fiigguény, akkor tetszdleges
x € R esetén
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e Tegylik fel el6szor, hogy k természetes szam. Ekkor teljes indukioval iga-
zoljuk, hogy f(k) = f(1) - k.
Azt mér belattuk, hogy az additivitdsbdl f(0) = 0 kovetkezik. Ha barmely
k < n-re igaz az 4allitas, akkor

fn)=f((n=1)+1)=fln-1)+f(1) = (n-1)f1) + f(1) =n- f(1).

o Megmutatjuk, hogy az allitds negativ egészekre is igaz. Valdban, ha k
pozitiv egész, akkor

f0) = f(k+ (=K)) = f(k) + f(=k),

igy
f(=k)=—f(k) =~k f(1).

e Ha p és q egészek, akkor

p-f(1)=f(p>=f(§+---+§)=f<§)+---+f(§)=q-f(§),

ahol a szerepld Osszeg q tagbol all. fgy

r(5) =2 s,

azaz allitasunk tetszoleges racionalis szamra teljestil.

e Ha végiil x irraciondlis szam, akkor van olyan raciondlis tagi sorozat,
amelynek hatérértéke x. Mivel f folytonos fliggvény, e sorozat tagjainak
f altali képe f(z)-hez tart, {gy tetsz6leges valds szdmra adddik az allitds.

Mivel a valés szamtest automorfizmusai folytonos additiv fiiggvények, ebbol
kovetkezik, hogy ha f a valds szdmtest egy automorfizmusa, akkor barmely
x € R esetén

és ezt kellett belatnunk.
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