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1. Affin és projektiv sikok

1.1. Definicié. Egy (P, L,Z) rendezett hdrmast illeszkedési geometrianak ne-
veziink, ha P és L halmazok, T C P x L reldacié. P elemeit pontoknak, L elemeit
egyeneseknek, Z-t illeszkedési relacionak hivjuk. Azt mondjuk, hogy az X € P
pont illeszkedik az | € L egyenesre, ha (X,1) € T.

Ha egy illeszkedési geometridban pontok egy halmazdhoz taldlhaté olyan
egyenes, amelyre a halmaz Osszes eleme illeszkedik, akkor a tekintett pont-
halmazt kollinedrisnak nevezziikk. Amennyiben egyenesek egy halmazdhoz van
olyan pont, amely a tekintett egyenesek mindegyikére illeszkedik, azt mondjuk,
hogy az egyenesek konkurrensek.

1.2. Definicié. Egy illeszkedési geometridat affin siknak nevezink, ha tel-
jestilnek rd a kovetkezd axiomdk.

(A1) Bdrmely két pontra illeszkedik pontosan egy egyenes.

(A2) Tetszblegesen megadva egy | egyenest és eqy rd nem illeszkedd A pontot,
létezik pontosan egy olyan egyenes, amely illeszkedik A-ra és nincsen kézds
pontja l-el.

(A3) Létezik hdarom nem kollinedris pont.

Ha egy affin sik két egyenesének nincs k6z0s pontja, azt mondjuk, hogy a
két egyenes pdrhuzamos. Megéallapodunk tovabbd abban, hogy minden egyenes
parhuzamos énmagéaval. Az e és f egyenesek parhuzamossdgat e||f mddon

<=y
fogjuk kifejezni. Az A és B pontokra illeszkedd egyértelmii egyenest AB jeloli.

Példak affin sikokra.

1. Az euklideszi sik. Legyenek a ponthalmaz elemei az (x,y) € R? valds
szamparok, az egyenesek az [m,b] € R? valés szamparok illetve a [c] € R
valds szamok. Az illeszkedési reldcié értelmezése a kovetkezé: az (x, y) pont
pontosan akkor illeszkedik az [m, b] egyenesre, ha y = ma + b, és pontosan
akkor illeszkedik a [c] egyenesre, ha @ = c¢. Azt mondjuk, hogy az [m, b
egyenes meredeksége m. A [c] alaki egyeneseket fiiggbleges egyeneseknek
nevezzik.



2. A minimdlis modell. Legyenek a ponthalmaz elemei A, B, C, D; az egye-
neshalmaz elemei {A, B}, {4,C}, {A, D}, {B,C}, {B,D}, {C,D}; az
illeszkedési reldcié a tartalmazas.

1.3. Definicié. Egy illeszkedési geometridt projektiv siknak mnevezink,
amennyiben teljesiilnek rd az aldbbi axiomdk.

(P1) Bdrmely két pontra illeszkedik pontosan egy egyenes.
(P2) Bdrmely két egyenesnek létezik eqy és csak egy kozds pontja.

(P3) Létezik négy dltaldnos helyzeti pont; azaz négy olyan pont, amelyek kozil
semelyik hdrom nem kollinedris.

Egy projektiv sik egy egyenesre illeszkedd Osszes pontok halmazat pont-
sornak, a széban forgd egyenest a pontsor tartdegyenesének hivjuk. Egy pontra
illeszked6 Gsszes egyenesek halmazat sugdrsornak, a sugédrsor elemeinek kozos
pontjat a sugarsor tartépontjanak nevezziik. A pontsorokat és a sugdrsorokat
egylittesen elsdfaji projektiv alapalakzatoknak mondjuk.

1.4. Allitas. Ha (P,L,T) projektiv sik, akkor (L, P,Z~Y) is projektiv sik. Ezt
a projektiv sikot az eredeti stk dudlisdnak mondjuk.

Bizonyitds: Az ,ij geometridban” a (P1) és (P2) tulajdonsdgok teljesiilése az
eredeti stkon igaz (P2) illetve (P1) tulajdonsdgok teljesiilését jelenti, igy bi-
zonyitdst csak (P3) igényel. Ehhez azt kell megmutatni, hogy bérmely pro-
jektiv stknak 1étezik négy olyan egyenese, melyek koziil semelyik harom nem
illeszkedik egy pontra. (P3) miatt tetszéleges projektiv sikon létezik négy
olyan pont, melyek kozott nincs harom kollinedris, legyenek ezek A, B, C, D.

g <
Koénnyen belathatd, hogy ekkor az AB, BE?, CD,DA egyenesek megfelelnek a
feltételeknek. m

1.5. Definicié. Projektiv sikok eqy osztdlyat ondualisnak nevezzik, ha minden
sikkal egyitt a dudlisdt is tartalmazza.

Egy projektiv sikokra vonatkozé allitds dudlisdn az eredetibdl a ,,pont” és
wegyenes” szavak (és az azokkal definidlt megfelel6 fogalmak) felcserélésével ka-
pott 4j allitast értjiikk. Ha egy allitas projektiv sikok egy ondudlis osztalyanak
minden sikjaban igaz, akkor ugyanez teljesiil az allitas dualisara is.

1.6. Kovetkezmény. (A dualitds elve) Az dsszes projektiv sikok osztdlya
onduadlis.

Az el6zéek alapjan tehat ha egy &llitas igaz az Osszes projektiv sikon, akkor
az allitds dudlisa is igaz az Osszes projektiv sikon.

1.7. Lemma. Tetszoleges affin sik egyeneseinek halmazdn a pdrhuzamossdg ek-
vivalenciareldcid.



Bizonyitds: A reflexivitds és a szimmetria a parhuzamossag definiciéja alapjan
nyilvénvald. A tranzitivitds igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy I||m és m|n. Ha a te-
kintett egyenesek kozott van két egybeesd, akkor [||n automatikusan kovetkezik,
tegytik fel, hogy nem ez a helyzet. Indirekt médon okoskodva tegytik fel, hogy
[ és n nem parhuzamos, kozos pontjuk legyen P. Ekkor [ és n egyarant P-re
illeszkedd, m-el parhuzamos egyenesek, ami ellentmond az affin parhuzamossagi
axiomanak. m

1.8. Definicié. Egy affin sik egyenesei kizétt a pdrhuzamossdg, mint ekviva-
lenciareldcid dltal indukdlt ekvivalenciaosztdlyokat végtelen tavoli (vagy ideélis)
pontoknak hivjuk.

1.9. Allitas és definicié. (Az affin sikok projektiv lezdrdsa) Legyen (P, L,T)
affin sik. Jelolje P; a sik végtelen tdvoli pontjainak halmazdt, és legyen loo eqy
uj szimbdlum, amit végtelen tévoli (vagy idedlis) egyenesnek nevezink. Ekkor
az aldbbi (P', L', T') illeszkedési geometria projektiv sik:

P’ :=PUP; (a pontok halmaza az affin sik pontjait és a végtelen tavoli pontokat
tartalmazza);

L= LU{lw} (az egyenesek halmaza az affin sik egyeneseit és a végtelen tdvoli
egyenest tartalmazza);

T =TU{(Al)|A P} U{(A DA€ Pl A} (az affin sikon teljesild il-
leszkedések mellett minden végtelen tdvoli pont illeszkedik a végtelen tdvoli egye-
nesre, tovabbd minden egyenesre illeszkedik az dltala reprezentdlt végtelen tdvoli
pont).

A (P, L', T) projektiv sikot a (P, L,T) affin stk projektiv lezartjdnak nevezziik.

Bizonyitds:

e (P1) igazoldsdhoz megmutatjuk, hogy a (P’ L' Z') illeszkedési geo-
metridban barmely két pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes. Ha
A,B € P, azaz A és B az affin sik pontjai, akkor illeszkedik rajuk az
affin sik egy és csak egy egyenese. Ez az illeszkedés az 1j illeszkedési
struktiraban is teljesiil. Az affin stk egy pontjara és egy végtelen tévoli
pontra a parhuzamossagi axiéma miatt illeszkedik egy és csak egy egyenes:
a végtelen tavoli pont egy, az affin sik adott pontjdra nem illeszkedé rep-
rezentans egyenesét tekintve azzal egy és csak egy parhuzamos létezik az
adott ponton keresztiil. Végiil két végtelen tavoli pontra csakis a végtelen
tavoli egyenes illeszkedik.

e (P2) ellen6rzéséhez beldtjuk, hogy a (P’, L', T") illeszkedési geometridban
barmely két egyenesnek egy és csak egy kozos pontja van. Az affin sik
valamely két egyenese metsz6 vagy parhuzamos. Amennyiben metszéek,
koz0s pontjuk az affin sik egy pontja, és nincs kozos végtelen tavoli pont-
juk. Amennyiben parhuzamosak, az affin sikon nincs k6z6s pontjuk, azon-
ban ugyanazon végtelen tavoli pontot reprezentaljak. Végiil az affin sik
egy egyenese és a végtelen tavoli egyenes pontosan az affin sik egyenese
altal reprezentalt végtelen tavoli pontban metszik egymaést.



e Végiil (P3) megmutatédsa végett ellendrizziik, hogy tetszdleges affin sikon
van négy &ltaldnos helyzetli pont. (A3) miatt tetszdleges affin sikon van
harom nem kollinedris pont, legyenek ezek A, B és C'. Legyen a C-re illesz-

—
ked6 AB-vel parhuzamos egyértelmi egyenes c, a B-re illeszked6 AC-vel
parhuzamos egyértelmi egyenes b. Vildgos, hogy b és ¢ nem parhuzamos.
Igy A, B, C és bnc a kivant tulajdonsdggal rendelkez6 pontnégyes.

A kovetkezékben az eléz6 konstrukeid ,,megforditasdval” egy tetszéleges pro-
jektiv sikbol affin sikot készitiink.

1.10. Allitas. Legyen (P, L,T) projektiv sik, | € L a sik tetszéleges egyenese.
Ekkor az aldbbi (P', L', T") illeszkedési geometria affin sik:

P = P\{A|(A,]) € I} (a pontok a projektiv sik l-re nem illeszkedd pontjai);
L' := L\{l} (az egyenesek a projektiv sik 1-t6l kilonbozd egyenesei);

T :={(A,e)|[AcP,ec L' (Ae) €T} (az illeszkedések a projektiv sik ,meg-
maradd” illeszkedései).

Bizonyitas: (P',L',Z") barmely két pontjdra illeszkedik egy és csak egy egye-
nes, ugyanis a projektiv sikon ez teljestilt, és P’-hoz tartozé pontot tartalmazd
egyenest nem hagytunk el. Hasonldan egyszerfien 1dthatd, hogy (P’, £, Z')-ben
van harom nem kollinedris pont, ugyanis a projektiv sikon van négy altalanos
helyzetii egyenes, melyek koziil legfeljebb egyet hagytunk el. fgy a megmaradd
harom altalanos helyzetii egyenes metszéspontjai nem kollinedrisak.

Végil ellenorizziik az affin parhuzamossagi axiéma teljestilését. Legyen adott
az A pont, és a rd nem illeszkedd e egyenes. Ekkor a projektiv stk e Ul és A
pontjaira illeszked6 egyenes ,megmaradd része” parhuzamos az e egyenessel.
Tovabbi ilyen egyenes nincs, ugyanis a projektiv sikon teljesiilé (P2) tulajdonsdg
miatt az A-ra illeszked6 egyenesek mindegyike metszi e-t, a tovabbi egyenesek
P’-hoz tartozé pontban. m

Példak projektiv sikokra.
1. A walds projektiv sik az euklideszi sik projektiv lezartja.

>

2. A F(‘irfo—sﬁf az affin sikok minimaélis modelljének projektiv lezartja. Az AB
és CF pérlgamo(s‘ggyenesek altal meghatéarozott végtelen tavoli pont le-
gyen D, a BC és AF pérhuﬁnos e<g_y§nesek altal meghatarozott végtelen

tavoli pont legyen E és a C'A és BF péarhuzamos egyenesek altal meg-
hatarozott végtelen tavoli pont legyen G.



A Fano-sik

2. Perspektivitasok és projektivitasok

2.1. Definicié. Legyen e és €' eqy projektiv sik két egyenese, és O egy olyan
pont, amely eqyik egyenesre sem illeszkedik. Az e tartéegyenesti pontsort az €'
tartoegyenest pontsorra képezé O kozéppontd perspektivitason olyan leképezést

értink, amely barmely e-re illeszkedd A ponthoz az A’ := OANe' pontot rendeli.

A perspektiv helyzetd pontsorokat (Aq, Aa,...) A (A, A, ...) (ahol az A; pont
o
A

perspektiv képe AL), vagy (e) A (¢'); esetleg (A1, Aa,...) A (AY, Ab,...) vagy

o
(e) A (e') médon jeldljiik.

Masképpen megfogalmazva: két pontsor egy O kozéppontra nézve persektiv
helyzetben van, ha az O tartépontu sugarsor két kiilonbozé egyenessel vald
metszetei. Az O kozépponti perspektivitdsra az O kozéppontu wvetités elne-
vezés is hasznalatos. Dudlis médon értelmezziik a sugarsorok kozotti perspektiv
leképezést.

2.2. Definicié. Legyen O és O’ egy projektiv sik két pontja, és e egy rdjuk
nem illeszkedd egyenes. Az O tartdponti sugdrsort az O' tartéponti sugdrsorra
képezd e tengelyl perspektivitdson olyan leképezést értink, amely barmely O-
re illeszkedd x egyeneshez azt az x' egyenest rendeli, melynek két pontja e N x
és O'. A perspektiv helyzeti sugdrsorokat (v1,xa,...) A (xh,2h,...) (ahol az x;

egyenes perspektiv képe ), vagy (O) A (O'); esetleg (x1,22,...) A (24,25, ...)
vagy (O) A (O') mddon jeldljiik.

Azaz: két sugdrsor az e tengelyre nézve perspektiv helyzetben van, ha az e
tartéegyenesi pontsort két kiilonb6z6 pontbdl vetitik.



2.3. Definicié. Egy pontsort egy sugdrsorra képezd perspektivitison azt a
leképezést értjik, ami a pontsor minden eleméhez a sugdrsor azon egyenesét
rendeli, amely az adott ponton dthalad.

2.4. Definicié. Egy elséfaju projektiv alapalakzatot eqy mdsik elséfaji projektiv
alapalakzatra képezd projektiv leképezésen véges sok, elsdfaji projektiv alapalak-
zatok kézotti perspektivitas kompozicicjdat értjik. Jele: A.

Tehdt ha létezik az e tartGji pontsor (A;) elemeit rendre az €’ tartéji pont-
sor (A}) elemeire képezé projektivitas, akkor azt mondjuk, hogy a két pontsor
projektiv helyzetil, és az (A4;) A (A}) jelolést hasznéljuk.

2.5. Allitas. Ha A, B, C, D négy kollinedris pont, (ABCD) A (BADC).

Bizonyitas: Legyen A, B, C, D négy kollinedris pont, R a kozos egyenesiikon

R

(ABCD) A (BADC)

kiviili pont, T, @, W pedi .Rz(él;)RB7 RC' metszéspontja egy, a D-n atmeno
tetszOleges egyenessel, és AQ N RC =: {Z}. Ez esetben

Q A R
(ABCD) A (ZRCW) A (QTDW) A (BADC).
)

Tehét (ABCD) A (BADC) valéban teljestil. m

2.6. Allitas. Ha A, B, C, D négy kollinedris pont, (ABCD) A (DCBA).

. . b e e qers e — =
Bizonyitds: Az el6z6 bizonyitéds jeloléseit megtartva legyen AR N QC =: {S}.
Ekkor

Q c R
(ABCD) A (ARST) A (DWQT) A (DCBA).

2.7. Kovetkezmény. Ha A, B, C, D négy kollinedris pont, (ABCD) A
(CDAB).



Bizonyitds: Az el6z6 éllitdsokat felhaszndlva (ABCD)A (DCBA)A(CDAB). m

2.8. Allitas. Megadva eqy projektiv sik eqy e egyenesén az A, B, C, és a téle
nem feltétleniil kiilonbozé €' egyenesen az A', B', C' pontokat, van olyan pro-
jektivitds a két egyenes pontjai kozott, amelynél az A pont képe A’, a B pont
képe B’ és a C pont képe C'.

Bizonyitds:

Héarom pont és azok képei altal meghatarozott projektivitas két egyenes kozott.

Tegyiik fel elészor, hogy az e és ¢’ egyenesek kiilonboznek, és vezessiik be az
— — — =
AB'NA'B =:{B"} és AC'N A'C =: {C"}, tovdbba az AA' N B"C" =: {A"}

A ,
jeloléseket. Ekkor (ABC) A (A"B"C") A (A'B'C'"). Igy az e tartéegyenesii

pontsor elemeit a B”C” tartéegyenesii pontsor elemeire képezd, A’ kozépponti
perspektivitds, és az utébbi pontsor elemeit az e’ tartéegyenesti pontsor
elemeire képez6 A kozéppontu perspektivitds kompozicidja a feltételeknek
megfelel6 projektivitas.

Amennyiben valamennyi adott pont ugyanazon egyenesre illeszkedik, tugy
valasszunk egy tetszéleges O kiilsé pontot, és egy s, a pontok egyenesétol
kiilonb6z6 egyenest, amelyre O nem illeszkedik. Vetitsiik elséként az A, B, C
pontokat az O kozéppontbdl az s egyenesre, majd az {gy nyert A’, B’ és C’
pontokra alkalmazzuk a bizonyitas elsé részében latott két perspektivitas kom-
poziciéjat. Az igy meghatdrozott hdrom perspektivitds kompozicidja ebben az
esetben is a feltételeket kielégité projektivitds. m

2.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy projektiv sikon teljesiil a fundamentélis
tulajdonsag, ha két kulonbozd tartdegyenesii pontsora kozotti projektivitds pon-
tosan akkor perspektivitds, ha a két pontsor kézos eleme a projektivitdsban
onmaganak felel meg.



Héarom pont és azok képei altal meghatarozott projektivitas egy egyenesen.

2.10. Tétel. (A projektivitdsok alaptétele) Tegyiik fel, hogy egqy projektiv sikon
teljesiil a fundamentdlis tulajdonsdg. Legyenek adottak a sik egy e egyenesén az
A, B, C, egy € egyenesén az A', B', C' kiilonbozé pontok. Ekkor egyértelmiien
létezik olyan projektivitds az e és €' egyenesek kozott, amelynél A képe A’, B
képe B’ és C képe C'.

Bizonyitds: A kivant tulajdonsagu projektivitas létezését mar 2.8.-ban igazol-
tuk, igy csak az egyértelmiiséget kell bizonyitanunk.

Legyen el6szor az e és €' egyenesek kozos pontja az A = A’ pont. Ebben
a specialis esetben az &llitas igaz, ugyanis a funadementélis tulajdonsdg mi-
a& ekk(cg tekintett projektivitds biztosan perspektivitds, amelynek centruma
BB’ NCC’, tehat egyértelmii.

Megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezben tetszbleges f, f' egyenesek X, Y, Z il-
letve X', Y’ Z' pontjaira is igaz az allitds. Indirekt médon okoskodva tegyiik
fel, hogy ebben az esetben két, a feltételeknek megfelelé projektivitds létezik,
legyenek ezek p; és ps. Legyen P az f egyenes egy olyan pontja, amelyhez p;
és po kiilonbozé pontokat rendel, legyenek ezek P’ és P". Tekintsiink egy ¢ pro-
jektivitast az e és f egyenesek kozott, amely az A, B és C pontokhoz rendre
az X, Y és Z pontokat rendeli, ilyen 2.8. alapjan létezik. Hasonléan, van olyan
u projektivitds az f’ és €' egyenesek kozott, amely az X', Y’ és Z' pontoknak
rendre az A’, B’ és C' pontokat felelteti meg. Ekkor a t o py ou és topyou
kompozicidk egyarant az e és e’ egyenesek kozotti olyan projektivitdsok, ame-
lynél az A, B és C pontok képe rendre A’, B’ és C'. Legyen az [ egyenes P
pontjdnak t &ltali sképe P~'. A t o p; ou projektivitds a P~ pontnak az u
projektivitds &ltal P’-hoz rendelt pontot felelteti meg, a t o py o u projektivités
pedig ugyanezen ponthoz az u dltal P”-hoz rendelt pontot rendeli. Ezen két
pont a projektivitasok bijektiv tulajdonsdga miatt kiilonbozik, tehdt a topiou



valamint a t o py o u projektivitds két kiillonbozo, a feltételeknek megfelelé pro-
jektivitds az e és €’ egyenesek kozott. Kordbban beldttuk azonban, hogy ilyen
projektivitas egyértelmiien létezik, igy ellentmonddsra jutottunk. m

Ha egy projektiv sikon teljesiil a projektivitasok alaptétele, akkor azt a tényt,
hogy egy projektivitdsndl az A pont képe A’, a B pont képe B’ és a C pont képe
C’, a jovEben a rovidség kedvéért tigy is kifejezziik majd, hogy a projektivitast
az (ABC) és (A'B’'C’) ponthdrmasok hatérozzak meg.

2.11. Kovetkezmény. Ha eqy projektiv sikon teljesil a fundamentdlis tulaj-
donsdg, akkor eqy pontsordn értelmezett olyan projektivitds, amelynek van hdrom
kiilonbozd fixpontja, az identikus leképezés.

A tovabbiakban azt mondjuk, hogy egy projektiv sik eleget tesz a Staudt-féle
tulajdonsdgnak, ha egy pontsordn értelmezett olyan projektivitas, amelynek van
harom kiilénboz6 fixpontja, az identikus leképezés.

Ebben az esetben tehat egy pontsort 6nmagara képezd, nem identikus pro-
jektivitas fixpontjainak szama legfeljebb kettd lehet. Ilyenkor a projektivitast
elliptikusnak, parabolikusnak vagy hiperbolikusnak mondjuk aszerint, hogy fix-
pontjainak szama 0, 1 vagy 2.

2.12. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy projektiv sik eleget tesz a Staudt-féle tulaj-
donsdgnak. Ekkor teljesil a projektivitdsok alaptétele is, azaz megadva a sik eqy
e eqyenesén az A, B, C, és a tble nem feltétleniil kilonbozé e’ egyenesén az A’,
B’, C' pontokat, eqyértelmiien létezik olyan projektivitds a két egyenes pontjai
kozott, amelynél az A pont képe A’, a B pont képe B’ és a C pont képe C'.

Bizonyitds: Az allitas 1étezésre vonatkozd része tetszoleges projektiv sikon igaz,
mint azt mar a 2.8. allitdsban igazoltuk.

Az egyértelmiiség igazoldsahoz indirekt médon tegyiik fel, hogy létezik két meg-
felel6 projektivitas is. Ekkor 1étezik olyan X pontja az e egyenesnek, melynek
a két projektivitdsnal két kiilonboz6 képe van, az az kiilonboz6 X’ és X’ pon-
tokra (ABCX)A(A'B'C'X") és (ABCX)A(A'B'C'X") egyardnt fennall. Ekkor
azonban (A'B'C'X") A (A’B'C'X") teljesiilne, amibél a Staudt-féle tulajdonsig
miatt X’ = X" kovetkezne, ami ellentmond indirekt feltevésiinknek. m

2.13. Kovetkezmény. Ha egy projektiv sikon teljesil a projektivitdsok
alaptétele, akkor a fundamentalis tulajdonsdg is.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy az e és e’ egyenesek M metszéspontja egy projekti-
vitdsnal invarians. Legyen az e egyenes A és B p(mt'ainak projektiv képe rendre
az €' egyenes A’ és B’ pontja. Ekkor az AA’ N BB’ =: {O} kozépponti e és e’
tartéju pontsorok kozotti perspektivitasnal A képe A’, B képe B’ és az E pont
invarians. A projektivitdsok alaptétele miatt ez a hdrom pontpar egyértelmiien
meghatarozza a projektivitast, igy az eredetileg tekintett projektiv leképezés
éppen ez a perspektivitds. m



Az el6z6ekben tehat azt mutattuk meg, hogy a fundamentdlis tulajdonsdg,
a Staudt-tulajdonsdg, valamint a projektivitdsok alaptétele ekvivalens dllitdasok.

A Staudt-tulajdonsdgbdl nyilvanvaléan kévetkezik a dudlisa. Tegylk fel
ugyanis, hogy egy sugéarsort onmagara képez6 projektivitdsnal harom egyenes
fixen marad. A sugarsor tartopontjara nem illeszked6 e egyenessel metszve a
sugarsor elemeit, e-n egy olyan projektivitast kapunk, amelynek a harom fix-
egyenessel vett metszéspontjai fixpontok. Ekkor a Staudt-tulajdonsag miatt az
e-n kapott projektivitds minden pontot fixen hagy. Ebbdl kévetkezik, hogy az
eredeti sugarsoron adott projektivitasndl minden egyenes fixegyenes.

Mivel a fundamentdlis tulajdonsag illetve a projektivitdasok alaptétele a
Staudt-tulajdonsaggal ekvivalens allitdsok, kovetkezik, hogy ezekbdl is kovet-
kezik a dudlisuk. Tehdat azon projektiv sikok korében, amelyek eleget tesznek az
emlitett hdrom tulajdonsdg bdarmelyikének - és igy mindegyikének - teljesiil a
dualitds elve. fgy az ilyen projektiv sikok korében érvényes barmely allitasbol
kovetkezik a dudlisa.

Megfogalmazzuk a fundamentalis tulajdonsdg dualisat is.

2.14. Kovetkezmény. Ha eqy projektiv sikon teljesil a fundamentdlis tulaj-
donsdg, akkor két kilénbozd pontjdara illeszkedd sugdrsorok kézétti projektivitds
pontosan akkor perspektivitds, ha a sugdrsorok tartopontjainak egyenese in-
Varians.

2.15. Kovetkezmény. Ha egy projektiv sik eleget tesz a fundamentdlis tulaj-
donsdgnak, tetszdleges két pontsora kozotti projektiv leképezés elddll legfeljebb
hdarom perspektivitds kompozicidjaként. Amennyiben a leképezés eqy pontsort téle
kiilonbézd tartéegyenest pontsorra képez, elddll legfeljebb két perspektivitds kom-
pozicidjaként.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a pontsorok e és e’ tartdegyenese kiilonbozd. Ek-

N

A

Projektivitas eldallitdsa két perspektivitds kompozicidjaként.

kor tekintsiik a projektivitdst egyértelmiien meghatdrozé (ABC) és (A’B'C")
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ponthdrmasokat. Az A pontbdl (A’B'C’)-t és az A’ pontbdl (ABC)-t vetitd
sugarsorok projektiv helyzetiiek, mivel projektiv pontsorokat vetitenek, ebben
a projektivitdsban azonban a sugdrsorok A és A’ tartépontjait osszekotd egye-
nes invarians. igy a két sugéarsor perspektiv helyzetii, legyen e perspektivitas
tengelye t. Ekkor az e egyenes pontjait A’-bél t-re, és a t pontjait A-bdl e'-re
vetité perspektivitasok kompozicidja éppen az eredetileg tekintett projektivitas.
Amennyiben az e és ¢’ tartdegyenesek megegyeznek, a 2.8. 4llitds bizonyitdsdnak
masodik részéhez hasonléan vetitsiik az e tartéegyenesli pontsort egy tetszoleges
kiils6 O pontbdl egy tetszoleges, e-tdl kiilonbozd, O-t nem tartalmazd s egye-
nesre. fgy ezen perspektivitas és az el6z6ekben meghatarozott két perspektivitas
kompozicidjaként el6all az eredeti projektiv leképezés. m

A 14tott konstrukeié egytttal eljardst ad két kollinedris ponthdrmas (vagy
két konkurrens egyeneshdrmas) dltal meghatdrozott projektivitdsban tovabbi
elemek képének meghatérozasara.
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3. A fundamentalis tulajdonsag ellenorzése a
valés projektiv sikon

3.1. Definicié. Az euklideszis_z’k) kﬁldnbﬁé’ kollinedris A, B, C pontjai esetén
(ABC) az a A szdm, amelyre AC = X - CB. (ABC)-t a hdrom pont dltal meg-
hatdrozott osztoviszonynak nevezzik.

(ABC) tehét az AC és OB szakaszok hosszainak eldjeles hdnyadosa; vagyis
d(A,0)
a(C,B)’

fiiggéen, hogy az AC és CB szakaszok megegyezd vagy ellentétes irdnytak. Ezt
az eldjeles hanyadost a tovabbiakban egyszertien é—g moédon jeloljik.

és elbjele pozitiv vagy negativ attol

az a szam, amelynek abszolit értéke

Tegyiik fel, hogy az A pont helyvektora a, a B pont helyvektora b. Ekkor az

AB egyenes tetsz6leges tovabbi C' pontjanak pontjanak helyvektora a+t(b—a)
alakd, ahol ¢ € R. Ekkor (ABC) = 4.

3.2. Allitas. Ha (ABC) = \, akkor

1
(ACB) = —(A + 1),

1
(CAB) = =3
(BCA) = _ATL

)

A
(OBA) =~

Bizonyitds: A definicié alapjan

BC (OB 1 1
(BAC) = —— = —— = o = —
CA AC 452 ]
* AB (CB-CA AC
<ACB):?C:TC:_1_07B:—<)\+1).
Innen
(CAB) = — - 1
(ACB)  A+1’
1 A+1
(BCA) = —(BAC)4+1=—-~—1= _%
és ' \
BA) = =
(¢B4) (BCA) A1
| |
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3.3. Allitas. Adott A, B pontokhoz és X # —1 szdmhoz egy €s csak egy olyan
C pont van, amelyre (ABC) = \.

Bizonyitds: Ha A helyvektora a, B helyvektora b, akkor C' helyvektora a +
t(b — a) alaki. (ABC) = X\ miatt A = +%. Innen &talakitds utén

1—t°
A —th =t
azaz
A
14

adodik. Tehat az egyetlen lehetséges C' pont a

(b—a)zia—i— A

—b
1+A 1+ A

2T 1

helyvektord pont. m

3.4. Allitas. Ha A, B, C valamint A', B', C' kollinedris ponthdrmasok, és
>

AA" || BB' || CC’, akkor (ABC) = (A'B'C"), azaz az osztéviszony parhuzamos
vetitéssel szemben invarians.

A fenti allitds a parhuzamos szelOk tételének kozvetlen atfogalmazésa.

3.5. Definicié. Legyenek A, B, C, D kiilonbiozd kollinedris, véges helyzeti; pon-

tok. Az
(ABC) _AC DB

(ABD)  CB AD

szdmot a négy pont kettOsviszony dnak hivjuk.

(ABCD) :=

3.6. Allitas. Legyenek A, B, C, D kiilonbézd kollinedris, véges helyzetii pontok.
Ekkor
(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA),
1

(BACD) = ipepy

(ACBD) =1 — (ABCD).

Bizonyitds:
BD CA AC DB
(BAPC) =54 e = op ap ~ APOP)
(CDAB) = CA BD AC DB _ (4BCD),

AD CB  CB AD
az el6z6 azonossag alapjan pedig

(DCBA) = (BADC).
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BC DA _DB AC 1
CA BD AD CB (ABCD)’

_ AB DC _ (AC —BC)-(DB+ BC) AC-DB—BC - (DB — AC + BC)

(BACD) =

(ACBD)

~ BC AD BC - AD BC - AD
_ AC-DB-BC-(DB+BC+CA) AC-DB-—BC-DA
- BC - AD - BC - AD -
AC-DB BC-DA
___CB-AD__BC~AD__1_(ABCD)
[ ]

A kovetkezbkben értelmezziilk a végtelen tavoli pontot tartalmazo
kettosviszonyokat is. Négy kollinearis pont koziil 0, 1 vagy 4 lehet végtelen tavoli.

Amennyiben pontosan egy végtelen tavoli pont van a tekintett négy pont
kozott, a fenti azonossdgok alkalmazasaval elérhetd, hogy ez az utolsé pont
legyen. Amennyiben D, a pontnégyes egyetlen végtelen tévoli eleme,

(ABCD.) := —(ABC).

A fenti definiciét indokolja, hogy ha egy egyenes A és B pontjait rogzitjik,
D pedig ,tart” a végtelen tavoli ponthoz, akkor az (ABD) osztéviszony —1-
hez tart. Valéban, ha A az a helyvektort pont, B a b helyvektoru pont, és D

helyvektora ta + (1 — t)b, akkor (ABD) = 14, és

lim o = lim o = lim =—1.

t—oo 1 — ¢t t—w—oc0 1 — 1t t—>oo%71
3.7. Tétel. Legyenek A, B, C, D véges helyzetii kollinedris pontok, és P a
kozios egyenesiikre nem illeszkedd véges helyzeti pont. Jeldlje a PA, PB, PC és
PD egyeneseket rendre a, b, ¢ és d. Ekkor
sin(acZ) sin(dbs)
sin(cb/)  sin(ad/)’

(ABCD) =

ahol a szerepld szogeket eqy rogzitett forgasirany mellett eldjellel latjuk el.

Bizonyitds: Legyen m az A, B, C, D pontok kozos egyenesének P ponttdl vald
tavolsdga. Ekkor az AC P haromszog teriiletét kétféleképpen felirva kapjuk, hogy

AC -m = AP - CP -sin(ac’).

Innen AP.CP -5 /
AC — . -sin(acl) .
m
Hasonléan addédik, hogy
OB — CP-BP- sm(cbé)7

m
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A Pappos-Steiner tétel.

_ DP-BP -sin(db/)

DB )
m
AD — AP -DP- sm(adZ).
m
fey _ _
N AC DB AP'CP:lm(acé) DP~BP7:1n(dbL)
(ABCD) = CB AD ~— CPBPsin(cbZ) AP-DP-sin(adZ)

_ sin(acZ) sin(dbZ)
sin(cbs)  sin(adZ)’

és ezt kellett belatnunk. m

3.8. Definicié. Legyenek a, b, c, d egqy sugdrsor elemei. Ekkor az

sin(acs) sin(dbs)
(abed) = sin(cb/) ' sin(adZ)

szdmot a négy egyenes kettésviszonyanak hivjuk.

A P pontot az A, B, C, D pontokkal 6sszekoté egyenesek kettOsviszonyat
szokés egyszeriien P(ABCD) médon jeldlni.

Az elézé tétel azt fejezi ki, hogy pontnégyes kettdsviszonya megegyezik a
pontokat tetszbleges kiilsé pontbdl vetitd sugdrnégyes kettdsviszonydval, illetve,
dudlisan, sugdrnégyes kettdsviszonya megegyezik az egyeneseket tetszdleges
tovdbbi egyenessel elmetszve kapott pontnégyes kettdsviszonydval.

3.9. Kovetkezmény. (Pappos-Steiner) A perspektivitdisok kettdsviszonytartd
leképezések, azaz ha az A, B, C', D kollinedris pontokat eqy P pontbol vetitve
az A', B', C', D' pontokat kapjuk, akkor (ABCD) = (A’B'C'D").
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Bizonyitas: Az el6zo tétel alapjan a PA, PB, PC, PD egyenesek kettdsviszonya
mind az (ABCD), mind az (A’B’C’'D’) kettOsviszonnyal megegyezik. m

A sugarnégyes kettOsviszonyanak fogalmat felhasznélva értelmezhetjiik négy
végtelen tdvoli pont kettdsviszonydt is. Rogzitsiink egy tetszoleges P pontot a
sikban, és ezt az Ay, Boo, Coo, Doo pontokkal Gsszekotd egyenesek legyenek
rendre a, b, ¢, d. Ekkor (Ao BooCooDso) := (abed). Ez az érték fliggetlen a P
pont megvalasztasatol, ugyanis a P pont egy tovabbi megvalasztasa esetén ka-
pott sugdrnégyes eltolassal atvihet6 az eredeti sugarnégyese, igy a kettésviszony
definiciéjaban szerepld szogek valtozatlanok.

3.10. Allitas. Legyenek adottak az A, B, C kollinedris pontok, és a #0,1
valds szam. Ekkor egy és csak egy olyan D pont létezik, amelyre (ABCD) = \.

Bizonyitds: Az (ABCD) = X feltételbdl adédéan

(ABO) _ |
(ABD)
azaz D) — (ABC’)'

Itt az egyenlOség jobb oldalan egy megadott valds szam szerepel, igy ha ez nem
—1, akkor az osztdviszonyra vonatkozd megfeleld tételbol kovetkezik allitasunk.
Amennyiben a jobb oldalon szereplé valés szam —1, D a tekintett pontok
egyenesének végtelen tdvoli pontja. A = 1 esetén C' = D addédna, azonban a
kettésviszony definicidjaban feltettiik, hogy a négy tekintett pont kiillonbozé. m

A Pappos-Steiner tétel alapjan tehdt a valds projektiv sikon a perspekti-
vitdsok kettOsviszonytartd leképezések, ez azonban azt jelenti, hogy azok véges
kompozicidi, tehat a projektivitdsok is kettdsviszonytarto leképezések. Ebbol
kovetkezik, hogy a wvalds projektiv sikon teljesil a projektivitisok alaptétele.

Adjuk meg ugyanis a sik egy e egyenesén az A, B, C, és az €' egyenesen
az A', B’, C' pontokat. Ha egy projektivitdsndl A képe A’, B képe B’ és C
képe C’, akkor az e egyenesen egy tetszéleges tovabbi D pontot tekintve annak
képe csak e’ azon egyértem(i D’ pontja lehet, amelyre (ABCD) = (A’B'C'D’)
teljesiil. Tehdt valéban, az (ABC) és (A’ B'C") éltal meghatdrozott projektivitds
egyértelmii.

Mivel a fundamentélis tulajdonsdg és a Staudt-tulajdonsig ekvivalens a pro-

jektivitasok alaptételével, kovetkezik, hogy e két tulajdonsag is teljestil a valds
projektiv sikon.
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4. Desargues-féle és Pappos-féle projektiv sikok

4.1. Definicié. Legyen adott egy projektiv sikon hdrom nem kollinedris pont: A,

=
B és C. ABC haromszogdn a hdrom pont, valamint az AB, jﬁ és %’ egyenesek
unidjdt értjik. A pontokat hdromszdg csucsainak, a széban forgd egyeneseket a
hdromszdog oldalegyeneseinek hivjuk.

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az ABC és A'B’C’' hdromszigek pers-

— —
pektivek az O pontra nézve, ha az O pont az AA’, BB’ és CC' egyenesek
mindegyikére illeszkedik.
Azt mondjuk, hogy az ABC és A'B’'C’ hdromszogek perspektivek a t egye-
g — —— —
nesre/tengelyre nézve, ha az AB N A’'B’, jﬁ NAC és B<? N B'C" pontok
mindegyike illeszkedik a t egyenesre.

4.3. Definicié. FEgy projektiv sikot Desargues-félének nevezink, ha benne
bdarmely két, pontra nézve perspektiv hdromszég tengelyre nézve is perspektiv.

Nem Desargues-féle projektiv stk példdul a Moulton-féle projektiv sik. A
Moulton-féle affin sik konstrukciéja a kovetkezd. Legyen P a valds affin sik
((z,y) € R?) pontjainak halmaza. Legyen £; a sik nempozitiv meredekségii
egyeneseinek és fliggbleges egyeneseinek halmaza. Lo alljon az aldbbi mdédon
nyert egyenesekbdl. Tekintsiik a sik pozitiv meredekségli egyeneseit. Ezen egye-
nesek Osszes pozitiv y-koordinataju pontjanak y koordinatajat valtoztassuk a
felére. Legyen L := L4 U Lo, T :=€. Ekkor (P, L,Z) affin sik. Ezen affin sik
projektiv lezartja a Moulton-féle projektiv sik.

A lenti dbra a Desargues-tulajdonsag duélisara mutat ellenpéldat a Moulton-
sikon, azonban a kovetkezo allitas értelmében ebbél kovetkezik, hogy a Moulton-
stk nem Desargues-féle.

A Moulton-sik nem Desargues-féle.

4.4. Allitas. A Desargues-féle projektiv sikok ondudlis osztdlyt alkotnak.
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A Desargues-tulajdonsigbdl kovetkezik a dudlisa.

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy egy projektiv sik Desargues-féle. Ekkor az, hogy a
sik dudlisa is Desargues-féle, ekvivalens azzal, hogy a sikban teljesiil a Desargues-
tulajdonsag dudlisa. Tehat elegendd azt igazolnunk, hogy a sikban a t tengelyre
nézve perspektiv PQR és P'Q’R’ haromszogek pontra nézve perspektivek. Ve-
= = — e
zessitk be a kévetkezd jeloléseket: QR N Q'R’ =: {D}, PRN P'R’ =: {E},
% N IW =: {F}. Ekkor a PP'E és QQ'D héaromszogek perspektivek az F'
pontra nézve. fgy e két haromszog tengelyre nézve is perspektiv. A perspekti-
vitds tengelyének harom pontja R, R’ és PP’ N QQ’ =: {O}. E hdrom pont
kollinearitdsa pontosan azt jelenti, hogy a PQR és P'Q’R’ hdromszogek pers-
pektivek az O pontra nézve. m

4.5. Tétel. Ha egy projektiv sikon teljesil a fundamentdlis tulajdonsdg, akkor
Desargues-féle.

Bizonyitds: Tekintsiik a stk PQR és P'Q’R’ haromszogeit, és tegyiik fel, hogy
<

e két hdromszég az O pontra nézve perspektiv. Legyen QR N Q'R =: {D},

— —

RPNRP' =:{E} és PQN P'Q’" =: {F}; feladatunk megmutatni, hogy a D, E

és F pontok kollinedrisak. Vezessiik be az OP N DE =: {A}, OQ N DE =: { B}
= E D

és ORNDE =: {C} jeloléseket. Ekkor (OPAP')A(ORCR') A (OQBQ’) teljesiil,

igy O a (PAP') és (QBQ') ponthdrmasok altal meghatdrozott projektivitds in-

varians pontja. Ebbdl kévetkezéen a fundamentalis tulajdonsag alkalmazédsaval
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A fundamentdlis tulajdonsagbdl kovetkezik a Desargues-tulajdonsag.

>
az utébbi projektivitas perspektivitas, a perspektivitds centruma pedig a PQ)
és P'Q)" egyenesek F metszéspontja. Mivel ezen perspektivitdsban az A p<0.>nt

képe B, az F pont illeszkedik ezen két pont egyenesére, ami megegyezik a DF
egyenessel. Fzzel belattuk, hogy a D, F és F' pontok kollinedrisak. m

4.6. Definicié. Egy projektiv sikot Pappos-félének neveziink, ha benne
tetszbleges két A, B, C és A’, B’, C' kollinedris ponthdrmas esetén az AB' N
A'B =:{P}, AC'NA'C =:{Q}, BC"NB'C =: {R} ponthdrmas is kollinedris.

4.7. Allitas. A Pappos-féle projektiv sikok ondudlis osztdlyt alkotnak.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy egy projektiv sik Pappos-féle. Ahhoz, hogy a sik
duélisa is Pappos-féle, az el6z6ekhez hasonldéan elegendd azt bealtni, hogy a sikon
igaz a Pappos-tulajdonsdg dudlisa. Megmutatjuk tehat, hogy ha a, b, ¢ és d/,
b, ¢’ két konkurrens egyeneshdrmas, akkor a p, ¢, 7 egyenesek is konkurrensek,
ahol p az a Nb és a’ Nb pontokra, ¢ az aNc’ és a’ N c pontokra és r a bN ¢’
és b’ N ¢ pontokra illeszkedd egyenes. Tekintsiik a ¢ egyenesre illeszkedé a N b,
b Nrésa Ng;illetve a ¢ egyenesre illeszkedd a’ N, bNr és a N ¢ pontokat.
A Pappos-tulajdonsagot ezen két kollinearis ponthdrmasra alkalmazva, az rNgq,
aNb és a’ Nb ponthdrmasok kollinedrisak. Mivel az utébbi két pont egyenese
p, ez valéban a p, q és r egyenesek konkurrens voltat jelenti. m

4.8. Tétel. Ha egy projektiv sikon teljesil a fundamentdlis tulajdonsdg, akkor
a sik Pappos-féle.
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A fundamentédlis tulajdonsagbdl kévetkezik a Pappos-tulajdonsédg.

— — = —

Bizonyitds: Vezessik be az AB' N CA' =: {J}, ABnN A'B’" =: {E} és
—
AC' N CB' =: {K} jeloléseket.

A ol
Ekkor (APJB') A (ABCE) A (KRCB') teljesiil. Ekkor B’ az (AP.J) és (K RC)
pontharmasok altal meghatarozott projektivitds invarians pontja. Igy a funda-
mentalis tulajdonsé&)lapjén ezen projektivitas perspektivitas, a perspektivitas
centruma pedig az AK és JC' egyenesek @) metszéspontja. Mivel ezen perspek-

tivitdsban a P pont képe R, valéban a P, (Q és R pontok kollinearitdasa adédik.
[

A fenti tétel megforditasa is teljesiil, ezt nem bizonyitjuk.

4.9. Tétel. Egy projektiv sik pontosan akkor Pappos-féle, ha teljesil benne a
fundamentdlis tulajdonsdg.
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A fundamentalis tulajdonsdg, a projektivitasok alaptétele illetve a Staudt-
tulajdonsag tehat egyarant ekvivalensek a Pappos-tulajdonsaggal. Szintén bi-
zonyitas nélkiil jegyezziik meg, hogy mar az aldabbi, a Staudt-tulajdonsédgnal
latszdlag gyengébb feltétel is ekvivalens a Pappos-tulajdonsaggal.

4.10. Tétel. (Schieiermacher) Ha egy projektiv sik tetszbleges egyenesét
onmagdra képezd minden olyan projektivitds, amelynek van ot fizrpontja, iden-
titdas, akkor a sik Pappos-féle.

A fundamentdlis tulajdonsdg és a Pappos-tulajdonsag ekvivalencidjabol
adodik a kovetkezo tétel.

4.11. Tétel. (Hessenberg) Minden Pappos-féle projektiv sik Desargues-féle.

Megjegyezziik, hogy a megforditas nem teljesiil, ugyanis konstrualhaté olyan
projektiv sik, amely Desargues-féle de nem Pappos-féle. Véges projektiv sikok
korében azonban ez nem lehetséges: ha egy véges projektiv sik Desargues-féle,
akkor Pappos-féle.

Azt a tényt, hogy a Staudt-tulajdonsdghdl kévetkezik a Pappos-tulajdonség,
a kiilonbozo tartdegyenesii pontsorok kozotti projektivitasok tengelyének
vizsgalataval is beldthatjuk.

2.15. bizonyitdsanak elsd részében az e tartéegyenesii pontsor tetszéleges A
elemét valasztva hataroztunk meg olyan pontsort, amely a két projektiv pontsor
mindegyikével perspektiv helyzeti. Felmeriil a kérdés, hogy ez az egyenes (a
projektivitds tengelye) fiigg-e az A pont megvilasztdsatél. Megmutatjuk, hogy
a valasz nemleges.

4.12. Allitas. Tekintsiink eqy olyan projektiv sikot, amely eleget tesz a Staudt-
féle tulajdonsdgnak. Tekintsiink a sikon az e és €' tartdeqyenest pontsorok kézotti
tetszéleges projektivitast, és legyen az e egyenes eqy A pontjinak projektiv képe
A’ Az A’ tartéponti sugdrsor minden elemének feleltessik meg az A tartéponti
sugdrsor eqy elemét a kovetkezd mddon. Ha az A’ tartépoMsugdrsor x eleme

az e egyenest az X pontban metszi, akkor x képe legyen az AX' egyenes, ahol X'
az X pont projektiv képe. A két sugdrsor kézott ilyen modon nyert perspektivitds
tengelye fliggetlen az e egyenes A pontjinak megvdlasztasatol.

Bizonyitds: Kordbban mar igazoltuk, hogy az A és A’ tartéponti sugdrsorok
kozott megadott leképezés valéban perspektivitas. Jelolje a perspektivitas ten-
gelyét t, és legyen az e és e’ egyenesek metszéspontja M. Az e és €’ tartéegyenesii
pontsorok kozotti projektivitast az el6z6 bizonyitasban latott mdédon &llitsuk
elé az az e egyenes pontjait A’-b6l t-re, és a t pontjait A-bdl e'-re vetitd pers-
pektivitdasok kompozicigjaként. Ezen el6allitasbdl lathatd, hogy az e egyenesre
illeszked6 M pont képe a projektivitasban e’ és t metszéspontja, az €’ egye-
nesre szintén illeszkedé6 M pont 6sképe a projektivitasban pedig az e egyenes és
t metszéspontja. Ezen két pont viszont nem fiigg az A pont megvalasztdsatol,
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A e

A projektivitas tengelye.

csak a megadott projektivitastél, és e két pont egyértelmiien meghatarozza a t
egyenest, igy a t egyenes is fiiggetlen az A pont megvélasztasatol. m

A fenti allitasbol mér kovetkezik, hogy a Staudt-féle tulajdonsagbdl kévet-
kezik a Pappos-tulajdonsig. Legyen ugyanis a Pappos-konfiguraciéban szerepld
A, B, C pontok egyenese ¢; az A’, B’, C' pontok egyenese €', és tekintsiik
ezen két tartéegyenesli pontsor kozott azt a projektivitdst, amit az (ABC') és
(A’B'C") ponthdrmas hatdroz meg. Jeloljiik ezen projektivitds - az elézéek sze-
rint egyértelmii - tengelyét t-vel. Az elézé allitas alapjdn lathatd, hogy a P, Q
és R pontok mindegyike illeszkedik a t egyenesre, tehat valoban kollinearisak.
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5. Harmonikus pontnégyesek

5.1. Definicié. Legyen adott eqy projektiv sikon négy pont, A, B, C és D, me-
lyek kozdtt nincsen hdrom kollinedris. Az ABC D teljes négyszogon a négy pont,
. H?H?H’H o
valamint az AB, AC, AD, BC, BD és CD egyenesek unidjat értjik. A pontokat
négyszog csucsainak, a szoban forgd egyeneseket a négyszog oldalainek hivjuk.
QL@_)% ,<—>f% 9y négyszog oldala vi]

Az ABNCD, ACNBD és ADNBC' pontokat a teljes négyszég atléspontjainak
nevezzik. A hdarom dtléspont dltal meghatdrozott hdromszdég oldalegyeneseit a
teljes négyszog atldinak mondjuk. Egy dtlosponttal szemkoztes dtlon a teljes
néqgyszog azon dtlgjat értjik, amelyre az adott pont nem illeszkedik.

A teljes négyszog dudlisa a teljes négyoldal.

5.2. Definicid. Legyen adott egy projektiv sikon négy egyenes, a, b, ¢ és d,
melyek kdzott nincsen hdrom konkurrens. Az abed teljes négyoldalon a négy
egyenes, valamint az a N'b, aNec, aNd, bNec, bNd és cNd pontok uniojdt
értjiik. A pontokat négyoldal cstucsainak, az eqyeneseket a négyoldal oldalainak
hivjuk. Az aNb éscnNd, and és bNec, illetve az a Nc és b N d pontokat
osszekotd egyeneseket a teljes négyoldal atldinak nevezzik. A hdrom dtlo dltal
meghatdrozott hdromszég cstucsait a teljes négyoldal atléspontjainak mondjuk.
Egy dtlosponttal szemkoztes dtlon a teljes négyoldal azon dtlojdt értjik, amelyre
az adott pont nem illeszkedik.

5.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy projektiv sik eleget tesz a Fano-
axiomanak, ha benne egyetlen teljes négyszog dtlospontjai sem kollinedrisak.

A Fano-sik példaul nem tesz eleget a Fano-axiomanak. Kés6bb megindokol-
juk, hogy a valés projektiv sik eleget tesz a Fano-axiémaénak.

5.4. Allitas. A Fano-aziémdnak eleget tevd projektiv sikok ondudlis osztalyt
alkotnak.

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy egy projektiv sikon teljesiil a Fano-axiéma. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor a sikon teljesiil a Fano-axiéma dudlisa is, azaz egyetlen
teljes négyoldal atl6i sem konkurrensek.

Tekintsiik az ag, a1, asz, az egyenesek altal meghatarozott teljes négyoldalt,
jelolje dy, do és ds ezen teljes négyoldal atloit. Tekintsiik azon teljes négyszoget,
amelynek cstcsai {Ag} :=a; Nasz, {41} := a3 Nag, {42} :=agNagy és {4z} :=
ag N as. Ezen teljes négyszog atléspontjai {D1} := ag Nay, {Da2} := da Nds
és {R} D3 := az N as. Ekkor lathat6, hogy D; és Dy illeszkedik dj-re. A Fano-
axioma miatt D1, Do és D3 nem kollinearis, igy di, de és d3 nem lehet konkur-
rens. Ellenkez6 esetben ugyanis ds és d3 koz6s pontja, azaz Do illeszkedne a dy
egyenesre, ami a D és D3 pontok egyenese. m

5.5. Definicié. Egy projektiv sikon az A, B, C, D kollinedris pontokrdl azt
mondjuk, hogy harmonikus pontnégyest alkotnak, ha van olyan teljes négyszog,
melynek A és B csicsai, C dtlospontja, és D a két tovdbbi atlospontra illeszkedd

7z H 7’ .
egyenes és az AB oldal metszéspontja.
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A Fano-axiémabodl kovetkezik a dudlisa.

5.6. Definicié. Egy projektiv sikon az a, b, ¢, d konkurrens egyenesekrdl azt
mondjuk, hogy harmonikus sugarnégyest alkotnak, ha van olyan teljes négyoldal,
melynek a és b egyenesei, ¢ dtloja, és d a két tovabbi dtlo metszéspontjdra és
a N b-re illeszkedd egyenes.

Egyszertien lathaté a kévetkezo allitas:

5.7. Lemma. Ha eqy projektiv sik eleget tesz a Fano-axiomdnak, tetszdleges
(ABCD) harmonikus pontnégyes esetén a C' és D pontok kilonbdzdek.

5.8. Lemma. Ha (ABCD) harmonikus pontnégyes, akkor (ABDC)) is harmo-
nikus pontnégyes.

Bizonyitds: Te(giik fel, hogy az ABPQ teljes négyszog atléspontjai R, S és C,
tovabba %ﬂAB a D pont. Ekkor az ABRS teljes négyszognek D atléspontja,
C pedig a J% atléra illeszkedik, {gy (ABDC) is harmonikus pontnégyes. m

5.9. Allitas és definicié. Tetszbleges A, B, C kiilonbozd kollinedris pontok-
hoz létezik olyan D pont, melyre (ABCD) harmonikus pontnégyes. Ha a sik
Desargues-féle, ez a D pont egyértelmi. Az igy meghatdrozott D pontot a C
pont A és B pontokra vonatkozé harmonikus konjugéltjdnak vagy harmonikus
tarsdnak nevezzik.

Bizonyitds: A feltételnek megfelelé D pont létezésének igazolasdhoz megmutat-

juk, hogy van olyan teljes négyszog, amelynek két csticsa A és C, és egy atléjara
illeszkedik a B pont. Tekintsiink egy tetszOleges PQR haromszoget, melynek
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A C pont A és B pontokra vonatkozé harmonikus konjugéltjanak szerkesztése.

<Q_I>% oldalegyenesére illeszkedik A, I<%—I>3 oldalegyenesére illeszkedik B, és H)Q ol-
dalegyenesére illeszkedik C'. Legyen ekkor AP N % =: {S}; a keresett D pont
}%k és 1<4_B> metszéspontjaként kaphato.

Az egyértelmiiség igazolasdhoz tekintsiink két kiilonb6z6, a harmonikus

S'

A harmonikus tars egyértelmiisége Desargues-féle projektiv sikokon.

pontnégyes definici6jaban szerepld teljes négyszoget. Legyenek az egyik teljes
négyszog csucsai A, B, P, Q; C-t8] kiilonbo6z6 dtléspontjai R és S; a méasik teljes
négyszog csucsai A, B, P/, Q'; C-t4] kiilonbozd atléspontjai R és S’. Megmu-
tatjuk, hogy RS és R'S’ AB-vel valé metszéspontjai megegyeznek. A feltételek
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alapjdn a PQR és P’'Q’'R’ héromszogek az E egyenesre nézve perspektivek,
igy a Desargues-tulajdonsag dudlisat felhasznédlva pontra nézve is perspektivek;
jelolje a perspektivitds centrumdt O. Hasonléan, a PQS és P'Q’S’ hérgszégek
is perspektivek az /ﬁ egyenesre nézve, igy az O pont illeszkedik az S5’ egye-
nesre is. Igy az RSP és R'S'P’ haromszogek az O pontra nézve perspektivek,
ezért a Desargues-tulajdonsag alapjan tengelyre nézve is. Ebbé&l kovetkezik, hogy

?  Sora . , . ) 14 4
az RS és R'S’ egyenesek A és B egyenesén metszik egymaést, ezzel az allitast
igazoltuk. m

5.10. Allit4s. Négy kollinedris pont pontosan akkor alkot harmonikus
pontnégyest, ha wvan olyan teljes négyszog, amelynek két tekintett pont
atlospontja, a mdsik kettd pedig ezen pontok dltal meghatdrozott dtlo
metszéspontja két oldalegyenessel.

Bizonyitds: Tegyiik fel el6szor, hogy az (ABC D) pontnégyes harmonikus. Ekkor
> =
van olyan ABPQ teljes né <—§ys(2j melyre AB é 3 €s PQ) metszéspontja D, valamint

<y
C illeszkedik az {Y'} := AQNBP és {X} := APHBQ pontok egyenesére. Ekkor
XPYQ@Q a kivant tulajdonsagu teljes negys%%; ugyanis A és B ebben a teljes

négyszogben atléspontok, C illeszkedik az XY oldalegyenesre, D illeszkedik a

P() oldalegyenesre.
Megforditva, tegyiik fel, hogy az (ABC D) pontnégyeshez van olyan PQRS
< <

teljes négyszog, amelynek PS oldalegyenesére illeszkedik C'; QR oldalegyenesére

—
illeszkedik D, PQ) N RS atléspontja B, valamint PRN Q.S atléspontja A. Ekkor
az AQBR teljes négyszdgnek A és B csicsai, D atléspontja, C pedig illeszkedik
a méasik két atléspont egyenesére, igy (ABC D) val6ban harmonikus pontnégyes.
u

5.11. Allit4s. Desargues-féle projektiv sikon harmonikus pontnégyessel pers-
pektiv helyzetii eqgyenesek harmonikus sugdrnégyest alkotnak, és forditva, har-
monikus sugdrnéqgyessel perspektiv helyzetid pontnégyes harmonikus.

Bizonyitds: Tekintsiink egy (ABC D) harmonikus pontnégyest, és legyen ABEF
olyan teljes négyszog, melynek C egy atléspontja, D pedig illeszkedik a C-vel
szemkoztes atléra, és a perspektivitds S kozéppontja egy tovabbi atléspont.
A harmonikus negyedik egyértelmiisége alapjan belathato, hogy ilyen teljes
négyszog tetszoleges elére megadott, a pontnégyes egyenesére nem illeszked6
S ponthoz létezik.

—— s
Vetitsiik S-b6l az (ABCD) pontokat. Ekkor SA és SC az ABEF teljes
Ryl v S v 4
négyszog AB, BE, £>F, Fg)ldalegyenesei altal meghatarozott teljes négyoldal
két atloegyenese, SB és SD ugyanezen teljes négyoldal S atléspontjat koti

Ossze egy-egy csucsponttal. 5.10. miatt a dualitas elve alapjan egy konkurrens
sugarnégyes pontosan akkor harmonikus, ha van olyan teljes négyoldal, mely-
nek két tekintett egyenes atléegyenese, a két tovabbi egyenes pedig az egyenesek
metszéspontjaként kaphaté atléspontot két tovabbi csicsponttal koti Gssze. fgy

1
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A D B C

Harmonikus pontnégyest vetitve harmonikus sugdrnégyest kapunk.

valéban, az S pontbdl a harmonikus pontnégyest harmonikus sugarnégyessel
vetitettiik.
Az Aallitas megforditasa a dualitds elve alapjan kovetkezik. m

Mivel a projektivitasok véges sok perspektivitds kompoziciéjaként dllnak elo,
azonnal adodik az aldbbi kovetkezmény.

5.12. Kovetkezmény. Desargues-féle projektiv sikon harmonikus pontnégyes
projektiv képe harmonikus pontnégyes.

5.13. K6évetkezmény. Ha egy Pappos-féle projektiv sikon (ABCD) és
(A'B'C'D’) egyardnt harmonikus pontnégyesek, akkor (ABCD) A (A'B'C'D’).

Bizonyitds: Tekintsiik az (ABC') és (A’ B'C") pontnégyesek &ltal meghatérozott
projektivitdst. Mivel (ABC D) harmonikus pontnégyes, az eléz6 kovetkzemény
miatt D képe az a D" pont, amelyre (A’B’C’'D") harmonikus pontnégyes. A
harmonikus tdrs egyértelmiisége miatt ekkor D’ = D" tehdt a tekintett projek-
tivitasndl D képe valéban D’. m

5.14. Allitas. Ha egy Pappos-féle projektiv sik eleget tesz a Fano-
tulajdonsdgnak, akkor a sik egy kollinedris (ABCD) poninégyese akkor és
csak akkor harmonikus, ha (ABCD) A (BACD).

Bizonyitds: Tegyiik fel elészor, hogy (ABCD) harmonikus pontnégyes. Legye-
nek a harmonikus pontnégyes definicidjdban szerepld teljes négyszog cstcsai A,

<=y T =y
B, E, F;(iz> AB N EF atléspont C, a tovabbi atléspontok G és H, melyek
egyenese AB-t D-ben metszi. Ekkor

G H
(ABCD) A (EFCX) A (BACD).

Megforditva, tegyiik fel, hogy (ABCD) A (BACD). Legyen C' (AB)-re vo-
natkozé harmonikus térsa D', és tegyiik fel, hogy D’ # D. Ekkor (ABCD')
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Ha (ABCD) harmonikus pontnégyes, akkor (ABCD) A (BACD).

harmonikus pontnégyes, {gy az éllitas els része miatt (ABCD’')A(BACD'). Ez
a projektivitas és a feltételben szereplé projektivitas is A-hoz B-t, B-hez A-t és
C-hez C-t rendeli, igy a projektivitdsok alaptétele miatt a két projektivitas meg-
egyezik. Ennél a projektivitdsnal D és D’ egyarant fixpontok. Mivel C is fixpont,
a Staudt-tulajdonsdgbdl adédéan a projektivitds az identitds. Azonban A # B
és A képe B, igy az az indirekt feltevésiink, hogy D’ # D, ellentmonddshoz
vezet. Tehdt D’ = D és (ABC D) harmonikus pontnégyes. m

5.15. Kovetkezmény. A walds projektiv sik eqy kollinedris pontnégyese pon-
tosan akkor harmonikus, ha kettésviszonya —1.

Bizonyitds: 5.14. miatt (ABCD) akkor és csak akkor harmonikus pontnégyes,
ha (ABCD)A(BACD). A Pappos-Steiner tétel miatt ez a valés projektiv sikon
(ABCD) = (BACD) teljesiilésével ekvivalens. A kettdsviszony tulajdonsdgaibdl

adédik, hogy (BACD) = m. Igy azt kaptuk, hogy (ABCD) akkor és csak
akkor harmonikus pontnégyes, ha
(ABCD) = ——
- (ABCD)’

Ez utébbi egyenldség csak (ABCD) = 1 vagy (ABCD) = —1 esetén teljesiil.
(ABCD) = 1 azonban azt vonna maga utén, hogy C = D teljesiil, ami a Fano-
tulajdonsag miatt lehetetlen. Ez allitdsunk igazsidgat jelenti. m

5.16. Allitas és definicio. Legyen adott egy Desargues-féle projektiv sikon egy
PQR hdromszog, és legyen S a sik eqy tetszbleges pontja, amely a hdromszog

> <=
egyetlen oldalegyenesére sem illeszkedik. Legyen QRN SP =: {A}, RPN SQ =:
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Ry d <

{B}, PQ N SR =: {C}. Legyenek A, B és C harmonikus konjugdltjai a
hdromszdg megfelels csiucsaira nézve D, E és F. Ekkor a D, E, F ponthdrmas
kollinedris, egyenesiiket az S pont PQR haromszogre vonatkozd harmonikus
polérisanak nevezziik.

Megforditva, ha adott eqy s egyenes, amelynek a hdromszég oldalaival alko-
tott metszéspontjait D, E és F jeloli, jelolje az D, E, Fpontok megfeleld
hdromszégcsicsokra vonatkozd harmonikus konjugdltjait A, B és C. Ekkor ezen
pontokat a hdromszég szemkoztes csiucsaival osszekdtve hdrom konkurrens egye-
nest kapunk, melyek kéz6s ponjit az s egyenes haromszogre vonatkozé harmo-
nikus pélusdnak hivunk.

S harmonikus poldrisa a D, E, F' pontok egyenese.

Bizonyitds: Az Aallitds els6 részének beldtdsahoz tekintsik a PQR és
ABC' haromszogeket, melyek az S pontra nézve perspektivek. A Desargues-
tulajdonsag miatt ezen haromszogek tengelyre nézve is perspektivek, amely ten-
gely 67?/ oldalegyenessel alkotott metszéspontja legyen D', ﬁ% oldalegyenessel
alkotott metszéspontja legyen E’, és P() oldalegyenessel alkotott metszéspontja
legyen F'. A BQRC teljes négyszoget tekintve 1ldthatd, hogy (QRAD’) harmo-
nikus pontnégyes, és mivel az A pont @) és R pontokra vonatkozé harmonikus
tarsa egyértelmt, D’ = D. Hasonléan, E' = E és F' = F. lgy D, E, F valéban
kollinearisak.

Az allitas megforditasa a dualitas elvének felhasznaldsaval adodik. m
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6. Involuciok

Ebben a fejezetben feltételezziik a fundamentdlis tulajdonsdg és a Fano-azxioma
teljestilését.

6.1. Definicié. Azokat a pontsorokat vagy sugdrsorokat énmagukra képezd pro-
jektivitdsokat, amelyek négyzete az identitds, involicidknak nevezzik.

6.2. Lemma. Ha egy pontsort onmagdra képezd projektivitdas esetén valamely
A pontra A” = A teljesiil, azaz a projektivitds a pontsor két elemét felcseréls,
akkor a leképezés involicio.

Bizonyitds: Tekintsiik a pontsor tetszéleges tovabbi X elemét, annak pro-
jektiv képét jeloljiikk X'-vel. Ekkor az involicié definicidja alapjan (AA’ X X’) A
(A’AX'X"). Az 2.5. 4llitdsb6l addédéan (A'AX'X") A (AA'X"X"), igy
(AA'XX") A (AA' X" X"). A Staudt-tulajdonsdg alapjdn azonban ez csak X =
X" esetén lehetséges, tehdt a leképezés involiicid. m

Az involiicié a pontsor elemeit ,,pontparokba” rendezi, ezért ha A képe A’,
azt gy is kifejezhetjiik, hogy (AA’) az involicié egy megfeleld pontpérja.

6.3. Kovetkezmény. Egy involiciot két megfeleld pontpdria egyértelmiien
meghatdroz.

Bizonyitds: Legyen (AA’) és (BB’) két megfelel6 pontpar. Tekintsiik az
(AA'B) és (A’ AB’) ponthdrmasok dltal meghatdrozott projektivitdst. Az elézd
lemmabdl adédbéan ez a projektivitds involtcié, mivel az A és A’ pontokat fel-
cseréli, ebb8l adéddan a B’ pont képe valdoban B. A projektivitdsok alaptétele
miatt mas ilyen involicié nincs. m

6.4. Kovetkezmény. Egy pontsor (AA"), (BB’) és (CC") pontpdrjai pontosan
akkor megfeleld pontpdrok egy involicidban, ha (ABCC') A (B'A’'CC").

Bizonyitds: Ha az (AA') és (BB') megfeleld pontparok &ltal meghatérozott
involiciéban (C'C') megfelel§ pontpér, akkor (ABCC')A(A'B'C'C) nyilvanvald,
és 2.5. miatt ez a kivant (ABCC")A(B'A'CC") 6sszefiiggést jelenti. Megforditva,
ha (ABCC")A(B'A’CC") teljestil, akkor ismét 2.5. felhasznéldsival (ABCC’) A
(A’B'C’'C), ami valéban azt jelenti, hogy (AA’), (BB’) és (CC") egy involicié
megfelel6 pontparjai. m

Amennyiben (AA’), (BB') és (CC’) egy involicié megfeleld pontpérjai,
szokés azt mondani, hogy (ABC)(A’'B'C") involutorikus hatos.

6.5. Allitas. Ha egy involicidnak wvan fixpontja, és nem identitds, akkor
egyértelmiien létezik tovdbbi fixrpont is. Az involicio megfeleld pontpdrjai ekkor
harmonikus konjugdltak a fixpontokra nézve.
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Fixponttal rendelkezé involtcié.

Bizonyitds: Jelolje M az involicié fixpontjét, és legyen (AA’) egy megfeleld
pontpar. Tekintsiink egy tetszOleges, az involicié tartéegyenesétdl kiillonb6zo
s egyenest, amelyre az M pont illeszkedik, illetve egy O pontot, amely egyik
szoban forgd egyenesre esem illeszkedik. Tekintsiik azt az O koézéppontd pers-
pektivitast, amely az involucié tartéegyeneséne(k_pfntjaihoz rendeli az s egye-

<
nes pontjait, és jelolje A1 az sNOA, Ay az sNOA’ pontot. Legyen tovabbd az
—— o P
A1 A’ és As A egyenesek metszéspontja P. Ekkor (AA' M)A (A1 Ao M)A (A'AM),
azaz egy O és egy P centrumu perspektivitds kompozicidjaként all el az in-
voltcié. Tekintsitk az AA’A;As teljes négyszoget. A Fano-tulajdonsidg miatt

M nem illeszkedik az OP egyenesre, igy annak az involicid tartéegyenesével
alkotott metszéspontja kiillonbozik M-t6l, jeldlje ezt a pontot N. Ekkor N fix-
pont. Az elébb emlitett teljes négyszog egy oldala az involucid tartéegyenese,
igy lathatd, hogy (AA’M N) harmonikus pontnégyes. Tovabbi fixpont létezése
esetén a Staudt-tulajdonsdg miatt a leképezés az identitas volna, igy kovetkezik,
hogy M és N az involicié Gsszes fixpontja. m

Egy involuciét elliptikusnak vagy hiperbolikusnak hivjuk aszerint, hogy fix-
pontjainak szama 0 vagy 2. Az el6z6 allitasbdl adédéan nincs olyan involicid,
amelynek pontosan egy fixpontja volna, vagyis parabolikus lenne. Sokszor azon-
ban parabolikus involicidként emlitjiik azt a leképezést, amely egy pontsor Gsszes
eleméhez a pontsor ugyanazon elemét rendeli.

Az el6z6 allitasbol kovetkezOen egy hiperbolikus involuciét a két fixpontja
egyértelmiien meghatarozza.

6.6. Lemma. Ha (MN) megfeleld pontpdr az (AA;) és (BB1) valamint az
(A’Ay) és (B'By) megfeleld pontpdrok dltal meghatdrozott involicidkban, akkor
megfeleld pontpdr az (AB') és (BA') megfeleld pontpdrok dltal meghatdrozott
involucioban is.

Bizonyitds: A 6.4. kévetkezmény miatt ha (M N) megfeleld pontpar az (AA;)
és (BBp) megfelel6 pontparok dltal meghatérozott involiciéban, (M NAB) A
(MNB; Ay) teljesiil. Mivel (M N) megfelelé pontpér az (A’A;) és (B'By) meg-
felel§ pontpérok altal meghatdrozott involiciéban is, (MN B A1) A (MNA'B’)
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is igaz. Igy (MNAB)A(MNA'B'), ami a 6.4. kévetkezmény alkalmazésaval az
allitds igazsagat jelenti. m

6.7. Lemma. A Ki és K5 fixzpontok valamint az Ly €és Lo fixpontok dltal meg-
hatdrozott involicidkban pontosan akkor létezik kézés megfeleld pontpdr, ha a
(K1K3) és (L1Ls2) megfeleld pontpdrok dltal meghatdrozott involicid hiperboli-
kus; ekkor a kozos megfeleld pontpdrt ezen involicio M és N fixpontjai alkotjdk.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy M és N a két involicié k6zos megfelel6 pontparja.
Ekkor (MNK;K>s) és (M N L Ly) harmonikus pontnégyes, igy az M és N fix-
pontok altal meghatérozott involiciéban (K Ks) és (L1 Ls) valéban megfeleld
pontparok. Ezek alapjan az allitds megforditasa nyilvanvalé. m

6.8. Allitas. Egy pontsort vagy sugdrsort dnmagdra képezd tetszoleges projek-
tivitds felirhato legfeljebb két involicio kompozicidjaként.

Bizonyitds: Tekintsiik az (ABC') és (A’ B'C") ponthérmasok &ltal egyértelmiien
meghatdrozott projektivitast. Tegyiik fel, hogy C' nem fixpont. Tekintsiik az
(AB') és (BA’) megfelel§ pontparok dltal meghatérozott involicidt. Jeloljik a
C pont képét ebben az involiciéban D-vel. Ekkor ezen involiciét kompondlva
az (A'B’) és (C' D) megfelel§ pontparok dltal meghatdrozott involicidval, éppen
a kivant projektivitast kapjuk. m

Ha ismerjik egy involicié két megfelel6 pontparjat, akkor ahogyan
tetszéleges projektivitast, az involucidt is felirhatjuk legfeljebb harom perspekti-
vitas kompoziciéjaként, és igy meghatarozhatjuk tetszoleges tovabbi pont képét
az involticiéban. Pontok involiciés képének meghatarozasira tovabbi mddszert
ad az alabbi fontos tétel.

Desargues tétele a teljes négyszogrol.
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6.9. Tétel. (Desargues tétele a teljes négyszégrél.) Egy teljes négyszdg
szemkoztes oldalegyeneseit a stk barmely, a négyszog csucsaira nem illeszkedd g
egyenese eqy involiucid megfeleld pontpdrjaiban metszi.

Bizonyitds: Jelolje az XY ZV teljes négyszog szemkoztes oldalegyeneseinek a g
egyenessel alkotott metszéspontjait rendre A, A’; B, B’; C, C'. A 6.4. kovet-
kezmény értelmében elegendd beldtnunk, hogy (ABCC')A (B’ A'CC"). Vezessiik

= X Y
be az XY NZV =: {W} jelolést. Ekkor (ABCC') A (ZVWC') A (B'A'CC) tel-
jesil, igy az allitast igazoltuk. m

Végiil el6z6 tételtink dualisanak alkalmazdsara mutatunk példét.

6.10. Allitas. (A Newton-Gauss egyenes projektiv dltaldnositdsa.) Tekintstink
egy teljes négyoldalt, és egy, a négyoldal egyik csucsdra sem illeszkedd x egyenest.
Ekkor x-nek a négyoldal dtldegyeneseivel alkotott metszéspontjainak a négyoldal
szoban forgd dtloegyenesére illeszkedd csiucsokra vonatkozé harmonikus tdrsai
kollinedrisak.

A Newton-Gauss egyenes projektiv dltalanositdsa.

Bizonyitds: Legyenek a négyoldal egyenesei a, b, ¢, d. Legyen a N'b =: {A},
Nc =:{B Nd = {C}, bnd =: {D Nd = {E}, bNnc = {F
ane = (B}, end = {C}. bnd = (D}, and = {E}, brc = {F),
xNAC =: {P}, x N BD =: {Q}, N EF =: {R}. Jelolje P harmonikus tarsat
az A és C pontokra vonatkozdéan X, () harmonikus térsat a B és D pontokra
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vonatkozéan Y, R harmonikus tarsat az E és F pontokra vonatkozdéan Z. Azt
kell megmutatnunk, hogy X, Y és Z kollinearis.

Legyen PQ N XZ =: {M}. Ekkor Desargues teljes négyszogekre vo-
L, , . ) — — —— > ——
natkoz6 tételének dudlisa miatt (MA, MC), (MB,MD) és (ME,MF) egy
sugdrinvolicié megfelelé sugarpédrjai. Mivel M-b6l az (ACXP) és (EFZR)
pontnégyeseket vetitve egyarant harmonikus sugarnégyest kapunk, ennek a
sugdrinvoliciénak M P és M X a fixelemei. Mivel M-bél a (BDY Q) pontnégyest

—
vetitve is harmonikus sugarnégyest kapunk, Y illeszkedik az M X fixegyenesre,
ami allitasunk igazsagat jelenti. m

A Newton-Gauss egyenes projektiv dltaldnositdsa - masodik bizonyités.

Az elézd allitdst beldthatjuk a Desargues-tulajdonsag és a Pappos-
tulajdonsag alkalmazasaval is.

Legyen £ N CD =: V| és jeldlje (CD) harmonikus tarsit V-re vonatkozdan
J, (CE) harmonikus tarsit V-re vonatkozéan K, (DE) harmonikus tdrsat V-re
vonatkozéan L. Legyen tovabbd XJNY L =G, XKNZL=H,YKNZJ =: 1.

Mivel (VJCD) és (QY BD) egyarant harmonikus pontnégyes, (VJCD) A

. R d
(QY BD). Igy a fundamentélis tulajdonsdg miatt V@, JY és BC konkurrens,
=
vagyis JYNBC z-en metszi egymdst. Hasonléan, (RZFE) és (VKCE) egyarant
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harmonikus pontnégyes, igy (RZFE) A (VKCE) miatt ﬁ( N C<'_F>' z-en metszi
<eg_y}m&ist. Mivel BC = C<'—}>7, ez azt 'elen&)hogy T és % kozos pontjara J<—}>/ és
Z K egyarant illeszkedik, vagyis JY és ZK ki?z_('j)s poﬂa Z-en van.

<__)Haub;o—nl}c') gondolatmenettel kaphatd, hogy JX és ZL kozos pontja, valaming
YL és KX kozos pontja szintén z-re illeszkedik. Ebbol kovetkezik, hogy az Y JG
és KZH haromszogek z-re nézve perspektivek. Igy a Desargues-tulajdonsag
megforditasa (m.iimtt <zigét héro/mszég pontra nézve is perspektiv, a perspektivitas
kozéppontja YK N ZJ = 1. Igy GH is tartalmazza az I pontot, azaz G, H és
I kollinedris. Végiil a (GIH) és (K LJ) ponthdrmasokra alkalmazva a Pappos-
tulajdonsagot adodik, hogy X, Y és Z valéban kollinearisak.
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7. Centralis kollineacidok

7.1. Definicié. Legyenek (P,L,I) és (P',L',T") illeszkedési geometridk. A
© = (p1,92) leképezéspdrt izomorfizmusnak nevezzik, ha 1 : P — P’ és
w2 @ L — L bijektivek, tovabbd tetszbleges (X,1) € P x L esetén (X,l) € T
pontosan akkor teljesil, amikor (¢1(X),2(l)) € T'. Két illeszkedési geometridt
izomorfnak mondunk, ha létezik kézottik izomorfizmus.

Szokas izomorfizmusnak nevezni két illeszkedési geometria pontjainak hal-
mazai koz6tt megadott olyan bijektiv leképezéseket, amelyek kollinearis pontok-
hoz kollineéris pontokat rendelnek. Egy ilyen leképezés - ami a mi definiciénk
szerinti ¢ leképezés - egyértelmiien szarmaztat egy ¢o leképezést az egyenes-
halmazok ko6zott oly médon, hogy o tetszéleges e egyeneshez az e-re illeszked6
pontok képeinek kozos egyenesét rendeli.

7.2. Definicié. Egy illeszkedési geometriat énmagdra képezd izomorfizmusokat
kollineacidknak nevezziik.

A késébbiekben az egyszertiség kedvéért a kollinedcidk pontokon és egyene-
seken haté részét egyformén fogjuk jelolni, tehdt egy ¢ = (i1, ¢2) kollinedcid
esetén a 1 (X) pontot illetve a (1) egyenest ¢(X) illetve a ¢(1) jeldli.

Megallapodunk abban, hogy egy projektiv sik egy (p1,p2) kollinedciéjét
tekintve valamely P pont ¢1(P) képére egyszeriien a P’ valamely e egyenes
2 (e) képére egyszeriien az €’ jelolést hasznaljuk.

7.3. Definicié. Ha egy projektiv sik egy kollinedcidjdndl valamely C pontra
illeszkedd dsszes egyenes invarians, akkor azt mondjuk, hogy C a kollinedcid
centruma, és a kollinedciot centralis kollinedciénak nevezziik. Ha egy t egyenes
dsszes pontja fixpont, akkor a t egyenes a kollinedcio tengelye, és a kollinedciot
tengelyes kollineaciénak mondjuk.

A kollineacié centruma és tengelye dudlis fogalmak.

7.4. Lemma. Centrdlis kollinedcio esetén a centrum illeszkedik tetszdleges pon-
tot a képével osszekdtd egyenesre.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a tekin‘u?‘ci> kollinedcional A képe A’, és hogy a
kollinedcié C' centruma nem illeszkedik AA’-re. Ekkor a C'A egyenes kollinedcios

képe C'A’, viszont a centrum definiciéja miatt mindkettd fixegyenes. fgy a két
egyenes egybeesik, ami ellentmond feltevéstinknek. m

A definicié alapjan a kovetkezd lemma nyilvéanvald.

7.5. Lemma. Ha egy egyenesre illeszkedik egy kollinedcio két fixrpontja, akkor
az egyenes firegyenes az adott kollinedcicban. Dudlisan, bdrmely olyan pont,
amelyre két fivegyenes illeszkedik, a kollinedcio fixpontja.

7.6. Lemma. Ha valamely kollinedcionak két kilonbozdé centruma wvagy két
kilonbozd tengelye van, akkor az az identitds.
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Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy ha egy kollinedciénak két kiilonb6z6 tengelye
van, akkor az az identitds. A centrumra vonatkozé allitas dualitdssal adddik.

Tegyiik fel, hogy egy kollinedcionak t; és ty is tengelye. Ha egy pont il-
leszkedik ezen egyenesek barmelyikére, akkor a tengely definici6jabol adoddan
fixpont. Belatjuk, hogy a sik Osszes tobbi P pontja is fix. Tegyiik fel, hogy P
nem illeszkedik a tengelyek egyikére sem. Mivel P-re legaldbb harom egyenes
illeszkedik, biztosan van kozottiik két olyan, amelyek a tengelyeket kiilonb6z6
pontokban metszik. Mindkét egyenes két fixpontot kot Ossze, igy fixegyenes.
Kovetkezésképpen metszéspontjuk, azaz P fixpont. m

7.7. Lemma. Egy tengelyes kollinedcio barmely olyan fixpontja, amely nem
illeszkedik a tengelyre, centrum. Eqy centrdlis kollinedcio esetén barmely olyan
fixegyenes, amelyre nem illeszkedik a centrum, a kollinedcio tengelye.

Bizonyitds: Ismét csak az allitas els6 felét igazoljuk, az &llitds masodik fele
ebbdl kévetkezik a dualitds elve alapjan.

Tegyiik fel, hogy t a kollineacio tengelye, F' pedig t-re nem illeszkedd fixpont.
Legyen f tetszéleges olyan egyenes, amelyre illeszkedik F. Megmutatjuk, hogy f
fixegyenes, tehat F' a kollinedcié centruma. Mivel F' nem illeszkedik a tengelyre,
az f egyenes tengellyel valé T' metszéspontja kiilonbozik F-t6l. Mivel T fixpont,
az f egyenes két fixpontot kot Ossze, tehat fixegyenes. m

7.8. Tétel. Egy kollinedcionak pontosan akkor van tengelye, ha van centruma.

Bizonyitds: Elegendd belatnunk, hogy barmely tengelyes kollinedcionak van
centruma, a forditott allitas dualitassal kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy t egy kollinedcié tengelye. Ha a kollineacionak létezik t-re
nem illeszked6 fixpontja, akkor az el6z6 lemma miatt a kollinedciénak van cent-
ruma. Tegytik fel tehat, hogy nincs ilyen pont. Legyen (igy t-re nem illeszked6

pont. Ekkor az el8zéek alapjan P’ # P. Legyen e := PP’, C := eNt. Ekkor e
fixegyenes, ugyanis

— —
e = (P?)':P’C’:P’C:e.

Tehat tetszéleges, a tengelyre nem illeszkedd pontot a képével 6sszekotd egyenes
fixegyenes. Legyen g tetszoleges C-n atmend, t-t6l kiillonb6z6 egyenes, @ pedig

<
egy C-tél killonbozo, g-re illeszkedd pont. A Q'Q) egyenes fix, ezért annak e-vel
valé metszésponja fixpont. Feltételiink szerint azonban minden fixpont illeszke-
dik a tengelyre, igy ez csak a C pont lehet. Igy g fixegyenes, tehdt C' centrum.
n

7.9. Definicié. Az olyan centrdlis kollinedciot, amelynek centruma illeszkedik
a tengelyére, elacionak hivjuk. Ellenkezd esetben a centrdlis kollinedciot ho-
moloégianak nevezziik.

7.10. Allit4s. Legyen adott eqy projektiv sikon hdrom kiilonbozd kollinedris
pont, C, A és A'; illetve eqy t egyenes, amelyre eqyik pont sem illeszkedik. Ekkor
legfeljebb egy olyan centralis kollinedcio létezik, amelynek centruma C, tengelye
t, és amelynél az A pont kollinedcids képe A’.
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Pont képének meghatarozasa centralis kollinedcional.

Bizonyitds: Tekintsiink egy tetszOleges P pontot, amely sem az ﬁ ,sem a t
egyenesre nem illeszkedik. Jelolje az AP egyeneﬁ;vel \(ﬂ? metszéspontjat T'.
Ekkor a P pont kollineiciés képe illeszkedik a T A’ ég;P egyenesekre is, igy
csak azok metszéspontja lehet. Ha valamely Q pont az AA’ egyenesre illeszkedik,
akkor kollineacids képe egyértelmiien meghatarozhaté egy tetszélegesen felvett,

—

AA’-re és t-re nem illeszkedd P pont, és annak az el8z8ek szerint egyértelmii P’
kollineacios képének felhasznalasaval az el6zé eljaras alapjan. ¢ minden pontja
a tengely definicigja miatt fixpont. m

7.11. Definicié. Legyen P egy projektiv sik egy pontja és | a sik egy egyenese.
Azt mondjuk, hogy a sik (P,l)-tranzitiv, ha tetszéleges P-t4l kiilonbozé és nem
az | egyenesre illeszkedd Q) pont, valamint a 1% egyenesre illeszkedd Q' pont
esetén van olyan P centrumai, | tengelyt kollinedcid, amelynél a @ pont képe

Q'
7.12. Definicié. Legyen P eqy projektiv sik eqy pontja és | a sik egy egyenese.
Azt mondjuk, hogy a sik (P,l)-desarguesi, ha bdrmely két, P-re nézve perspektiv

hdaromszog, amelynek két megfeleld oldalpdrja l-en metszi egymadst, az | egyenesre
nézve perspektiv.

7.13. Tétel. (Baer) Eqy projektiv sik pontosan akkor (P,l)-tranzitiv, ha (P,1)-
desarguesi.

Bizonyitds: FEldszor megmutatjuk, hogy ha a tekintett projektiv sik (P,I)-
desarguesi, akkor (P,l)-tranzitiv. Legyenek A és A’ tetszOleges olyan pontok,
—

hogy P illeszkedjen AA’-re. Az el6zd bizonyitds mintdjara megadunk egy, a
projektiv sik pontjai kozotti leképezést, amelyrél megmutatjuk, hogy P cent-
rumd, ! tengely(i kollinedcid. Tekintsiink egy tetszéleges B pontot, amely sem

az AA’, sem az | egyenesre nem illeszkedik. Jelolje az AB egyenes I-lel valé
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metszéspontjat T'. Ekkor a B pont képe legyen a T A’ és PB egyenesek kozos
pontja. Ha valamely @ pont az AA’ egyenesre illeszkedik, akkor a képét de-

finidljuk egy tetsz6legesen felvett, AA’-re és I-re nem illeszkedé B pont, és an-
nak az el6zéek szerint értelmezett B’ képének felhasznéldsaval az elézd eljards
alapjan. Legyen [ minden pontja fixpont.

P

A Baer-tétel.

Meg kell mutatnuk, hogy ha a stk (P,1)-desarguesi, akkor az eléz6ekben lefrt
leképezés valoban kollineédcid. Elsoként a bijektivitast igazoljuk.

Az injektivitds igazolasdhoz tekintsiink két tetszdleges, X1 és Xo pontot.
Belatjuk, hogy a leképezés kiilonb6z6 pontokat rendel hozzajuk. Ha X7, X5 és

R 4
P kollinedris, akkor az X1A N1 és XQA N ! kilonb6z6 pontok, igy az X Xo
egyenes két kiilonbozé pontja az X illetve az X5 pont képe. Ha X, X5 és
P nem kollineéris, akkor X; és Xo képe kiilonboz6 P-re illeszked6 egyenesekre
illeszkedik, igy nem eshet egybe.
A leké kti tetszol B’ thoz taldlunk B 6sképet
eképezés szur}e iv, ugyanis tetsz6leges ponthoz taldlun Osképet,

mégpedig a TA és PB’ egyenesek metszéspontjdt, ahol T a B’A’ egyenes l-el
valé metszéspontjat jeloli.

Meg kell még mutatnunk, hogy a leképezés tetszoleges kollinedris
pontharmashoz kollinedris pontharmast rendel. Eldszor is igazoljuk, hogy

< =
tetszdleges X és Y esetén XY és X'Y’ l-en metszi egymést, ahol X’ és Y’/
rendre az X és az Y pont megadott leképezés altali képe.

Amennyiben X vagy Y illeszkedik a [-re, az allitds nyilvanvald, igy felte-
hetjiik, hogy nem ez a helyzet. Ha A, X és Y kollinearis, akkor az ezen pontok
kozos egyenesének I-el valé T metszéspontjdra és A'-re illeszkedd egyenesen lesz

— , =
mind X', mind Y’, {gy XY és X'Y’ Ir(ﬂfzéspontja T, a(ngvaléban illeszkedik
lI-re. Ha X, Y és A nem kollinedris, az AX Nl =: {T1} és AY Nl =: {T>} pontok
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kiulonbozéek, igy a ThA' és ToA' egyenesek is kiulonbozéek. Igy X', Y/ és A’
nem kollinedris. Ekkor az XY A és X'Y’ A’ haromszogek a P pontra nézve pers-
pektivek, igy a (P,1)-Desargues-tulajdonsag miatt az [ egyenesre, mint tengelyre

nézve is perspektivek. Igy valéban, XY N XY illeszkedik I-re.
Végiil tekintsiik egy g egyenes X, Y és Z pontjait, jelolje ezen pontok képét
X', Y’ illetve Z'. Az el6z6ek miatt X'Y' Ng =: iQ} illeszkedik [-re. Tovabbé
——> >
Y’ illeszkedik a ¢’ := QX' egyenesre is. XZ N X'Z’ szintén illeszkedik I-re,
igy ez a pont éppen a Q pont. Igy Z’ szintén illeszkedik a g’ egyenesre, azaz
belattuk, hogy X', Y’ és Z’ kollinedris pontok.

Megforditva, megmutatjuk, hogy ha a stk (P,l)-tranzitiv, akkor (P,l)-
desarguesi. Tekintstiik a sik A1B1C; és AsBsCs héromszégeit, amelyek a P

pontra nézve perspektivek, valamint [ az Ay By N A3 By és A1C1 N A3Cs pon-
tok egyenese. Ekkor a feltétel szerint 1étezik olyan centralis kollinedcid, melynek
centruma P, tengelye [ és az A; pont képe Ay. Ezen centralis kollineaciénal a

< >
3101 1.C1 cgyenes képe ByCs. Legyen B1Cy N1 =: {T}. A T pont képe illeszkedik
a BgCg egyenesre, és fixpont, mivel illeszkedik [-re. Igy T ByCs-re is illeszke-

dik, ami azt jelenti, hogy a A1 B1C és Ay BoCs haromszogek perspektivek a ¢
egyenesre nézve. m

Az 1.10. allitds alapjan egy projektiv sik tetszélegesen véalasztott egyenesét
»elhagyva” a sikbdl, affin sikot kapunk. fgy a projektiv sikot tekinthetjik ezen
affin stk projektiv lezartjanak. Ilyen esetekben a sikot kibdvitett affin sikként
fogjuk emliteni. A kibdvitett affin stk végtelen tévoli egyenesét a projektiv sikbol
tetszOlegesen elhagyott egyenessel azonositjuk, parhuzamossag alatt pedig az
affin sikban érvényes parhuzamossdgot értjik.

7.14. Definicié. Kibdvitett affin sik egy kollinedcicjdnak ellentengelyein a
végtelen tdvoli egqyenes képét illetve dsképét értjiik. A végtelen tdvoli egyenes
dsképét q-val, a végtelen tavoli eqyenes képét 1’-vel fogjuk jelélni.

7.15. Lemma. Kibdvitett affin sik centrdlis kollinedciojinak ellentengelyei
pdrhuzamosak a kollinedcio tengelyével.

Bizonyitds: Legyen I a kollinedcié tengelyének végtelen tavoli pontja. Mivel T
illeszkedik a tengelyre, fixpont, és illeszkedik a végtelen tavoli egyenes képére
és Osképére is. Tehat a tengely és az ellentengelyek végtelen tavoli pontja meg-
egyezik. m

A kib&vitett affin sikok centrélis kollinedcidira vonatkozé kovetkezo
eredmények az eddigiekbdl specialis esetként adédnak. Fontossaguk miatt a leg-
fontosabb konstrukcidkat Gsszefoglaljuk.

7.16. Kovetkezmény. Megadva a kibdvitett affin sik két parhuzamos egyenesét
(t és q) és egy C pontjdt, legfeljebb egy olyan centrdlis kollinedcid létezik, mely-
nek centruma C, tengelye t és a végtelen tdvoli egyenes dsképe q. Amennyiben
a sik Desargues-féle, ilyen kollinedcio biztosan létezik.
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Bizonyitds: Megadva a t és g egyeneseket, és a C' pontot, tetszéleges P pont

C

P
Pont képének meghatirozdsa a centrum, a tengely és ¢ ismeretében.

képe az aldbbi médon kaphaté. Legyen e tetszOleges, P-re illeszked6 egyenes.
Ekkor az e egyenes kollinedciés képe illeszkedik az e Nt =: {T'} pontra, illetve
az e N g =: {V} pont kollinedciés képére. A V kollinedcids képe végtelen tavoli

< ,
ont, és illeszkedik a C'V egyenesre. Igy e kollinedciés képe a T ponton at

CV-vel hizott parhuzamos, a P pont kollinedciés képe ezen egyenes és C'P
metszéspontja. m

7.17. Kovetkezmény. Megadva egy kibévitett affin sik két pdrhuzamos egye-
nesét (t ésr’) és eqy C pontjdt, legfeljebb egy olyan centrdlis kollinedcid létezik,
melynek centruma C, tengelye t és a végtelen tdvoli eqyenes képe r'. Amennyiben
a sik Desargues-féle, ilyen kollinedcio biztosan létezik.

7.18. Definicié. Kibdvitett affin sik eqy kollinedcicjat affinitasnak nevezzik,
amennyiben a végtelen tdvoli egyenes a kollinedcid invaridns egyenese. Egy af-
finitdst tengelyes affinitdsnak mondunk, ha létezik tengelye.

A kibo6vitett affin sik affinitdsai éppen az affin sikot énmagara képezd izo-
morfizmusok.

7.19. Kovetkezmény. Kibdvitett affin sik tengelyes affinitdsai pontosan azok
a centralis kollinedciok, melyek centruma végtelen tdvoli pont.

Ezt masként ugy fejezhetjiik ki, hogy a tengelyes affinitdsok egymasnak meg-
felel6 pontpérjait Osszekotd egyenesek az affin sikon egymadssal parhuzamosak.
Ezen parhuzamosségi osztalyt az affinitds irdnydnak szokéds nevezni.

7 g

7.20. Kovetkezmény. Megadva egy kibévitett affin sik eqy t egyenesét, és két,
rd nem illeszkedd pontjdt (A és A’), legfeljebb egy olyan tengelyes affinitds
létezik, amelynek t a tengelye, és az A pont képe az affinitdsndl az A’ pont.
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t
b
Al

Pont képének meghatirozasa tengelyes affinitasnél.

—
Bizonyitds: Legyen P tetszOleges t-re és AA’-re nem illeszkedd pont. Jelolje
T a PA egyenes tengelypontjat. Ekkor P’ illeszkedik a Tjisgyenesre, illetve

az el6z8 kovetkezmény alapjan a P-re illeszkedd egyetlen AA’-vel parhuzamos
egyenesre. Igy ezen két egyenes metszéspontja P’. Amennyiben P illeszkedik

AA’-re, 7.10. bizonyitdsadban ldtott médon vezethetjiik vissza a konstrukciét az
el6z6 esetre. m

A definicié alapjan konnyen lathaté az alabbi kévetkezmény.

7.21. Kovetkezmény. Kibdvitett affin sik egy tengelyes affinitdsa pontosan ak-
kor eldcid, ha tengelye és irdnya pdrhuzamos.

g

hasonlésagnak mondjuk, ha tengelye a végtelen tdavoli egyenes.

7.23. Kovetkezmény. Megadva egy kibdvitett affin sik hdrom kilénbozd, kol-
linedris pontjdt (C, A, A’), egyértelmien létezik olyan C centrumi kozéppontos
hasonldsdg, amelynél az A pont képe A’.

7.24. Kovetkezmény. Legyen a walds projektiv sik egy centrdlis kol-
linedcidjdnak centruma C, tengelye t, ellentengelyei q és r', és tegyik fel, hogy
ezek egyike sem idedlis pont illetve egyenes. Ekkor a C' pont és a q egyenes
tdvolsdga megegyezik a t és v’ egqyenesek tdvolsdgdval.

Bizonyitds: A fentiek alapjan egyértelmiien meghatdrozza a centralis kol-
lineaciét centruma C, tengelye t, és a tetszOlegesen vilasztott A ponthoz
rendelt A’. Legyen e egy tetsz8leges, A-ra illeszkedd il(le_sz>ked6 egyenes. Ha
ent =: {T}, az e egyenes kollinedciés képe az ¢ := A'T egyenes. A q el-
lentengely egy pontjat megkapjuk a C-re illeszked6 e-vel parhuzamos egyenes
(z) és ¢ metszéspontjaként (Q1), az ' ellentengely egy pontja pedig a C-re
illeszkedd, e’-vel parhuzamos egyenes (y) és e metszéspontja (R}). Ezeken a
pontokon keresztiil t-vel hizott parhuzamos egyenesek az ellentengelyek. Jelolje
az 7’ Ne pontot X, és a ¢ Ny pontot Y. Ekkor a CQ1T R} négyszog paralelog-
ramma, {gy a CQy és TR] tavolsdg megegyezik. Ebbdl kovetkezéen a hasonld
CQ1Y és TR} X hiaromszogek egybevigdak, igy magassaguk egyenlé hosszi. Ez
pedig éppen a bizonyitandé allitast jelenti. m
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A C pont és a q egyenes tavolsidga megegyezik a t és r’ egyenesek tdvolsdgaval.

8. Projektiv kollineaciok

8.1. Definicié. Egy kollinedciot projektiv kollineaciénak mondunk, ha azt
tetszoleges pontsorra leszikitve projektivitdst kapunk.

A centralis kollinedciék példdul projektiv kollinedcidk, ugyanis azokat
tetszOleges pontsorra lesziikitve perspektivitast kapunk. Igy centralis kol-
lineaciok kompoziciéi is projektiv kollineaciok.

Az aldbbi tétel a projektiv geometria dltalunk nem targyalt alaptételének
fontos kévetkezménye.

8.2. Tétel. A wvalds projektiv sikon minden kollinedcié projektiv kollinedcid.

8.3. Allitas. Ha eqy projektiv sik eqy kollinedcidja esetén eqy pontsor képe az
eredetivel projektiv kapcsolatban van, akkor a kollinedcid projektiv.

Bizonyitds:  Tegyiik fel, hogy az a tartéegyenesli pontsor képe az a
tartéegyenesli pontsor, és e két pontsor projektiv kapcsolatban van. Tekintsiink
egy tetszbleges tovabbi b egyenest, legyen ezen egyenes kollinedcids képe '. Le-
gyen O az emlitett egyenesek egyikére sem illeszked6 pont, és jeldljiik az O pont
kollinedcids képét O’-vel. A feltételek alapjan O’ nem illeszkedik sem az a’, sem
a b’ egyenesre. Jelolje Y a b egyenes egy tetszOleges pontjat, és vetitsiik Y-t O
centrumu perspektivitassal az a egyenesre, a kapott pontot jeldlje X. Legyen
az X pont képe X', ekkor a kollineicié definicidja alapjin az Y pont képe az
X' pont képe azon O’ centrumu perspektivitdsndl, amely az a’ pontsor elemeit
képezi a b’ pontsor elemeire. Mivel az a és a’ tartéegyenesii pontsorok elemei
kozott a kollinedcié projektiv kapcsolatot 1étesit, igy a b és b’ tartéegyenesti
pontsorok kozotti kapcesolatot felirtuk két perspektivitdas és egy projektivitds
kompozicidjaként, tehat az allitast igazoltuk. m

8.4. Allitas. Ha egy Pappos-féle projektiv sik egy projektiv kollinedcidja esetén
egy teljes négyszog mnégy csucsa fixpont, akkor a kollinedcid az identikus
leképezés.
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Bizonyitds: Tegytk fel, hogy az ABCD teljes négyszog csiucsai fixpontok. Ek-
kor ezen teljes négyszog oldalegyenesei invaridans egyenesek. Mivel igy minden
csucson at halad hdrom invarians egyenes, a Staudt-tulajdonsag dudlisa alapjan
minden cstcson athaladé Osszes egyenes invaridans. Tekintsiink egy tetszoleges
tovabbi X pontot. Mivel az X pontra és a négyszog csucsaira illeszkedd egyene-
sek invaridnsak, az X pont a kollinedcié fixpontja, igy a kollinedci6 az identitas.
n

8.5. Tétel. (A projektiv kollinedcidk alaptétele.) Ho ABCD és A'B'C'D’ egy
Pappos-féle projektiv sik két (nem feltétlenil kiilonbozd) teljes négyszdge, pon-
tosan eqy olyan projektiv kollinedcid létezik, amelynél az A pont képe A’, a B
pont képe B’, a C pont képe C' és a D pont képe D'.

Bizonyitds: Els6ként konstrualunk egy, a feltételeknek megfelelé ¢ kollineacidt.
Ha egy X pont az ABCD teljes négyszog valamely oldalegyenesére illeszkedik,
akkor az adott oldalegyenes és képe altal meghatdrozott pontsorok kozotti
projektivitast két-két csicspont, és az egyes négyszogek adott egyenesekre
illeszkedo atléspontjai egyértelmilen meghatérozzak; igy X ¢ altali képe legyen
az igy meghatdarozott projektivitas altal X-hez rendelt pont.

Tegyiik fel, hogy az X pont nem illeszkedik egyetlen oldalegyenesre sem.
Legyen az X és A pont altal meghatarozott egyenes x1, az X és B pont altal
meghatarozott egyenes x5. Legyen az x; egyenes képe az az egyenes, amelyet
az A tartépontu és az A’ tartépontu sugdrsorok kozotti azon projektivitds

g R d —— ——
rendel hozzd, amelynél az AB, %7 AD egyenesek képei rendre A'B’, A'C’

—
és A'D’. Hasonléan, az o egyenes képe legyen az az egyenes, amelyet a B
tartépontt és a B’ tartépontu sugirsorok kozotti azon projektivitds rendel
, , — S A . ! A 1A '/
hozzé, amelynél a BA, BE%, BD egyenesek képei rendre B’A’, B'C' és B'D’.
Legyen az X pont ¢ dltali képe az 1 és x5 egyenesek képeinek X’ metszéspontja.

A projektiv kollinaciék alaptétele.

Megmutatjuk, hogy az igy meghatarozott leképezés valdéban kollineédcio. Le-
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gyen valamely e egyenes képpontjainak halmaza e’. Tekintsiik az A tartépontt
sugarsor és az A’ tartopontd sugarsor kozott az eléz6 pontban meghatdrozott
projektivitds inverzét, ez a projektivitds az A’-re illeszkedd egyenesekhez A-ra
illeszked6 egyenest rendel. Az A tartépontid sugarsor minden elemének felel-
tessiik meg a B pontra illeszked6 azon egyenest, amellyel kézos pontja e-re il-
leszkedik. Ez a leképezés perspektivitas az A és B tartépontu sugdrsorok kozott.
Végiil a B tartoponti sugdrsor és a B’ tartéponti sugdrsor kozott tekintsiik az
el6z6 pontban leirt projektivitdst. Ezen hdarom projektivitds kompozicidja az
A’ és B’ tartépontu sugdrsorok kozotti projektivitds. Ennél a projektivitasnal
minden e&er;es e’ valamely pontjdban metszi a képét. Azonban ezen projekti-
vitdsndl A’B’ fixegyenes, igy a fundamentdlis tulajdonsdg dudlisa miatt pers-
pektivitds. Tehat az egyméshoz rendelt egyenesek metszéspontjai kollinearisak,
azaz €' valdban egyenes.

¢ tehat projektiv kollineacid, ugyanis tetszéleges egyenes és képe &ltal
meghatarozott pontsorok kozotti leképezés felirhaté projektivitdsok kom-
pozicdjaként. Az is vildgos, hogy e kollineaciéndl az ABC D négyszog csicsainak
éppen az A’ B'C’ D' négyszog megfeleld csiicsai felelnek meg.

Mas ilyen tulajdonsagi kollinedcié nincs, ugyanis ha volna, akkor annak in-
verzét a p-vel komponalva olyan kollinedciot kapunk, amelynél az ABCD tel-
jes négyszog négy csucsa invarians, ami az el6zé lemma alapjan az identikus
leképezés. m

Megjegyezziik, hogy Desargues-féle projektiv sikok esetén a tétel az alabbi,
gyengébb formaban teljestiil.

8.6. Tétel. Ha ABCD és A'B'C'D’ egy Desargues-féle projektiv sik két (nem
feltétlendl kilonbozd) teljes négyszdge, akkor van olyan projektiv kollinedcid,
amelynél az A pont képe A’, a B pont képe B’, a C pont képe C' és a D pont
képe D'.

Bizonyitds: A bizonyitas soran felhasznaljuk, hogy Baer tétele alapjdan a tekin-
tett projektiv sik barmely (P, 1) pont-egyenes par esetén (P,l)-tranzitiv. Legyen
P,Q, R, Sé P,Q' R, S két altaldnos helyzetli pontnégyes. Legyen [ olyan
egyenes, amelyre sem P, sem P’ nem illeszkedik. Legyen f olyan [ tengelyti
elacid, amely a P ponthoz P’-t rendeli. Legyen m olyan egyenes, amelyre il-
leszkedik P’, de nem illeszkedik f(Q) és Q'. Legyen g olyan m tengelyti eldcid,
amely f(Q)-hoz Q-t rendeli. Legyen n := ]<3’.>Q’ Mivel (g o f)(R) és R’ nem il-
leszkedik n-re, van olyan h n-tengelyti eldci6, amely (g o f)(R)-hez R’-t rendeli.
fgy hogo f a P, Q, R pontokhoz rendre a P, Q', R’ pontokat rendeli.

Legyen S” := (hogo f)(S). Ekkor sem S’, sem S” nem illeszekdik a P'Q'R’

haromszog egyik oldalegyenesére sem. Legyen T := P’S’' N Q'S”. Van olyan
j P’-centrumt, @Q'R’-tengely(i kollinedcid, amely S”-hoz T-t rendeli, és van
olyan QQ'-centrumui, P’ R’-tengelyti k kolline4cidé, amely T-hez S’-t rendeli. Ekkor
kojohogo f a keresett tulajdonsiagu kollineacid, ugyanis centralis kollinedcidk
kompozicidja, igy tetszbleges pontsorra vald lesziikitettje projektivitds. m
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A projektiv kollineaciok alaptételének alkalmazdsaként megmutatjuk, hogy
a wvalos projektiv sikon teljestil a Fano-tulajdonsdg. Tekintsiink a valés pro-
jektiv sikon egy ABCD teljes négyszoget és egy olyan kollinedciét, amelynél
e négyszog A'B'C'D’ képe négyzet. Ekkor A'’B'C’'D’ &tléspontjai koziil kettd
végtelen tavoli pont, a harmadik pedig a négyzet atléinak metszéspontja. Mi-
vel tetszoleges négyzet atléi metszoek, ez a harom pont nem lehet kollinearis.
Igy A’B'C'D’ atléspontjai nem kollinedrisak, ezért a kollinedciés sképeik, azaz
ABCD atléspontjai sem kollinedrisak.

8.7. Kovetkezmény. (Az affinitasok alaptétele.) Tegyiik fel, hogy egy affin sik
projektiv lezdartja Pappos-féle projektiv sik. Ezen kibdvitett affin sikon tekintstink
eqy ABC és egy (tdle nem feltétleniil killonbéz8) A'B'C’ hdromszioget. Ekkor
pontosan eqy olyan affinitds létezik, amelynél az A pont képe A’, a B pont képe
B’, és a C pont képe C'.

Bizonyitds: Legyenek az ABC haromszog oldalegyenesei a, b és c; illetve az
A’'B'C’ hdromszog oldalegyenesei a’, b’ és ¢’. Tekintsiik az abei és az a'b'c'i tel-
jes négyoldalt, ahol i az idealis egyenes. Ezen két teljes négyoldalra alkalmazva a
projektiv kollineacidk alaptételének dudlisat, pontosan egy olyan projektiv kol-
line4cié 1étezik, amely az abci teljes négyoldal egyeneseit rendre az a’b’c’i teljes
négyoldal megfelelé egyeneseibe transzformalja. Ezen projektiv kollinedciénal i
invaridans egyenes, tehat affinitis. m

8.8. Definicié. A Fano-azxidmanak eleget tevd tetszbleges projektiv sik eqy C
centrumad, t tengelyii centrdlis kollinedcidjdt harmonikus homolégianak hivjuk,
ha a centrum eqy tetszdleges pontra és annak képére vonatkozo harmonikus kon-
Jugdltja a t egyenesre illeszkedik.

8.9. Allitas. Ha eqy Desargues- és Fano-tulajdonsdagoknak eleget tevd projektiv
stkon egy centrdlis kollinedcio centruma C, tengelye t és valamely P pontot és

annak P képét tekintve (CTPP') harmonikus pontnégyes, ahol T :=tN PP,
akkor a kollinedcio harmonikus homologia.

Bizonyitds: Azt kell megmutatnunk, hogy ha egy tetszileges tov(@)}i A pont
képe A’, akkor (CT;AA’) harmonikus pontnégyes, ahol T := ¢t N AA’. Legyen
=

Ty := APNA'P’. Ekkor Ty illeszkedik t-re a centralis kollinedcidk tulajdonsdgai
miatt. Az AA' PP’ teljes négyszognek C és T 4tléspontjai. Mivel (CT PP’) har-
monikus, a C-vel szemkoztes atléegyenes t. Ebbdl kovetkezik, hogy a tekin-
tett teljes négyszognek A és A’ cstcsai, C atléspontja, 11 pedig illeszkedik a
szemkoztes dtléegyenesre, igy valéban, (CTyAA’) harmonikus pontnégyes. m

8.10. Allitas. Ha eqy Pappos-féle projektiv sikon teljesiil a Fano-tulajdonsdg,
akkor a sik egy nem identikus projektiv kollinedcioja pontosan akkor harmonikus
homoldgia, ha négyzete az identitds.

Bizonyitds: A harmonikus konjugaltsag tulajdonsagai alapjan nyilvanvalé, hogy
tetsz6leges harmonikus homoldgia négyzete az identitas.
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Megforditva, tegyiik fel, hogy egy nem identikus projektiv kollinedcié négyzete
az identitds. Legyen a P pont kollinedciés képe P’, és a velik nem kol-
line4ris (Q pont képe @Q’. Ekkor a projektiv kollinedcidk alaptétele alapjin
egyértelmiien létezik olyan projektiv kollinedcid, amelynél a PP'QQ’ teljes
négyszog csicsainak rendre a P’ PQ’Q teljes négyszog csticsai felelnek meg, ez
éppen a széban forgd kollineacié.

Ha egy projektiv kollineaci6é négyzete az identitds, akkor harmonikus homolégia.

PP’ és QQ' invaridns egyenesek, igy metszésgontjuk fixpont, jelolje ezt a
R

pontot O. A kollinedciénal a P() egyenes képe P'Q’, igy M metszéspontjuk

fixpont. Hasonléan a PQ’ és P'() egyenesek N metszéspontja is fixpont. Mivel

PP és J\W\f invaridns egyenesek, metszéspontjuk, L is fix. fgy az M N egye-
nesre harom fixpont illeszkedik, tehdt a Staudt tulajdonsag miatt Gsszes pontja
fixpont. Igy a kollinedciénak van tengelye, tehat centrélis kollinedci6. Mivel O a
Fano-axiéma miatt a tengelyre nem illeszked6 fixpont, ezért O a kollineécio cent-
ruma. OL PP’ harmonikus pontnégyes, igy a széban forgé kollinedcié éppen az O
kozéppont, t tengely harmonikus homolégia - és ilyen a Baer-tétel értelmében
pontosan egy létezik. m
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9. Kipszeletek

Az euklideszi térgeometriaban kupszelet alatt egy korkup egy, a kup csicsan
4t nem mend sikkal alkotott metszetét szokdas érteni. A kup e sikmetszet és
az alapkor kozott egy centralis vetitést ad meg, ami a két sik kozott egy il-
leszkedéstartd bijekcid, tehat a kup alapkore és a kiipszelet kollinedcids kap-
csolatban van. Ezért természetes a kupszeleteket, mint a korok kollineacios
képeit értelmezni. A kovetkezdkben olyan definicié megfogalmazasara fogunk
torekedni, amely tetszéleges projektiv sikon értelmes.

Az euklideszi sik tetszOleges korének pontjait a kor két pontjabdl vetitve
a keriileti szogek tételének értelmében egybevagd sugarsorokat kapunk. Kol-
lineaciét alkalmazva ezek képei projektiv sugérsorok. fgy a kupszelet pro-
jektiv sugarsorok megfelel6 egyeneseinek metszési alakzata - ez a kipszeletek
Steiner-féle definicidja. Megjegyezzik, hogy amennyiben a sugdrsorok pers-
pektivek, un. elfajult kupszelethez jutunk. A térgeometriai értelmezésnél az el-
fajult kipszeleteket a kiup csicséara illeszkedd sikokkal alkotott metszetekként
kaphatjuk meg.

A hdtralévd fejezetekben feltételezzik a fundamentdlis tulajdonsdg és a
Fano-azxioma teljestilését.

9.1. Definicié. Tekintsiink egy olyan m projektivitast egy projektiv sik A és B
tartoponti sugdrsorai kézott, amely nem perspektivitds. Az egymdsnak megfe-
leld egyenesek metszéspontjainak halmazdt a m projektivitds dltal meghatdrozott
kupszeletnek vagy masodrendii gorbének nevezzik.

9.2. Allit4s. Eqgy kupszeletet eqy egyenes legfeljebb két pontban metsz.

Bizonyitds: Tekintsiink egy tetszbleges e egyenest. A kupszelet definiciéjaban
szereplé6 m projektivitds az e tartéegyenesii pontsor egy projektivitdsat
szérmaztatja. Ha ugyanis F € e, akkor az E-nek w(PE) N e-t megfeleltetd
leképezés projektivitds. Ez a projektivitas nem identitds, mivel m nem perspek-
tivitds. fgy a Staudt-tulajdonsdg miatt legfeljebb két fixpontja lehet. Az egyenes
kupszeletre es6 pontjai pedig pontosan ennek a projektivitasnak a fixpontjai. m

9.3. Definicié. Egy egyenes eqy kupszelet érintOje, ha pontosan egqy kézés
pontja van a kupszelettel. Azokat az egyeneseket, amelyeknek két kozos pontja
van o kiupszeletnek, szel6knek mondjuk.

Tekintsiik az A és B tartopontd (ﬂ)lgérsorok kozotti m projektivitas altal

meghatdrozott kiipszeletet. Ekkor 7n(AB) egy B-re illeszkedd egyenes, tehdt az
= .

A tartéponttal rendelkezd sugarsor AB eleme a képét B-ben metszi. Igy B rajta

van a kipszeleten. Hasonléan, 7= (AB) egy A-ra illeszkedd egyenes, tehdt A is
rajta van a kipszeleten.

w(AB) egyetlen, a kipszeletre illeszked pontja B. Ha ugyanis lenne tovabbi
kozos X pontja a kupszelettel, akkor annak a kupszelet definicidja miatt az
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1@ egyenesre is illeszkednie kellene, ez v1szont ellentmond annak, hogy az AB
egyenes kozos pontjai a kupszelettel A és B és AB =+ 7T(AB) Hasonléan kapjuk,
hogy 7~ (1@) egyetlen kozos pontja a kipszelettel A.

Tehat a kupszelet A illetve B pontokra illeszkedd érintéi 7r_1(j4_B>) illetve

—>
m(AB), a két pontra illeszkedd Gsszes tobbi egyenes egy tovédbbi pontban is
metszi a kiupszeletet.

Megfogalmazzuk a kupszelet fogalmanak és a fentebb igazolt tulaj-
donsagainak dudlisat.

9.4. Definicié. Tekintsiink egy olyan m projektivitdst eqy projektiv sik e és f
tartoegyenest pontsorai kézott, amely nem perspektivitds. Az eqymdsnak megfe-
leld pontok dsszekiotd egyeneseinek halmazdt a w projektivitds dltal meghatdrozott
vonalkupszeletnek vagy masodosztalyu gorbének nevezzik.

9.5. Kovetkezmény. A sik tetszéleges pontjira egy vonalkupszeletnek legfel-
jebb két egyenese illeszkedik.

9.6. Definicié. Egy pont egy vonalkupszelet érintési pontja, ha a vonalkipszelet
pontosan eqy egyenese illeszkedik rd. Eqgy pontot kiilsé pontnak mondunk, ha a
vonalkipszelet két egyenesét tartalmazza és bels6 pontnak nevezink, ha nem
tartalmazza a vonalkiupszelet egyetlen egyenesét sem.

9.7. Kovetkezmény. Tekintsik az e és [ tartdegyenest pontsorok kézotti
w projektivitds dltal meghatdrozott vonalkupszeletet. Ez a vonalkupszelet tar-
talmazza az e és f egyeneseket, és ezekre illeszkedd érintési pontjai rendre
7 Yen f) dlletve w(e N f). A tekintett két egyenes dsszes tobbi pontja a vo-
nalkipszelet pontosan két eqyenesét tartalmazza.

A kovetkez6 allitas értelmében a kupszelet definiciéjaban szerepld sugarsorok
tartépontjai nincsenek kitiintetett helyzetben.

9.8. Allitas. Tekintve eqy kiupszelet tetszdleges két pontjdt, azokbdl a kupszelet
tovdbbi pontjait vetitve projektiv sugdrsorokat kapunk.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a P és @ tartépontd sugarsorok kozotti m pro-
Jekt1v1tas altal me&)atarozott kupszeletre 1lleszkednek az A, B, C, D pontok:

Vil
(PA) QA m(PB) = QB, ( C) = QC’ 7r(PD) QD. Megmutatjuk,
hogy az A és B pontokbdl vetitve a (PQCD) pontnégyest szintén projektiv
< R d <
sugé(rs_o)rokhoz ju&lk. Jelolje a C'D egyenes metszéspontjat PA-val Py, QQA-val
Ql, PB-vel PQ, QB—VGI QQ.
A kupszelet definiciéja alapjan P(ABCD) A Q(ABCD), ezért

(CDP,P) A (CDQ1Q2) A (DCQ2Q1)
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A B

Egy kupszelet pontjait barmely két kipszeletpontbdl vetitve projektiv sugarsorokat
kapunk.

teljesiil. Mivel a (CDPyP,) A (DCQ2Q1) projektivitds a C és D ponto-
kat felcserélni, involiicié. Ebben az involiciéban (P1Q2) és (PQ1) megfelel§
pontparok. Ezért

A(PQCD) A (PiQ1CD) A (Q2P,DC) A (P,Q2CD) A B(PQCD),
és ezt kellett beldtnunk. m
Megfogalmazzuk az eléz6 allitas dudlisat is.

9.9. Kovetkezmény. Tekintve eqy vonalkupszelet tetszdleges e1 €s es egye-
nesét, azokat a vonalkupszelet tovabbi egyeneseivel elmetszve rendeljik hozzd az
e1-el keletkezd metszésponthoz az es-vel keletkezd metszéspontot. Az igy kapott
leképezés az ey €s ey tartoegyenest pontsorok kézott projektivitds.

9.10. Tétel. Megadva
a. Ot pontot (amelyek kozott nincsen hdarom kollinedris);

b. négy pontot (amelyek kozott nincsen hdrom kollinedris) és egy, az egyik
adott pontra illeszkedd egyenest;

c. hdrom nem kollinedris pontot és két adott pontra illeszkedd egy-eqy egye-
nest

egy €s csak eqy olyan kupszelet létezik, amelyre az adott pontok illeszkednek és
amelyet az adott eqyenesek érintenek.

Bizonyitds:

a. L k adott tok A, B, C, D, E. Az a kupszelet, lyet a:
Legyenek az adott ponto D, E. Az a kiipszelet, amelyet az

AC, AD, AF egyenesekhez rendre az BC', BD, BE egyeneseket rendel
projektivitds hataroz meg, illeszkedik az 6t adott pontra.
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Ha egy kupszelet illeszkedik az adott pontokra, akkor 9.8. miatt a

kupszelet pontjait A-bol és B-bdl vetitve projektiv sugdrsorokat kapunk.

Igy a kipszelet megegyezik a fent megadott projektivitas &ltal meg-
hatarozott kipszelettel.

b. Ha az adott pontok A, B, C, D és az adott egyenes az A-ra illeszked§ a,

) I e <=y <—» {—»

akkor a kupszeletet az a, AC, AD egyenesekhez rendre a BA, BC, BD

egyeneseket rendeld projektivitas hatarozza meg egyértelmien.

7

c. Ha adottak az A, B, C pontok és az elsé két ponton rendre athaladé a és
S Al

I

b egyenesek, akkor a kupszeletet az a, AB, AC egyenesekhez rendre a BA,

b, BC egyeneseket rendel6 projektivitds hatarozza meg egyértelmiien.

9.11. Kovetkezmény. Megadva
a. 0t egyenest (amelyek kozott nincsen hdrom konkurrens);

b. négy egyenest (amelyek kozott nincsen hdrom konkurrens) és eqy, az egyik
adott egyenesre illeszkedd pontot;

c. hdrom nem konkurrens egyenest és két adott egyenesre illeszkedd egy-egy
pontot

eqy és csak eqy olyan vonalkupszelet létezik, amelynek az adott eqgyenesek érintdi
és az adott pontok érintési pontjai.

9.12. Tétel. Egy kupszelet érintdinek halmaza wvonalkupszelet. FEgy vo-
nalkipszelet érintési pontjainak halmaza kupszelet.

Bizonyitds: A két allitds egyméas dudlisa, igy elegendd a masodik &llitast iga-
zolnunk.

Tekintslik az e; és ey tartéegyenesii pontsorok kozotti m projektivitas altal
meghatarozott vonalkupszeletet. Jelolje a m projektivitas 4.12. értelmében vett
tengelyét t.

Rogzitsiik a vonalkupszelet a és b egyeneseit, az ezekre illeszkedd érintési
pontok legyenek rendre A és B. Ezeket az egyeneseket az ej-re illeszked6
A; pont és annak Ay := w(A4;) képe, valamint az ej-re illeszked6 B; és
annak By := w(Bi) képének rogzitésével adjuk meg. Legyen tovabbd x a
vonalkupszelet egy tovabbi egyenese: X; legyen az ej-re illeszkedd (valtozd)
pont, Xy := w(X;) annak képe, ekkor z = X;Xs. Azt fogjuk ellendrizni,
hogy ha tetszOleges igy kapott x egyenesre illeszked6 X érintési pontot A-val
Osszekoto egyenesnek megfeleltetjiik az X-et B-vel Gsszekotd egyenest, akkor
az A és B tartdegyenesi sugarsorok kozott projektivitast kapunk. Ez allitasunk
igazsagat jelenti, ugyanis a tekintett vonalkupszelet érintési pontjainak halmaza
ekkor éppen az igy kapott projektivitds altal meghatarozott kipszelet.
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Egy vonalkipszelet érintési pontjainak halmaza kipszelet.

9.9. miatt a vonalkipszelet a illetve x egyeneseivel elmetszve a vo-
nalkipszelet tobbi egyenesét, a keletkez6 megfelel6 metszéspontokat egymasnak
megfeleltetve projektivitast kapunk. Ebben a projektivitdsban A; képe X, As
képe X, A képe X, := anNx és X, képe X. Ezen projektivitds tengelyére
a 4.12. bizonyitasaban latott mdédon illeszkedik X, képe illetve Osképe, azaz

7 . 7’ 7’ 7’ % M
az A és X pontok. Illeszkedik ré tovabba az Xy, := A1 X2 N A3 X; pont. Ez
utobbi pont illeszkedik a vonalkupszeletet meghatérozo eredeti m projektivitds

tengelyére, hiszen m-nél A; illetve X; képe rendre A, illetve X5. Az AX
egyenes tehat a projektivitdas tengelyét X;,-ban metszi. fgy az X pontot A-bol
a 7 projektivitas ¢ tengelyére vetitve, majd a kapott X;, pontot As-bol e;-re
vetitve az X7 ponthoz jutunk.

=

Az elézével telj 6 dolat ttlk;'kh BX

z eozove. e.l].es/en megeg?zezo gondolatmenettel kapjuk, hogy a .

egyenes a projektivitas tengelyét az Xy = Bi1Xs N By X; pontban metszi.

Tehat az X pontot B-bdl a 7 projektivitas t tengelyére vetitve, majd a kapott
Xyp pontot By-bdl eq-re vetitve szintén az X; ponthoz jutunk.

Osszefoglalva: az eredeti vonalkipszelet érintési pontjai éppen az

(IR 7 (X)) 7 (X)) * (Xu) 7 (BX)

projektivitas altal meghatarozott kupszelet pontjai.
m
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A fenti tétel alapjan tehat a kupszelet dudlisa egy kupszelet érint&inek
halmaza. Ennek figyelembevételével a vonalkipszeletekre vonatkozé (a
kipszeletekre vonatkozé tételek dudlisaként addédd) tételeket kipszeletek
érintdire fogjuk megfogalmazni. A vonalkupszelet esetén bevezetett fogalmakat
(kiils6 pont, belsé pont, érintési pont) kupszeletek esetén is értelemszeriien
fogjuk hasznalni.

Igy példaul 9.11. az aldbbi alakot olti.

9.13. Kovetkezmény. Megadva
a. ot egyenest (amelyek kozétt nincsen hdrom konkurrens);

b. négy egyenest (amelyek kozdtt nincsen hdrom konkurrens) és egy, az egyik
adott egyenesre illeszkedd pontot;

c. hdrom nem konkurrens egyenest és két adott egyenesre illeszkedd egy-egy
pontot

egy €s csak eqy olyan kupszelet létezik, amelyre az adott pontok illeszkednek és
amelyet az adott egyenesek érintenek.

9.14. Allitas. Ha két hdromszog hat cstucsa eqy kupszeletre illeszkedik, akkor
van olyan kupszelet, amelyet a két hdromszég hat oldalegyenese érint.

L

Ha két haromszog hat csicsa egy kupszeletre illeszkedik, akkor van olyan kupszelet,
amelyet a két haromszog hat oldalegyenese érint.

Bizonyitds: Tegyuk fel, hogy az ABC és A’B’C’ héromszogek cstcsai egy
= —
kipszeletre illeszkednek! Legyen AC' N B'A’ =: {K}, AN B = {L},
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A'C' N BA =: {M} és A/C" n BC =: {N}. Mivel a tekintett hdromszogek
csticsai egy kupszeleten vannak, a B illetve B’ pontokbdl vetitve az (AC A’C’
pontneg;ie)st projektiv sugarsorokat kapunk. E projektiv sugdrsorokat az A’'C’

illetve AC' egyenesekkel metszve adédik, hogy (MNA'C’) A (ACKL). Megmu-
tattuk, hogy két projektiv pontsor megfeleld elemeit Gsszekoto egyenesek és a
tartoegyenesek - tehat egy vonalkupszelet egyegel - e%y <Jszelet érint6i, igy

—
valéban van olyan kupszelet, amelyet az AM, CN, KA', LC", AC, A'C" egye-
nesek érintenek. m

Az el6z6 allitast szokds az aldbbi formdban megfogalmazni.

c c

Poncelet tétele n = 3 esetén.

9.15. Kovetkezmény. Ha a valos projektiv sik ki és ko kupszeletei esetén
van olyan hdromszég, amelynek csicsai ki-re illeszkednek és oldalegyenesei ko-t
érintik, akkor végtelen sok ilyen hdromszég van.

Bizonyitds: Legyen ABC a kivant tulajdonsdgi haromszog, és A’ a kq kipszelet
egy tetszbleges pontja. Legyenek B’ és C’ az A’-bél ko-hoz hizott érintbk ki-el
alkotott tovabbi metszéspontjai. Ekkor az ABC és A’ B'C’ haromszogek csticsai
k1-re illeszkednek, ezért van olyan kupszelet, amelyet a haromszog hat oldalegye-
nese érint. Mivel az ABC haromszog oldalegyenesei, valamint A’B’ és A’C” ky-t
érintik, és egy kupszeletet 6t érintéje egyértelmiien meghataroz, ez a kupszelet
csak ko lehet. Igy B/C” is érinti ko-t. Mivel A’ a ky kipszelet tetszdlegesen
valasztott pontja, ilyen moddon végtelen sok, kivant tulajdonsdgi haromszog
konstrudlhaté. m

Az eléz6 allitds Poncelet tételének specidlis esete (n = 3). A tételt dltaldnos

formajaban bizonyitas nélkiil emlitjiik meg.

9.16. Tétel. (Poncelet) Ha a valds projektiv sik k1 és ko kupszeletei esetén van
olyan n-szég, amelynek csiucsai ki-re illeszkednek és oldalegyenesei ko-t érintik,
akkor végtelen sok ilyen n-szog van.
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10. Pascal tétele

10. 1 Tetel (Pascalgegyenek/l B, C£> E(_I; egy kupszelet pontjai. Ekkor
az ABQDE =:{P}, BCNEF =:{Q} és CDNFA =: {R} pontok kollinedrisak.

A Pascal-tétel.

> < > <
Bizonyitds: Vezessik be a DENFA =:{X} é EFNCD =: {Y'} jeloléseket. A
kipszelet definicidja alapjén az A és C pontokbdl a (DBF E) pontnégyest vetitd
sugdrsorok projektiv helyzettiiek. Az els6é sugarsort ﬁ—vel, a méasodikat ﬁ?—el
metszve kapjuk, hogy (DPX E)A(YQFE). Mivel a kapott projektivitisban az E
pont invarians, a leképezés a fundamentahs tulajdonsag miatt perspektivitds. A

4
perspektivitas kézéppontja DY ﬂX F = {R}. A perspektivitds R kozéppontjira
illeszkedik a 1% egyenes, azaz valéban, P, Q és R kollinearis. m

Vegylik észre, hogy a Pascal-tétellel analdg, metszé egyenesparokra - mint
elfajulé masodrendii gorbékre - vonatkozé allitds éppen a Pappos-tulajdonsag.

A Pascal-tétel az aldbbi mdédon is megfogalmazhaté: egy kupszeletbe irt
hatszog szemkoztes oldalegyenespdrjainak metszéspontjai kollinedrisak. Ekkor
az ABCDEF hatszog ,,szemkoztes oldalparjai” alatt éppen a tétel megfogal-
mazdasaban szerepl6 egyenesparokat értjiik.

Indirekt meggondolassal konnyen belathaté a Pascal-tétel alabbi meg-
forditasa.

10 2. Kovetkezmeny Ha az A, B, C, D, E, F pontok esetén teljesiil, hogy a

<>
ABNDE = :{P}, BCNEF =:{Q} és CDNFA =: {R} kollinedrisak, valamint
a tekintett pontok kézott nincsen hdrom kollinedris, akkor A, B, C, D, E és F
eqy kiupszeletre illeszkednek.
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Bizonyitds: Tekintsiik azt az egyértelmi kupszeletet, amelyre az A, B, C, D, E
pontok illeszkednek, és legyen I az AF egyenes A-tdl kiilonb6z6 rﬁszé(sp_o?tja
a kupszelettel. Ekkor a f/’ascal—tételt alkalmaz& adéc& hogy P, BCNEF' =:
{Q'} és R kollinedrisak. Igy @ és Q' egyaréant PQ és BC kozos pontja, ahonnan
Q = Q' ésigy F = F' adddik, ami allitdsunk igazsdgat jelenti. m

A Pascal-tételt a megforditasaval egyiitt tehat az alabbi médon fogalmaz-
hatjuk meg:

10.3. Kovetkezmény. Tegyik fel, hogy az A, B, C, D, E, F pontok kézott
nincsen hdrom kollinedris. FEkkor a tekintett pontok akkor és csak akkor egy

.. — — = =
kipszelet pontjai, ha az ABNDE =: {P}, BCNEF =:{Q} ésCDNFA =: {R}
pontok kollinedrisak.

Az alabbi tétel a Pascal-tétel dudlisa.

10.4. Kovetkezmény. (Brianchon) Legyenek a, b, ¢, d, e, f egy kipszelet
érintdi. Jelolje az a N'b és d N e pontok egyenesét x, a bNc és eN f pontok
egyenesét y és a cNd és f Na pontok eqyenesét z. Ekkor az x, y és z egyenesek
konkurrensek.

Természetesen a dualitas elve alapjan a Brianchon-tétel megforditdsa is igaz.

Valamely A és B tartju sugarsorok kozotti m projektivitds altal meg-
hatarozott kupszeletet tekintve kordbban lattuk, hogy az A pontbeli érinté

Rd
képe m-nél a BA egyenes. Ezért egy kupszeletet rogzitve a kiupszeletpontot
,onmagdaval 0sszekot6 egyenes” alatt a kupszelet adott pontbeli érintdjét fogjuk

érteni, hiszen ekkor formaélisan az ,,AA” egyenes képe a BA egyenes. Dudlisan:
egy kupszelet rogzitése utan egy érinté ,,onmagaval vett metszéspontjan” az
érintore illeszkedo érintési pontot értjiik.

Igy a Pascal-tétel - és duélis médon a Brianchon-tétel - érvényben marad ,el-
fajult hatszogek” esetén is. Ez a kipszeletbe {rt hatszog valamely két szomszédos
cstcsdnak (illetve a dudlis esetén a kupszelet koré irt hatszog valamely két
szomszédos oldaldnak) egybeesését jelenti.

Ezeket a specidlis eseteket a Pascal-tétel bizonyitdsdnak értelemszerii
moédositasaval igazolhatjuk. Természetesen ezen specidlis esetek megforditasai
és dudlisai is teljesiilnek.

>

10.5. K6vetkezmény. Legyenek A, B, C,

kipszelet A-ra illeszkedd érintdje. Ekkor az A
>

és CD Na =: {R} pontok kollinedrisak.

és E egy kiupszelet pontjai, a a
4 —
NDE =:{P}, BCNEA=:{Q}

=l

2 = S =
Bizonyitds: Legyen X az ABNCD,Y az AENCD pont. Ekkor

(APXB) A D(APXB) A~ D(AECB).
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R
A Pascal-tétel teljestilése az AABCDE ,elfajult hatszog” esetén.

A kipszeletet meghatarozé projektivitéssal(_k}apcsolatos fenti megjegyzésiink
értelmében D(AECB) A A(AECB), ahol a DA sugér képe az a érint8. Igy

A(AECB) A A(RYCX) A (RYCX) A (YRXC),

tehdt (APXB) A (YRCX). Ebben a projektivitdsban az X pont képe 6nmaga,
=

igy a projektivitas perspektivitds. A perspektivitds kozéppontja AY N B /t, azaz

a () pont. Tehdt valéban, P, @ és R kollinearis. m

10.6. K6vetkezmény. Legyenek A, B, C, D egy kipszelet pontjai, a éigl) a
@szelet A ille(tv_e)D pontra illeszkedd érintdje. Ekkor az ABNd =: {P}, BCN
AD =:{Q} és CD Na =: {R} pontok kollinedrisak.

— =
Bizonyitds: Legyen X a AB N CD pont. Ekkor
(CDXR)ANA(CDXR)ANA(CDBF).

_ — . _
Itt A(CDBF) A D(CDBF), ahol az AD sugar képe d. Igy D(CDBF) A
D(XPBF)A(XPBF)A (BFXP). Tehat (CDXR) A (BFXP). Ebben a pro-
jektivitasban az X pontﬁ)pe Onmaga, igy a projektivitds perspektivitdas. A
perspektivitas centruma DF N BC, azaz a () pont. Tehat valéban, P, Q és R
kollinearis. m

Végiil azt a specidlis esetet, amelyben a kiipszeletbe irt hatszog haromszoggé
fajul, csak megfogalmazzuk. Az allitast késébb bizonyitjuk.
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A Pascal-tétel teljesiilése az AABCDD ,elfajult hatszdg” esetén.

10.7. Allitas. Egy kupszeletbe irt hdromszég, és a kupszelet ezen hdromszog
csucsaira illeszkedd érintdi dltal alkotott hdromszdg tengelyre nézve perspektivek.

A Pascal és Brianchon-tételek, valamint most latott kovetkezményeik és azok
duédlisainak alkalmazédsaval a 9.11. és 9.13. éllitasok alapjan egyértelmiien meg-
hatarozott masodrendl gorbék tovabbi pontjai egyszeriien szerkeszthetdek.

10.8. Kovetkezmény. Legyenek A, B és C egy kipszelet pontjai, valamint
a, b és ¢ a kipszelet ezen pontokra illeszkedd érintdi. Legyen a N'b =: {X},

—
aNc=:{Y} ésan BC =:{Q}. Ekkor (AQXY") harmonikus pontnégyes.

(AQXY') harmonikus pontnégyes.

+— ——
Bizonyitds: Vezessiik be a tovdbbi cN AB =: {P} és b CA =: {R} jeloléseket.
Ekkor a 10.7. kévetkezmény alapjan P, @ és R kollinedrisak. Az ABQR teljes
négyszog Zé oldalegyenesén X &tléspont, Y a négyszog egy atldjara illeszkedik,
tehdt valoban, (AQXY') harmonikus pontnégyes. m
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11. Polus és polaris

11.1. Tétel. Legyen adott eqy k kiupszelet és eqy, a kupszeletre nem illeszkedd
P pont. Tekintsiik eqy P-re illeszkedd szeldjét k-nak, és legyen P-nek a szelére
illeszkedd kipszeletpontokra vonatkozé harmonikus tdrsa Q. Az igy kapott Q
pontok kollinedrisak, azaz eqy, a szeld megvdlasztdsdtol fiiggetlen egyenesre il-
leszkednek. Kozos egyenestiket P polarisanak hivjuk, és azt mondjuk, hogy P a
kapott egyenes pélusa.

Bizonyitds: Tekintsiink egy, a P pontra illeszked6 rogzitett szel6t. Ennek
metszéspontjai a kipszelettel legyenek A; és As, és legyen A a P pont (A;As)-
re vonatkoz6é harmonikus tarsa. Legyen T az A; és As pontokra illeszked6
kupszeletérint6k metszéspontja.

B

P polérisa.

Tekintstink egy tetszOleges tovabbi szel6t, amelynek a kupszelettel kozos
pontjai By és Bs. Legyen tovabbd B a P pont (B Bg)-re vonatkoz6 harmonikus
tarsa. Megmutatjuk, hogy B - a masodik szel6 megvalasztasatdl fliggetleniil -

illeszkedik az AT egyenesre.

S S
Legyen X := A1Bo N AsBy ésY := A1 By N Ay Bs.
Mivel az A1 By A2 By teljes négyszog A; és As csicsai altal meghatarozott
oldalegyenesére illeszkedd dtléspont P, kovetkezik, hogy P (A As)-re vonatkozd
=
harmonikus téarsa 111eszked1k a P-vel szemkoztes atldéegyenesre, azaz X Y-ra.

Tehat A illeszkedik X Y -ra. Hasonléan ellendrizhetd, hogy B illeszkedik X Y -ra.
A Pascal-tételt az Ay A3 By A1 A1 By elfajult hatszogre alkalmazva azt kapjuk,
hogy X, Y és T kollinedrisak.

=
Osszefoglalva: az XY egyenesre egran‘u 1lleszked1k A, B és T, amibdl kovet-
kezik, hogy B valéban illeszkedik AT-re. Mivel AT a B-t tartalmazé szel6
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megvalasztdasatol fliggetlen egyenes, ez allitdsunk igazsdgat jelenti. m

Kiilsé pont polérisa.

11.2. Allités. Ha P kiilsé pont, akkor P pdlusa a P-re illeszkedd
kupszeletérintok érintési pontjainak egyenese.

Bizonyitds: Legyenek a P-re illeszkedd kuipszeletérintok érintési pontjai U és V,
valamint egy P-re illeszkedd tetszOleges szelé kozos pontjai a kipszelettel A és
B. Azt kell megmutatnunk, hogy @ := AB N UV illeszkedik P polarisara, azaz

hogy (PQAB) harmonikus pontnégyes.
(PQAB) NU(UVAB)AV(UVAB) A (QPAB).

Tehét (PQAB) A (QPAB). 5.14. miatt ebbdl kovetkezik, hogy (PQAB) har-
monikus pontnégyes. m

Ha @ illeszkedik P polérisara, akkor P illeszkedik ) polérisara.

11.3. Allités. Ha Q illeszkedik P poldrisdra, akkor P illeszkedik QQ poldrisdra.

Bizonyitds: Ha a P és () pontok valamelyike bels§ pont, akkor a % egye-
nes két pontban metszi a kipszeletet, legyenek azek A és B. Ha @ rajta van
P poldrisén, akkor @ a P pont (AB)-re vonatkozé harmonikus tarsa. Ebbél
azonban kovetkezik, hogy P rajta van ) polarisan.
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Tegyiik fel, hogy P és @ egyarant kiils6 pontok, és legyenek a P-re illeszk(eiéé
kipszeletérinték érintési pontjai U és V. Ekkor P polarisa UV. Legyen Q UV
tetszéleges kiilsé pontja, és legyen @ (UV)-re vonatkozé harmonikus tdrsa Q.
Ekkor Q' illeszﬁl)ik Q@ poldrisara. Azt kell megmutatnunk, hogy IW @ polarisa.

Legyenek PQ’ és aé_t)ekin(‘@;c k kupszelet kozos pontjai A és B. Azt kell
megmutatnunk, hogy AQ és BQ a kupszelet érintéi, ebbdl ugyanis kovetkezik,

— —
hogy AB = PQ’ QQ polarisa. Azt fogjuk igazolni,&gy m érinti a kupszeletet.
Legyen @ az A-ra illeszked$ kupszeletérinté és UV metszéspontja. Azt 1atjuk
be, hogy ekkor Q) = Q.

Mivel @' illeszkedik P poldrisira, (ABPQ’) harmonikus pontnégyes. Innen
(ABPQ') AU(ABUV) A A(ABUV) & (QQ'UV)

miatt (QQ'UV) is harmonikus pontnégyes. Azonban Q' (UV)-re vonatkozé har-
monikus tarsa @, igy valéban Q = @Q kovetkezik. m

11.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy két pont konjugdlt egymdshoz egy
kupszeletre nézve, ha illeszkednek egymds poldrisaira. Két egyenes konjugdlt
eqymashoz eqy kiupszeletre nézve, ha illeszkednek eqymds pdlusaira.

Eddig a sik kupszeletre nem illeszkedé pontjai és a kupszeletet nem érintd
egyenesei kozott adtunk meg bijekciét. Ez a bijekci6 illeszkedéstarts abban az

=
értelemben, hogy AB pélusa aNb: valéban, az aNb pont A-hoz és B-hez egyarant
konjugalt.
Ezt a bijekciét kiterjesztjiik a teljes projektiv sikra.

11.5. Definicié. Egy kipszeletpont poldrisanak a rd illeszkedd kipszeletérintdt,
eqy kiupszeletérintd polusdinak a rd illeszkedd érintési pontot nevezziik.

Ez a definicié valéban illeszkedéstarté modon terjeszti ki az eléz6 bijekcidt
a teljes sikra: abbdl, hogy tetsz6leges kiilsé pont polarisa tartalmazza a pontbol
huzott érintok érintési pontjait, kovetkezik, hogy a kupszelet tetszéleges pontja
konjugalt a ra illeszked$ érinté Osszes pontjahoz.

11.6. Kovetkezmény. Rendeljiik hozzd a sik tetszéleges pontjdhoz egy rogzitett
kupszeletre vonatkozo poldrisdt, tetszdleges egyemeshez pedig a pdlusdt. Ez a
leképezés a sik pontjainak €s egyeneseinek kozott bijektiv és illeszkedéstarto.

11.7. Definicié. FEgy hdromszog csiucsainak eqy kiupszeletre vonatkozo poldrisai
eqy hdromszog oldalegyenesei, ezt a hdromszoget az eredeti hdromszog polaris
haromszogének nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy hdromszog eqy kupszelet
polarharomszoge, ha a poldris hdromszége énmaga.

A poldrhdromszog tehat olyan haromszog, amelynél tetszOleges cstcs
polarisa a szemkoztes haromszogoldal. Masként fogalmazva, a poldrhdromszog
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olyan haromszog, amelynek csicsai paronként konjugdltak egymashoz a
kupszeletre nézve.

A kovetkezo allités teljesiilése kiolvashaté 11.1. bizonyitasabo6l, mi azonban
ijra megindokoljuk.

11.8. Allitas. Egy kupszeletbe irt tetszdleges teljes négyszog dtlospontjai a gorbe
egqy poldrhdromszogét alkotjdk.

ABCD atléspontjai polarharomszoget alkotnak.

Bizonyitds: Hasznélva az dbra jeloléseit, legyen A, B, C és D a gorbe négy
pontja, az ABCD teljes négyszog atlospontjai P, Q) és R. Megmutatjuk, hogy P
polarisa a QR egyenes. Legyen Q<—}>{ metszéspontja AB-vel illetve CD-vel X és Y.
Ekkor a teljes négyszognek A és B cstucsai, P atléspontja, X pedig a szemkoztes

atléegyenes AB-vel kozos pontja, igy (ABPX) harmonikus pontnégyes. Ebbél
kovetkezik, hogy P és X konjugaltak a kﬁpsz(%;cre Iﬂve. Hasonldéan adodik,

hogy P és Y is konjugaltak. fgy P polarisa az XY = QR egyenes, és ezt kellett
igazolnunk. m

11.9. Tétel. (Seydewitz) Eqy kipszeletbe irt hdromszog bdrmely oldaldhoz kon-
Jugadlt egyenes konjugdlt pontokban metszi a mdsik két oldalegyenest.

<B_z'z)onyz’zfds: Legyen a kupszelet egy beirt hdromszoge PQR. Ha egy c egyenes a
PQ oldalegyeneshez konjugalt, akkor ¢ a PQ) egyenes valamely C' pontjanak a

polarisa. Legyen RC' a kupszelettel alkotott, R-t6l kiillonb6z6 metszéspontja S.
Az el6z6 tétel alapjan ekkor a PQRS teljes négyszog atléspontjai a kipszelet egy
polarhdromszogét alkotjdk. Ezen haromszog c¢ oldalegyenese tartalmazza az A

62



R
Seydewitz tétele.

—— >
és B, egymashoz konjugdlt pontokat: az egyik Q) R-re, a masik RP-re illeszkedik.
m

Megfogalmazzuk Seydewitz tételének dudlisat is.

11.10. Kovetkezmény. Egy kupszelet koré irt hdromszég bdrmely csucsdhoz
konjugdlt pontot a mdsik két csiuccsal dsszekotve konjugdlt egyeneseket kapunk.

a pélusanak szerkesztése.

Tekintstink egy k kupszeletet, és egy ra nem illeszkedé6 R pontot. Legyen
tovabba R polarisa r. Eljarast adunk egy R-re illeszkedd tetszéleges a egyenes
polusanak meghatarozasara.
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e Rogzitsiink egy R-re illeszkedd tetszOleges x szel6t, és legyenek ennek a
kupszelettel ko6zos pontjai X és Y.

e Legyen a és r kozos pontja A;.

e Legyen Y A; és a kipszelet Y-t6l kiilonb6z6 kozos pontja As.
<.) 7’ re . 7’

e Ekkor X As és r metszépontja az a egyenes keresett A pdlusa.

= >
Valéban, az XY és RA, szelk éltal a kipszeletbdl kimetszett teljes négyszog
egy atléspontja R, igy a négyszog szemkoztes atldja r. Ebbdl kovetkezik, hogy

>
a négyszog tovabbi atléspontjai A és Ay, vagyis A valéban RA; pdlusa.

R

A poélus-polaris kapcsolat projektiv leképezés.

11.11. Allitas. A pdlus-poldris kapcsolat projektiv leképezés: ha az A, B, C,
D kollinedris pontok poldrisai rendre a, b, ¢, d, akkor (ABCD) A (abed).

Bizonyitds: Tekintsiik az a, b, ¢, d konkurrens egyeneseket, kozos pontjuk legyen

R. Ekkor a tekintett egyenesek A, B, C, D pdlusai az R pont r poldrisara

illeszkednek. Rogzitve egy R-re illeszked6 x szel6t, hatarozzuk meg az A, B, C,

D pontokat a fent ismertetett eljardssal. Az eljaras soran keletkez6 megfeleld

pontokat a fentieknek megfeleléen jelolje Ay, By, C1, D1, Aa, By, Cy, Ds.
Ekkor a szerkesztésbol kiolvashatdan

(abcd) i (AIBICIDI) i Y(AQBQCQDQ) A X(AQBQCQDQ) i (ABCD)
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Egy kupszelet barmely két polarhdromszogének hat csiicsa egy kipszeletre
illeszkedik.

11.12. Allit4s. Egy kupszelet barmely két poldrhdromsziogének hat csicsa egy
kupszeletre illeszkedik.

Bizonyitds: Legyen az adott kupszelet két polarharomszoge PQR és XY Z, a
megfelel6 pontok polarisai rendre p, ¢, 7, x, y és z. A q egyenest elmetszve a
(przz) egyenesekkel, a kapott négy pont 11.11. miatt projektiv helyzetli a @
pontot a (PRX Z) pontokkal 6sszekotd négy egyenessel. Az eléz6 négy pontot Y-
nal Gsszekotve, ezen négy egyenessel perspektiv helyzetii négy egyenest kapunk,
mégpedig az Y pontbdl az (RPZX) pontnégyest vetité egyeneseket. Azonban
(RPZX)N(PRXZ) , tehit a @ ésY pontokbdl vetitve a (PRX Z) pontnégyest,
projektiv sugarsorokat kapunk. Ez a kupszeletek definiciéja miatt azt jelenti,
hogy a széban forgé hat pont valdoban egy kupszeletre illeszkedik. m

11.13. Tétel. (Chasles) Ha egy hdromszég egy kipszeletnek nem
poldrhdromszége, akkor (pontra és tengelyre nézve egyardnt) perspektiv a
poldris hdromszégével.

Bizonyitdas: Tekintsiik az ABC haromszoget, és tegyiik fel, hogy a csicsok

polarisai az oldalegyenesektdl kiilonb6z6 a, b, ¢ egyenesek. Jelolje az aNb pontot

C4, az a N ¢ pontot By és a b N c pontot Ay. Azt kell mcgmutatnun&}hogy az

Aq B1Cy és ABC haromszogek tengelyre nézve perspektivek. Legyen ABN A1 By

a Cy pont, % N B1Cy az Ay pont és végil az AC N A;Cy a By pont; ekkor
feladatunk az As, Ba, Co pontok kollinearitasanak beldtasa.

, , ? ; > (?' .

Legyen tovdbba X az A1 B1NAC ésY az B;C1NAC pont. Ekkor 11.11. mi-

att az (C2 A1 X B1) pontnégyes és a poldrisok altal alkotott sugdrnégyes projektiv

S <
kapcsolatban van. A széban forgd pontok polérisai rendre a CCy, CB, CBy,

C A egyenesek. Igy (C3A1 X By) A C(C1BB1A). Az a egyenessel torténd metszés
utan O(ClBBlA) i (01A2B1Y) adédik. Ismert, hOgy (01A231Y) A (A201YBl).
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Chasles tétele.

Osszefoglalva: (CoA1 X B1)A(A2C1Y By). A fundamentélis tulajdonsdg miatt ez
< <
a projektivitas perspektivitds, amelynek centruma By = XY N A1C1, igy Bs
valéban illeszkedik az AsCy egyenesre. m
A kovetkezd éllitast a 10.7. pontban bizonyitdst nélkiil fogalmaztuk meg
mint a Pascal-tétel egy specidlis esetét. Az allitdis a Chasles-tétel specidlis

esetének is tekinthetd, azonban a Chasles-tétel fent bemutatott bizonyitdsa eb-
ben az esetben nem alkalmazhatod. Igy az allitast kiilon igazoljuk.

11.14. Allitas. FEqy kiupszeletbe irt hdromszog, és a kiupszelet ezen hdromszog
csucsaira illeszkedd érintdi dltal alkotott haromszog tengelyre nézve perspektivek.

Bizonyitds: Legyen a kupszeletbe irt hdromszog ABC, a megfelels
érintéegyenesek a, b és c. Jelolje az a N'b pontot Cq, a bN ¢ pontot Ay, acNa

<
pontot By. Legyen tovabba BCNa = {P}, CANb={Q}, ABNc = {R}. Ekkor
11.11. miatt (A;CB1R) A (a1¢bir), ahol a; illetve by az A illetve By pontok
—

— _ _
poldrisét jeloli, gy ay = BC, by = AC. (a1ebir) A (BA1QCH) A (A1 BC1Q),
tehdt (A1CB1R) A (A1 BC1Q). Ebben a projektﬂésban A1 onmagdnak felel
meg, {gy perspektivitds. Ebbdl kovetkezik, hogy CB N B1C; = {P} illeszkedik
—

a QR egyenesre, és ezt kellett igazolnunk. m

11.15. Allitas és definicié. Egy kupszelet barmely, a gorbét nem érintd egye-
nesen involiciot indukdl: az eqyenesen a gorbére nézve konjugdlt pontpdrok egy
inwolicié megfeleld pontpdrjai.
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Egy kupszeletbe irt haromszog és érintéharomszoge perspektivek.

Bizonyitds: Tekintsiink egy masodrendii gérbét nem érinté e egyenest. Ren-
deljiik hozzd e minden pontjahoz az egyenes azon pontjat, amelyben az adott
pont poldrisa e-t metszi. Ez a hozzarendelés projektivitds, ugyanis 11.11.
értelmében tetszdleges pontsor és a polarisok &dltal alkotott sugarsor projektiv
kapcsolatban van, ezért a polarisok &altal alkotott sugdrsor elemeit az eredeti
pontsor elemeivel elmetszve a pontsoron értelmezett projektivitast kapunk. En-
nek a projektivitasnak a négyzete az identitds, ugyanis az A-pont polarisa pon-
tosan akkor tartalmazza B-t, ha a B pont poldrisa tartalmazza A-t. m

Dualisan értelmezhetjiik a polaritas altal indukalt involiciét egy 6nmagahoz
nem konjugalt pontra illeszkedd sugarsorban.

11.16. Kovetkezmény és definicié. Egy kupszelet bdrmely, a gorbére nem
illeszkedd tartoponti sugdrsor egy involucidjdt indukdlja: ebben az involicidban
a sugdrsor tetszdleges e egyenesének képe a sugdrsor e-hez konjugdlt eleme.

11.17. Allitas. Egy kiupszeletet egyértelmiien meghatdroz harom pontja, és a sik
valamely, a pontokra nem illeszkedd egyenesén a gorbe dltal indukdlt involicio.

Bizonyitds: Amennyiben az involicié hiperbolikus, annak fixpontjai a gorbe
tovabbi két pontjat adjak, igy a 9.11. alapjdn a masodrendl gorbét az ismert
ot pontja valéban egyértelmiien meghatéirozza.

Tegyiik fel most, hogy az involucié elliptikus. Megmutatjuk, hogy ebben az
esetben is meghatarozhat6 5 kupszeletpont, igy a gorbe ekkor is egyértelmiien
meghatédrozott. Jelolje A, B és C a kupszelet ismert pontjait, és e az ismert
involticié tartéegyenesét. Ekkor e N BC' =: {P} poldrisa egyértelmiien meg-
hatarozhatd, ugyanis illeszkedik P involucids képére, és a P pont B és C pon-

tokra vonatkozé harmonikus tarsdra. Legyen P polarisanak AP-vel alkotott
metszéspontja X. Ekkor X és P a kipszeletre nézve konjugaltak, igy az A pont
P és X pontokra vonatkozé harmonikus téarsa illeszkedik a kupszeletre. Hasonld
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P © P

Harom pont és egy ,,képzetes pontpar” altal meghatarozott kiupszelet.

konstrukciéval, a B? egyenes helyett ABC' valamely mas oldalegyenesébél ki-
indulva tovabbi kipszeletpontot allithatunk eld; igy valéoban, meghatarozhaté a
kupszelet 6t pontja. m

Az el6z0 tételre tekintettel szokds egy kupszelet altal egy egyenesen indukalt
elliptikus involtciét a kupszelet és az egyenes altal meghatarozott képzetes
pontpdrnak nevezni. Amennyiben két kiupszelet valamely egyenesen ugyanazt
az involuciét indukalja, azt mondjuk, hogy a tekintett egyenes a két kupszelet
hatvanyvonala. Megmutathatd, hogy az euklideszi sik tetszOleges két kore
esetén éppen az euklideszi értelemben vett hatvanyvonal és a végtelen tavoli
egyenes ilyen tulajdonsigu.

A valds projektiv sikon egy kipszelet pontosan akkor kor, ha a végtelen
tavoli egyenesen azt az involiciot indukalja, amelynek megfelelé6 pontpérjai az
egymasra merGleges irdanyokat jelenté végtelen tavoli pontok. Ezt az involiuciot
szokas abszolit involiucionak nevezni, illetve - mint képzetes pontpart - abszolit
képzetes korpontokként emliteni. Ebben a specidlis esetben az el6z0 tétel azt a jol
ismert tényt adja vissza, hogy az euklideszi sik barmely hdrom, nem kollinearis
pontja egyértelmiien meghataroz egy kort.
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12. Kipszeletek kibovitett affin sikon

12.1. Definicié. Egy kupszeletet ellipszisnek, parabolanak vagy hiperbolanak
nevezink aszerint, hogy végtelen tdavoli pontjainak szdma 0, 1 vagy 2.

12.2. Definicié. Egy parabola wvégtelen tdvoli pontjait a parabola ten-
gelyirdnydnak mnevezzik; egy hiperbola végtelen tdvoli pontjait aszimpto-
tairanyoknak, a végtelen tdvoli pontjaira illeszkedd érintéket a hiperbola aszimp-
totainak hivjuk.

12.3. Definicié. Amennyiben egy kiupszeletre nézve a végtelen tdvoli egyenes
polusa nem végtelen tdvoli pont, a kupszeletet centrélisnak nevezzik. Centrdlis
kipszelet centruman (vagy kozéppontjdn) a végtelen tdvoli egyenes kipszeletre
vonatkozo polusdt értjik.

Lathato, hogy pontosan a paraboldk a nem centralis kupszeletek, ugyanis
a végtelen tavoli egyenes tetsz6leges parabola érintdje (hiszen azzal éppen egy
kozos pontja van), igy annak pdlusa a ra illeszkedd érintési pont.

12.4. Definicié. Egy egyenest egy centrdlis kipszelet atméréjének mondunk,
ha illeszkedik a kipszelet centrumdra. Egy dtmérd végpontjdn az dtmérd és a
kupszelet metszéspontjait értjik.

12.5. Definicié. Egy egyenespdrt eqy centrdlis  kiupszelet  konjugalt
atméroparjinak neveziink, ha konjugdltak a kupszeletre nézve, és mindkét
egyenes a kupszelet dtmérdje.
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13. Projektivitasok kupszeleten, a Steiner-
szerkesztés

13.1. Definicié. Tekintsiink eqy e egyenest és egy k kipszeletet. Azt mondjuk,
hogy a k kiupszelet egy O pontjabdl vetitjiik a kupszeletre az e egyenes pontjait, ha
az e egyenes tetszdleges A pontjdhoz az O és A pontok egyenesének a kupszelettel
kéz0s, O-tdl kiilonbozd pontjdt rendeljik. Amennyiben az O és A pontok egyenese
a kupszelet érintdje, rendeljik hozzd az A ponthoz O-t.

13.2. Definicié. Tekintsiink egy e tartdegyenest pontsort onmagdra képezd
projektivitdst. Vetitsiik az e egyenes pontjait eqy k kiupszeletre annak O pontjdbdl.
Azt mondjuk, hogy a k kupszeleten egy projektivitast adtunk meg, ha a kupszelet
tetszbleges A pontjdhoz a kipszelet azon A’ pontjdt rendeljik, amelyre teljestil,
hogy az A pont 8sképének az e eqgyenesen megadott projektivitds dltali képe az A’
pont dsképe. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az e egyenesen megadott projektivitdst
0-bol a kipszeletre vetitettik.

Amennyiben a kupszelet pontjait a kipszelet valamely més, O; pontjabdl
vetitjiik, az OA egyeneshez az 6:71 egyenest rendeld leképezés a kupszelet de-
finicigja miatt projektivitas. fgy ha az e egyenesen megadott projektivitast az
O pont helyett O1-bol vetitjik, a pontokat vetité sugarsorok az eredetiekkel
projektiv kapcsolatban lesznek. Konnyen lathato tehat az alabbi kévetkezmény.

13.3. Lemma. Egy kipszeleten megadott projektivitdst az A, B, C' pontokhoz
rendelt A’, B', C' pontok egyértelmiien meghatdroznak.

Ebben az esetben is az (ABC) és (A'B'C’) pontharmasok &ltal meg-
hatarozott projektivitasként fogjuk emliteni a kupszeleten ilyen médon meg-
adott egyértelmi projektivitast.

13.4. Definicié. Tekintsik egy kipszeleten az (ABC) és (A’ B'C") pontok dltal
— <
meghatdrozott projektivitdst. A Pascal-tétel értelmében kollinedris BC' N CB’,
LARALTOZOR ProJerivy “
CA'NAC" és AB'NBA’ pontok egyenesét a projektivitds tengely ének nevezziik.

Lathato tehat, hogy a projektivitds tengelyének felhasznédlasaval a
kupszelet tetszéleges tovdbbi X pontjanak képe szerkeszthetd. Az el6z6
jeloléseket megtartva, az (ABCX) pontokat A’-b6l a projektivitds ten-
gelyére vetitve kapott pontnégyest jeldle (GNMF). Ekkor a (GNMF)
pontnégyest A-bél a kipszeletre vetitve éppen az (A’B'C'X’) pontnégyest
kapjuk. Megmutatjuk, hogy a kupszelet valamely X pontjdhoz az igy
kapott X’ pontot rendels leképezés a kupszeleten valéban projektivitas.
Legyen e tetszlleges egyenes, az A-ra illeszked6 kupszeletérinté e-vel

2 —
kozos pontja Ay, ABNe =: {B1}, ACne = {Ci}, AA ne = {A}},
— — — —
AB'Ne =: {B{}, AC'"ne = {Ci}, AX Ne = {X1} és AX'ne = {X{}.
Ekkor (AlBlchl) i A(AIBICIXI) A A(ABCX) A kﬁpszelet de-
finiciéja miatt A(ABCX) A A/(ABCX). Az el6z6 konstrukeié alapjén
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A'(ABCX) AN (GNMF) AN A(AB'C'X"). Végiil A(A'B'C'X") A (A|B1C1X}).
Igy (A1B1C1 X)) A (A B,C,X}) az a projektivitds az e egyenesen, amit a
kupszeletre vetitve az el6zoekben megadott megfeleltetést kapjuk, igy az
valéban a kupszeleten megadott projektivitas. Mivel egy kipszeleten megadott
projektivitast egyértelmiien meghataroz a kipszelet harom pontjanak képe, igy
belattuk, hogy egy kiupszeleten adott projektivitast egyértelmiien meghataroz
a tengelye, és a kupszelet egy pontjanak képe.

A kupszeleten adott projektivitds fixpontjai a projektivitas tengelyének a

kupszelettel alkotott metszéspontjai. fgy egy kupszeleten adott projektivitas
elliptikus, parabolikus vagy hiperbolikus attdl fligg6en, hogy a projektivitds
tengelye a kipszeletet 0, 1 vagy 2 pontban metszi.
Nyilvanvald, hogy egy pontsor elemei kozott megadott projektivitdst egy
kupszeletre vetitve, az eredeti projektivitas fixpontjainak képei a kipszeleten
kapott projektivitas fixpontjai. Ezt a tényt hasznalja ki a projektivitasok
fixpontjainak meghatdarozasara szolgdlé Steiner-szerkesztés.

A Steiner-szerkesztés.

Tekintsiik az e egyenes pontjai kozott értelmezett, (ABC) és (A’B'C")
pontharmasok altal meghatarozott projektivitast. Tekintsiink egy tetszoleges
k kuipszeletet, és annak egy O pontjit. (Amennyiben a valds projektiv sikon
euklideszi szerkesztést végziink, a k kupszelet a sik egy tetszdleges kore.) Ekkor
az eredeti projektivitast O-bdl k-ra vetitve kapunk a kupszeleten egy projekti-
vitdst, melyet az (A;B1C1) és (A} B1C}) ponthdrmasok hatdroznak meg. Ezen
projektivitds tengelyét meghatarozzak példaul az A; Bf N A] By és A;C1NALCy
pontok. A tengely és a kupszelet M; és N; metszéspontja - amennyiben
létezik - a kupszeleten adott projektivitas két fixpontja. Ezen pontokat O-bdl
az e egyenesre vetitve, az e egyenesen megadott projektivitas fixpontjait kapjuk.

A Steiner-szerkesztés alkalmazasdval meghatarozhatjuk tetszoleges kiipszelet
és egyenes kozos pontjait, ha a kdpszelet 6t pontjat ismerjiik. Legyen ugyanis
adott a kupszelet A, B, C, D és E pontja, és egy g egyenes. Ekkor a kipszelet
A és B pontjabdl vetitve a C', D és E pontokat, projektiv sugarsorokat ka-
punk. Ezen sugdrsorokat elmetszve a g egyenessel, a g tartéegyenesii pontsort
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Onmagara képez6 projektivitdst nyertink. Ennek fixpontjai éppen a kupszelet és
g koOz0s pontjai, melyeket a Steiner-szerkesztés alkalmazasdval hatarozhatunk
meg.

Kipszelet és egyenes koz0s pontjainak szerkesztése.

13.5. Definicié. Ha valamely e egyenesen megadott involicidt eqy k kupszeletre
vetitink, azt mondjuk, hogy a k kupszeleten egy involaciét adtunk meg.

Az els6faju projektiv alapalakzatokon értelmezett involicidk tulajdonsdgaira
vonatkozé allitdsok a kupszeleteken értelmezett involicidkra is teljesiilnek. A
kupszeleteken adott involicidk megfelelé pontparjainak meghatarozasat azon-
ban megkonnyiti az alabbi tulajdonséag.

13.6. Allitas és definicié. Ha eqy kupszeleten megadott involiciot a kupszelet

(AA") és (BB') pontpdrjai hatdroznak meg, tetszéleges tovdbbi (CC') megfe-
> ‘ ‘ e

leld pontpdr esetén a CC' egyenes illeszkedik az AA’ N BB’ pontra. A meg-

felelé pontpdrok egyeneseinek ezen O kézés pontjdt az involucié centrumdnak

nevezzik. Az involicid centruma az involicid tengelyének polusa.

Bizonyitds: A széban forgd involicié pontosan az (ABB’) és (A'B'B)
ponthérmasok dltal meghatérozott projektivitds. Ennek tengelye az AA’BB’
teljes négyszog egy atldja, mig O az ezzel szemkoztes atlospont. fgy az O pont
valéban az involucié tengelyének pélusa. Mivel ez a pont fliggetlen az involicit
meghatdrozé pontparok megvélasztdsatol, tetszdleges tovabbi (CC’) megfeleld
pontpar egyenese is illeszkedik O-ra. m

Léathato tehat, hogy a kipszeleten megadott involicié a sik egy centralis kol-
lineacidjanak lesziikitése a kupszelet pontjaira, melynek centruma az involicid
centruma, tengelye az involici6 tengelye.
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Involicié kupszeleten.

13.7. Kovetkezmény. Egy kupszeleten megadott involicio pontosan akkor el-
liptikus, ha centruma a kupszelet belsé pontja, €s pontosan akkor hiperbolikus,
ha centruma a kupszelet kiilsé pontja.

Igy pontsor elemei kézott értelmezett involicié esetén is egyszertien meg-
hatarozhato tetszéleges pont képe, ha az involicidt egy kupszeletre vetitjiik.
Az aldbbi tulajdonsdg mind els6faju projektiv alapalakzaton, mind kipszeleten
értelmezett involiciora teljesiil, igazolasat azonban célszerli kipszeleten adott
involicidra elvégezni.

13.8. Allitas. Ha két, ugyanazon kupszeleten vagy elséfaji projektiv alapalak-
zaton értelmezett involicio kéziul legaldbb az egyik elliptikus, akkor van olyan
pontpdr, amely mindkét involiucionak megfeleld pontpdrja.

Bizonyitds: Amennyiben a két involicid elséfaju projektiv alapalakzaton van
értelmezve, vetitsiik azokat egy tetszOleges kipszeletre. A kupszeleten adott
involiciok kozéppontjai koziil valamelyik ekkor a kipszeletnek belsé pontja.
Egy kupszelet bels6 pontjan athalad6 egyenesnek mindig van két kozos pontja
a kupszelettel, ez esetben pedig az involiciok kozéppontjait Osszekotd egyenes
és a kupszelet kozos pontjai kozos megfeleld pontparok. m

Ha mindkét involicié hiperbolikus, a 6.7. lemméban adtunk sziikséges és
elegendo feltételt kozos megfeleld pontpar 1étezésére.
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14. Desargues involiciététele és alkalmazasai

14.1. Tétel. (Desargues involicidtétele.) Eqy teljes négyszog csucsaira illesz-
kedd kupszeletek tetszdleges, a négyszog csucsaira nem illeszkedd egyenessel al-
kotott metszéspontjai egy involucio megfeleld pontpdrjait alkotjdk.

Desargues involuicidtétele.

Bizonyitds: Legyen az adott négyszog PQRS, és az adott egyenes g. Tekintsiink
egy tetszoleges k kipszeletet, amely illeszkedik a P, @, R, S pontokra, és le-

— —>
%nek k g-vel valé metszéspontjai T és U. Legyen tovabba a PS, QS, QR és

PR egyenes g-vel kozos pontja A, B, D illetve E. Ekkor (AETU) A (BDTU).
Tovébba 2.5. miatt (BDTU) A (DBUT), igy (AETU) A (DBUT) adédik. Igy
T és U az (AD) és (BE) pontpérok dltal meghatérozott involicié egy megfeleld
pontparja. m

Megjegyezziik, hogy a teljes négyszog csicsaira illeszkedd kupszeletek
Osszességét kupszeletsornak is szokds nevezni.

A bizonyitasbdl lathatd, hogy a kapott involicié éppen az az involicid,
amelynek megfelel6 pontpéarjaiban a tekintett teljes négyszog oldalegyenesei
az adott egyenest metszik (Desargues teljes négyszogekre vonatkozé tételének
értelmében).

Ellenorizhetd, hogy az elézd tételben meghatdrozott involicid fixrpontjai a
négy pontra illeszkedd, adott egyenest érintd kupszeletek érintési pontjai. Legye-
nek ugyanis a teljes négyszog cstucsai P, @, R, S, és legyen az adott g egyenest
érint6 valamely kipszelet érintési pontja X. Legyen tovabba ﬁi’ metszéspontja
g-vel Ay, &% metszéspontja Ay, QR metszéspontja By, PS metszéspontja Bs.
Ekkor az (A1 As) és (B1Bs) megfeleld pontpdrok altal meghatdrozott involicid
fixpontjait keressiik meg a Steiner-szerkesztés alkalmazasaval oly médon, hogy
az involiciot vetitsiik a tekintett, g-t érint6 kipszeletre annak P pontjabol. Ek-
kor Ay képe R, A, képe legyen A),, By képe legyen B}, By képe S. A kiipszeletre
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Egy kupszeletsor elemei dltal egy egyenesbdl kimetszett involicié fixpontjai a
kupszeletsor adott egyenest érinté elemeinek érintési pontjai.

—
vetitett involicié centruma BjS N RAL. A Pascal-tétel alapjén ez a pont illesz-
kedik g-re, igy a kipszeletre vetitett involucié egyik fixpontja X . Mivel azonban
a kupszeletre torténd vetités soran X képe onmaga, ezért az eredeti involicio
egyik fixpontja szintén X.

14.2. Kovetkezmény. Legfeljebb két olyan kiupszelet létezik, amely négy adott
daltaldnos helyzeti pontra illeszkedik, és eqy adott egyenest érint.

Bizonyitds: A négy adott pontra illeszked6 kupszeletek és az adott e egyenes
metszéspont-parjai altal meghatarozott involicié fixpontjai adjék a lehetséges
kupszeletek érintési pontjait. Ezek szama 0 vagy 2. m

Desargues involuciétételébdl kovetkezik a Pascal-tétel.

Desargues involuciétételét alkalmazva 1j, a kordbbitdl fiiggetlen bizonyitast
adhatunk a Pascal-tételre. Megmutatjuk tehat, hogy ha A, B, C, D, E, F egy

, L. = — < L, S
kipszelet pontjai, akkor az ABNDFE =: {P}, BCNEF =:{Q} és CDNFA=:
{R} pontok kollinedrisak.

(6]



<> <

<.;]elolje a QR egyer(ua.s> kup(sz.e}ettel ko6zos pontjait X, és X(g..> Legy(e.n> QR és
CF kozos pontja Y, QR és AB kozos pontja P, valamint QR és DE kozos
pontja Ps. Azt kell belatnunk, hogy P; = P,. Tekintsiik k-t, mint a C, D, F,
F pontokra illeszkedd kipszeletet. Ekkor Desargues involiciotételét alkalmazva
kapjuk, hogy (P1P,), (QR) és (P2Y) egy involicié megfelel6 pontpérjai. Ha
k-t, mint az A, B, C, F pontokra illeszked6 kupszeletet tekintjsiik, hasonléan
adddik, hogy (P1P2), (QR) és (P1Y) egy involicié megfeleld pontpérjai. Mivel
két megfelel6 pontpar egyértelmiien meghatarozza az involiciot, kapjuk, hogy
P, = P, valdban teljesiil.

Desargues involucidtételének felhasznédldsdval meghatdrozhatéak két
kipszelet metszéspontjai, amennyiben ismert a két kipszelet két kézos pontja,
és ezen kiviill mindkét kupszelet harom-hiarom pontja. Beldthatd, hogy ha
ennél kevesebb kozos pont adott, a szerkesztés nem végezhetd el euklideszi
eszkozokkel.

Legyen a ki kupszelet 6t pontja A, B, C1, Cs, Cs, és a kg kupszelet 6t

Két kupszelet metszéspontjainak szerkesztése két kozos pont ismeretében.

pontja A, B, Dy, Do és Ds. Jelé(lj_e)a tovabbi két keresett kozOs pontot X

és Y. Vilagos, hogy elegend6 az XY egyenest meghatdrozni, ugyanis annak
tetszéleges kupszelettel kozos pontjai a Steiner-szerkesztés segitségével meg-

— <
hatarozhatéak. Az AB és XY egyenespar a két kupszelet négy metszéspontja
altal meghatdrozott kupszeletsor elfajulé eleme. Ezen kupszeletsor elemei
tetszéleges, az A, B, X, Y pontokra nem illeszkedé egyenesbdl egy involicid

megfelel6 pontpérjait metszik ki. Tekintsiik példaul a Cy1D; egyenest. Ezen
egyenes mindkét kupszelettel alkotott tovabbi metszéspontjai a Pascal-tétel
alkalmazéasaval meghatdrozhatdak, ezen két megfelel6 pontg meghatarozza

az egyenesbdl kimetszett involdciot. Ezen involuciéban az AB egyenes és az
involicié tartdéegyenesének metszéspontjanak képe illeszkedik a keresett XY
egyenesre. Vala(n;e}y tovabbi, példaul a CyDs egyenesbdl kimetszett involicid
segitségével az XY egyenes még egy pontjat meghatarozhatjuk.
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14.3. Tétel. Legyen ABCD egy teljes mégyszog, és X az oldalegyenesek
egyikére sem illeszkedd pont. Ekkor az X pont ABCD négyszog csiucsaira il-
leszkedd kupszeletekre vonatkozo poldrisai sugdrsort alkotnak.

Bizonyitds: Legyen k az A, B, C, D és X pontokra illeszked kipszelet. Legyen
x ezen kupszelet X pontra illeszked6 érintéje. Desargues involiciététele alapjan
a széban forgd kupszeletsor elemei z-et egy involiucié megfelel6 pontparjaiban
metszik, X ezen involiicié egy fixpontja. Jelolje az involiicié mésik fixpontjat X'.
Jelolje a kupszeletsor valamely tovabbi kipszeletét [, és legyenek az = egyenes és
| kozos pontjai Ly és Ly. Ekkor e két pont az x egyenesbdl kimetszett involiicié
egy megfelel§ pontparjat alkotja, igy (X X’LqLo) harmonikus pontnégyes. Igy
az X pont l-re vonatkozé poldrisa dthalad X’-n, tehdt valéban, az X pont
kiipszeletsor elemeire vonatkozd poldrisai az X' tartéponti sugarsor elemei. m

A fenti tételben meghatdrozott sugdrsor X’ tartépontjit szokas az X pont
a kupszeletsor tetszéleges két elemére vonatkozé Steiner-rokonanak is nevezni.

Desargues teljes négyszogekre vonatkozd tételének értelmében az elézé bi-
zonyitdsban szerepld, X és X' fixpontokkal rendelkez6 involiciéban az ABC D
négyszog szemkoztes oldalegyenes-parjainak z-el valé metszéspontjai megfeleld
pontparok. fgy e metszéspont-parokat X és X’ harmonikusan valasztja el. Ebbdl

—
kovetkezik, hogy a teljes négyszog tetszbleges P 4tléspontjat tekintve PX, PX',
valamint a P-re illeszked8 két négyszogoldal harmonikus sugarnégyest alkot. En-
nek a ténynek a dudlisa éppen 6.10.

14.4. K6vetkezmény. Legyen ABCD eqy teljes négyszig, €és e a néqgyszég
csucsainak egyikére sem illeszkedd egyenes. Ekkor az e eqgyenes ABCD négyszog
csucsaira illeszkedd kupszeletekre vonatkozo pélusai egqy kiupszeletre illeszkednek.

Bizonyitds: Legyen X és Y az e egyenes két pontja. Az e egyenes valamely
kupszeletre vonatkozo pélusa az X és Y pontok poldrisainak metszéspontja. Az
X és Y pontok kupszeletsor elemeire vonatkoz6 polarisai két, egymassal pro-

jektiv kapcsolatban 1év6 sugarsort alkotnak, igy metszéspontjaik egy kupszeletre
illeszkednek. m

14.5. Allitas és definicié. Legyen adott az ABCD teljes négyszig, és az e
egyenes, amely a négyszog egyik csucsdra sem illszkedik. Tekintsik az e egye-
nes ABC D-n dthalado kipszeletekre vonatkozd pdlusai dltal alkotott kupszeletet.
Ezen kupszeletre illeszkedik az ABC'D négyszog P, QQ és R dtldspontja, a négy
pontra illeszkedd kupszeletsor dltal e-bdl kimetszett involicid fizpontjai, valamint
a teljes négyszog hat egyenesének az e-vel vald metszéspontjinak a mégyszog
megfelelé két csucsdra vonatkozo harmonikus konjugdltja. fgy e kupszeletet az
e egyenesre és az ABCD négyszégre vonatkozd tizenegy pontos kupszeletnek
nevezzik.

Bizonyitds: Konnyen lathatd, hogy a kipszeletsor dltal e-bol kimetszett in-
volicié fixpontjai illeszkednek a kupszeletre. A kupszeletsor e-t érinté elemei
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ugyanis - ha léteznek - éppen ezen pontokra illeszkednek. fgy az e egyenes
ezen kupszeletekre vonatkozé polusai valdoban a fixpontok. Ha nem léteznek
a kupszeletsorban e-t értin6 kipszeletek, az involuciénak nincsenek fixpontjai.

>
Legyen az AC egyenes és e kozos pontja X, és az X pont A és C pontokra
vonatkozé harmonikus konjugdltja X’. Megmutatjuk, hogy van olyan eleme

a kupszeletsornak, amelynek az e-re vonatkoz6 polusa X'. Jelolje BX' és e
metszéspontjat Y, és B harmonikus tdrsat az Y és X’ pontokra nézve B’. Ek-
kor a kupszeletsor B’-re illeszkedé elemére vonatkozdan az e egyenes pdlusa
valéban X’ ugyanis konjugélt az X és Y pontokhoz egyarant. A teljes négyszog
oldalegyeneseire vonatkoz6 allitas ugyanigy lathaté be.

Megmutatjuk végiil, hogy a négyszog P, @ és R atléspontjai is illeszkednek

A tizenegy pontos kipszelet.

a széban forgd kupszeletre. Ehhez igazoljuk, hogy a kupszeletsor tetszoleges
elemének az e egyenesre vonatkozd pdlusa illeszkedik a P, @ és R pon-
tok, valamint az e-bdl kimetszett involicié fixpontjai (K és L) altal meg-
hatarozott kupszeletre. Legyen a kupszeletsor valamely elemének e-vel alko-
tott metszéspontja S és T. A kipszeletsor ezen elemének S és T pontbeli
érint8inek metszéspontja (M), valamint a K és L pontok e kipszelet egy
poléarharomszogét hatarozzék meg. Azonban a kupszeletsor elemeinek 11.8. mi-
att PQR is polarhdaromszoge, igy 11.12. felhasznalasdval adddik, hogy K, L,
M, P, @Q és R egy kupszeletre illeszkednek. Tehat valoban, az M pont - ami a
kupszeletsor tetszoleges elemére vonatkozd pélusa az e egyenesnek - illeszkedik
a K, L, P, Q és R pontok altal meghatarozott kipszeletre. m

A fenti tétel a valds projektiv sikon specidlis esetben a haromszoggeometria
alabbi jél ismert tételét adja vissza.

14.6. Kovetkezmény és definicié. Az euklideszi stk tetszbleges
hdromszdgének oldalfelez6  pontjai, magassdgainak talppontjai, illetve a
magassagpontja €s csiucsai dltal meghatdrozott szakaszok felezépontjai eqy korre
illeszkednek. Ezen kért a hdromszég Feuerbach-korének hivjuk.
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A Feuerbach-kor.

Bizonyitds: Tekintsiik az ABC' haromszog csicspontjaira és annak M ma-
gassagpontjara illeszked6 kupszeletek &ltal meghatarozott kupszeletsort. A
széban forgd pontok mindegyike illeszkedik a kipszeletsor és az idedlis egye-
nes dltal meghatdrozott tizenegy pontos kipszeletre (14.5.). Valéban, a ma-
gassagok talppontjai az ABCM teljes négyszog atléspontjai; a tovabbi hat
pont pedig az ABCM teljes négyszog hat egyenese esetén a végtelen tavoli
pont négyszog csucspontjaira vonatkozé harmonikus konjugéltja. A kupszeletsor
altal a végtelen tavoli egyenesbol kimetszett involiciéban éppen a merdleges
irdnyokat jelentd végtelen tavoli pontok felelnek meg egymasnak. fgy a
kupszeletsor tizenegy pontos kupszeletére vonatkozdéan a konjugalt irdanyok
éppen a meroleges iranyok, ami azt jelenti, hogy a kipszelet kor. m

A sik valamely A, B, C pontjain athaladd, az A pontot az a egyenesben érintd
kupszeletek szintén kupszeletsort alkotnak. Ebben az esetben is igaz Desargues
involucidtétele, amelynek belatasa hasonléan torténhet, mint 14.1. esetén, igy
gyakorl6 feladat.

14.7. Allitas. A sik hdrom adott pontjdra illeszkedd, és az egyik adott pontban
adott érintdvel rendelkezd kupszeletek a sik tetszéleges, a pontok egyikére sem
illeszkedd egyenesét egy involiucié megfelelé pontpdrjaiban metszik.

14.8. Definicié. Ha két kupszeletnek van két k6zos pontja, és azon pontokban a
kupszeletek érintdi is kézosek, azt mondjuk, hogy a két kupszelet kettosen érinti
eqymdst.

Két adott ponttal és azokban kozos érintokkel rendelkezo, kettésen
érintkez6 kupszeletek is kipszeletsort alkotnak. Desargues involiciététele ezen
kipszeletsorra is igaz.

14.9. Allitas. Két kozos ponttal és azokban kézos érintékkel rendelkezd
kupszeletek a sik tetszdleges, a kozds pontok egyikére sem illeszkedd egye-
nesét eqy involucio megfeleld pontpdrjaiban metszik. Ezen involicid egy fiz-
pontja a kupszeletek kozos pontjai altal meghatdrozott egyenes és az involicio
tartoegyenesének metszéspontja.
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Desargues involtciététele kettosen érintkezé kiipszeletek altal alkotott kipszeletsorra.

Bizonyitds: Jeldlje a kupszeletsor elemeinek kozos pontjait P és (), ezen pontok-
ban a k6zos érintoket p és q. Jelolje a P és (Q pontok egyenesét d, a sik valamely
tovabbi egyenesét pedig h. Jeloljik d és h kozos pontjat C-vel. Tekintsiik a
kupszeletsor egy tetszbleges elemét, és legyen C poldrisa ezen kupszeletre vo-
natkozdan c. Legyen ¢ és d kozos pontja Cp, ¢ és h kozos pontja pedig Cy. A
c egyenes a p és q egyenesek metszéspontjara és Cp-re illeszkedd egyenes, a Cy
pont azonban a C pont P és ) pontokra vonatkoz6é harmonikus konjugéltja.
fgy C-nek a kupszeletsor tetszéleges elemére vonatkozdan ugyanaz a polarisa.
Tehat a ¢ és h egyenesek Co metszéspontja is fliggetlen a kipszeletsorbeli elem
megvalasztasatol, és a kupszeletsor tetszoleges eleme azon involtcié megfeleld
pontpéarjaban metszi a h egyenest, melynek fixpontjai C' és Cs. m

A fenti tétel felhaszndlasaval meghatarozhaté olyan kupszelet, amely egy
adott kupszeletet kettésen érint, és illeszkedik hirom adott pontra. Legyen

ugyanis az adott kupszelet k, az adott pontok A, B és C. Tekintsiik az AC
egyenes azon Y, Y’ pontpérjat, melyek konjugdltak k-ra nézve és harmonikus

konjugaltak az A és C pontokra nézve; valamint a B? egyenes azon X, X’
pontparjat, amelyek konjugaltak k-ra nézve és harmonikus konjugéltak a B
és C pontokra nézve. (Ilyen pontparok példdul két involicié kozos megfeleld

pontpérjaként szerkeszthetéek.) Ekkor az W , XY', X'Y és X'Y' egyenesek
olyan pontparokban metszik k-t, amelyek a feltételeket kielégité kupszeletek
k-val kozos pontjai lehetnek; igy négy, a feltételeknek megfelelé kupszelet
1étezik. s

Megmutatjuk, hogy példaul az XY és k metszéspontjaként kapott pontokra és
A, B, C-re illeszked6 kiipszelet megfeleld. Jeloljiik azon kupszeletet kq-el, amely
illeszkedik C-re, valamint a k kupszeletet a kapott metszéspontokban kettésen
érinti, és tekintsik a k és k(:l_> kupszeletek altal meghatdrozott kupszeletsort.

Ezen kupszeletsor elemei az AC' egyenest az el6z6 tétel alapjan olyan involicid
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Adott kupszeletet kettdsen érintd, hdrom adott pontra illeszkedé kiipszelet
meghatdarozasa.

megfelel6 pontparjaiban metszik, melynek egy fixpontja Y. Az involicié tovabbi
fixpontja Y’, igy a szerkesztés médjabdl lathatd, hogy a kupszelet illeszkedik az
A pontra. Hasonléan mutathaté meg, hogy a k; kupszelet illeszkedik B-re is.

Ha A, B és C a k kipszelet bels6 pontjai, akkor az X, X', Y, Y’ pontok
meghatarozasdhoz nem sziikséges két involicié kézos megfeleld pontpérjat szer-
keszteniink, ugyanis a négy pont az aldbbi, egyszeriibb médon is megkaphato.

Tekintsitk azon teljes négyszoget, amelyet a BC' egyenes pdlusat a B és C
pontokkal 0sszekoto egyenesek k-val alkotott metszéspontjai hatdroznak meg.

Ry d
Léathatd, hogy ezen teljes négyszog BC-re illeszkedd 4tléspontjai az X és X'
pontok. Az Y és Y’ pontok hasonléan hatirozhatéak meg.

Hasonlé médon hatarozhaté meg harom pontra illeszkedd, két adott egye-
nest érinté kupszelet. A két adott egyenest ugyanis egy elfajulé méasodrendi
gorbének tekintve, az el6z0 eljaras alkalmazhaté. Ebben az esetben akkor mon-
dunk két pontot a metsz6 egyenesparra vonatkozoan konjugaltnak, ha a két
egyenessel alkotott metszéspontokra vonatkozéan harmonikus konjugaltak. Ezen
megallapodés figyelembevételével a fenti médon igazolhatd az eljaras helyessége.
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15.

Feladatok

15.1. Affin és projektiv sikok

. Bizonyitsuk be, hogy az affin sikok axidmarendszere fiiggetlen: adjunk

példat olyan illeszkedési geometridkra, amelyekre a harom axiéma koziil
pontosan kettd teljesiil.

. Bizonyitsuk be, hogy a projektiv sikok axiémarendszere fiiggetlen: adjunk

példéat olyan illeszkedési geometridkra, amelyekre a hdrom axiéma koziil
pontosan kettd teljestil.

. Mutassuk meg, hogy egy illeszkedési geometria pontosan akkor projektiv

sik, ha teljesiil rd4 a (P1) és (P2) tulajdonsigok mellett a kovetkezd két
tulajdonsag valamelyike:

(P4) bérmely egyenesre illeszkedik legaldbb hdrom pont, és barmely pontra
illeszkedik legalabb harom egyenes;

(P5) a sfknak van legaldbb két egyenese, és a sik barmely két egyeneséhez
létezik olyan pont, amely a két egyenes egyikére sem illeszkedik.

. Igazoljuk, hogy ha egy projektiv sik egy egyenesére n + 1 pont illeszkedik

(n € N), akkor minden egyenesére n + 1 pont, és minden pontjara n + 1
egyenes illeszkedik! Mutassuk meg, hogy ekkor a sik pontjainak és egye-
neseinek szdma egyarant n? +n + 1! (Ezt az n szdmot a véges projektiv
sik rendjének nevezziik.)

. Tegyiik fel, hogy egy affin sik valamely egyenesére n pont illeszkedik.

Hatarozzuk meg az €l6z6 feladat alapjan egy tetszolegesre illeszked6 pon-
tok, egy tetszoleges pontra illeszked6 egyenesek, illetve a sik 6sszes pontja-
inak és egyeneseinek szaméat! (Ezt az n szdmot a véges affin sik rendjének
mondjuk.)

. Tegyiik fel, hogy egy illeszkedési geometridban

e barmely két pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes;
e barmely egyenesre n darab pont illeszkedik;

e a pontok szdma n?.

Igazoljuk, hogy a tekintett illeszkedési geometria affin sik!

. Tegyiik fel, hogy egy illeszkedési geometridban

e barmely két pontra illeszkedik egy és csak egy egyenes;
e barmely egyenesre n + 1 darab pont illeszkedik;

e a pontok szdma n? +n + 1.

Igazoljuk, hogy a tekintett illeszkedési geometria projektiv sik!
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Tud-e hét jobarat a hét napjaira hét olyan taldlkozét szervezni, hogy
barmely két barathoz pontosan egy olyan taldlkozé legyen, amelyen mind-
ketten részt vesznek?

A tovdbbiakban feltételezziik, hogy amennyiben mdst nem mondunk, olyan
projektiv sikon dolgozunk, amelyen teljesil a fundamentdlis tulajdonsdg.

15.2. Perspektivitasok és projektivitasok

Adottak egy e egyenes A, B, C, és az €’ egyenes A’, B’, C' pontjai. Szer-
kessziik meg az e egyenes egy tovabbi pontjanak képét anndl a projekti-
vitdsnal, amelynél A képe A’, B képe B’, és C képe C’! Vizsgdljuk meg
azokat az eseteket is az euklideszi sik projektiv lezartjan dolgozva, amikor
az adott pontok valamelyike végtelen tdvoli pont!

Adottak egy P pontra illeszkedd a, b, ¢, és a P’ pontra illeszkedd a’,
b, ¢ egyenesek. Szerkessziik meg a P pontra illeszkedd valamely tovabbi
egyenes képét annal a projektivitasnal, amelynél a képe a’, b képe ¥/, és c
képe ¢!

Legyenek A, B és C kollinedris pontok, és jeldlje m az (ABC') ponthdrmas
elemeihez rendre a (BC A) ponthérmas elemeit rendeld projektivitést.

a. Adjuk meg 7-t hdrom perspektivitas kompozicidjaként!

b. Tegytlik fel, hogy m-nél egy D pont képe E, és E képe F. Hatarozzuk
meg az I’ pont képét!

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyenest onmagara képezd projektivitasnak
van fixpontja, akkor felirhat6 két perspektivitds kompoziciéjaként!

Bizonyitsuk be, hogy ha egy projektiv sik tetszdéleges olyan, valamely egye-
nest onmagara képez6 projektivitasa, amelynek van fixpontja, felirhato két
perspektivitas kompozicidjaként, akkor a projektiv sikon teljesiil a Staudt-
tulajdonsag!

Adott egy egyenest onmagara képezd projektivitds egy fixpontja, és két
tovabbi pont képe. Szerkesszilk meg az egyenes tetszbleges pontjanak
képét! Szerkessziik meg a projektivitas tovabbi fixpontjat!

Adott egy egyenest onmagédra képezé projektivitas két fixpontja és egy
tovdbbi pont képe. Szerkesszilk meg az egyenes tetszéleges pontjanak
képét!
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

15.3. A fundamentalis tulajdonsag ellenOrzése a valds
projektiv sikon

Legyenek adottak az A, B, C kollinedris pontok, tovabbd az A’ és B’
pontok. Szerkessziik meg azt a C' pontot, amelyre (A’B'C") = (ABC)
teljesiil!

Adott A, B pontok és \ valés szdm esetén szerkessziik meg az euklideszi
stk azon C pontjit, amelyre (ABC) = X teljesiil!

Legyen adott az (ABC D) kollinedris pontnégyes és az (A’ B’C") kollinedris
ponthdrmas! Szerkesszitk meg azt a D’ pontot, amelyre (A’B'C'D’) =
(ABCD) teljesiil!

Adott A, B, C kollinedris pontok és A valds szdm esetén szerkessziik meg
az euklideszi sik azon D pontjat, amelyre (ABCD) = X teljesiil!

Legyen ABCD az euklides(i> sik tetszOleges konvex négyszoge! Jeldlje
az A csucson keresztiill a BD &tléegyenessel huzott parhuzamos és a
B cstcson keresztiil az jﬁ atléegyenessel hizott parhuzamos egyenesek
metszéspontjat E. Igazoljuk,(o)hogy az FC egyenes ugyanolyan aranyban
osztja a BD atlét, mint az ED egyenes az AC' 4tl6t!

Legyen ad(<)t_t> az eukl(id_e)szi sikon egy ABC haromszog, és legyenek A; €
BC, B, € CA, (1 € AB a csicsoktdl kiilonb6zé pontok!

a. Igazoljuk, hogy A, By és C7 akkor és csak akkor kollinearis, ha
(ABCh)(BCA,)(CABy) = —1! (Menelaosz tétele)

b. Igazoljuk, hogy AA;, BB; és CC; akkor és csak akkor konkurrensek
vagy parhuzamosak, ha (ABC4)(BCA;)(CAB;) = 1! (Ceva tétele)

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon tetszOleges haromszog beirt
korének az oldalegyenesekre illeszkedd érintési pontjait a szemkoztes
cstcsokkal 6sszekotd egyenesek konkurrensek! (Gergonne-pont)

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon tetsz6leges haromszog hozzairt
koreinek az oldalakra illeszked6 érintési pontjait a szemkoztes csicsokkal
Osszekotd egyenesek konkurrensek! (Nagel-pont)

15.4. Desargues-féle és Pappos-féle projektiv sikok

Adott egy P pont, valamint az m és n egyenesek. Szerkessziik meg az m és
n egyenesek ,, hozzd nem férhetd” metszéspontjit P-vel 6sszekotd egyenest!

Adottak az e és f, valamint az m és n egyenesek. Szerkessziik meg az e és f
egyenesek , hozza nem férhet6” metszéspontjat az m és n egyenesek ,, hozza
nem férhetd” metszéspontjival sszekotd egyenest! (Feltételezziik, hogy az
e és m, valamint f és n egyenespdrok metszéspontjai hozzéférhetdek.)
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Adottak az a, b, ¢ konkurrens egyenesek és az egyenesek egyikére sem
illeszked6 X, Y, Z pontok. Szerkessziink olyan haromszoget, amelynek
csucsai az adott egyenesekre illeszkednek, és oldalegyeneseire illeszkednek
a megadott pontok!

Adott az euklideszi sikon egy e egyenes, tovabbd az m és n egyenesek.
Szerkessziik meg az m és n egyenesek , hozza nem férhet6” metszéspontjara
illeszked§, e-vel parhuzamos egyenest!

Valaki megrajzolt egy hdromszoget gy, hogy a csicsai nem fértek ra a
téglalap alaku papirlapra, de legalabb az oldalaibdl egy-egy szakasz latszik.
Tudjuk, hogy a haromszog magassagpontja valahol a papirlapon van. Ezen
a papirlapon dolgozva szerkessziik meg a hdromszog magassagpontjat!

Legyen (zﬁc))tt e&ABC haromszog, valamint az M (i)\f és P pontok! Le-
gyen a BP és C'N egyenesek metszés(iogltja R, a CM és AP egyenesek
metszéspontja Qﬁlfﬁﬂi}n’c aﬁN és BM egyenesek metszéspontja S! Iga-
zoljuk, hogy (ﬁ ARF)BQ és C'S egyenesek pontosan akkor konkurrensek,
ha az AM, BN és C'P egyenesek konkurrensek!

Igazoljuk, hogy az euklideszi sikon barmely haromszog silyvonalai kon-
kurrensek!

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon tetszOleges haromszég ma-
gassagpontja, sulypontja, és koriilirt korének kozéppontja kollinearis!
(Fuler-egyenes)

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon tetszéleges haromszog esetén
a sulypont, a beirt koér kozéppontja, és a kozépvonalak altal alkotott
hdromszog beirt korének kozéppontja (in. Spieker-pont) kollinedrisak!
(Nagel-egyenes)

Adott az euklideszi sikon hdarom kor, és tegyiik fel, hogy barmely kettének
léteznek kozos kiilso érintoi. Igazoljuk, hogy barmely két kor kozos kiilsé
érintéinek metszéspontjai ugyanarra az egyenesre esnek! (Monge tétele)

Legyen az euklideszi sikon PQRS egy par(zﬂ_e)logramma, X a paralelog-
ramma tetszéleges belsé pontja. Jelolje a PQ oldalegyenessel X-en ke-
resztiil huzott parhuzamos metszéspontjat PS-el M, QR-el N; a QR ol-
daleg)enessel X-en keresztiil hiizott parhuzamos metszéspontjat PQ-val
K, RS-el L. Bizonyitsuk be, hogy @, S és M K N N L kollineéris!

Tekintstink az euklideszi sikon e%y ABCD paralelogrammat! Legyen P az
ABD héaromszog bels6é pontja; BP és AD metszéspontja QQ, DP és AB
metszéspontja R. A Q-n keresztiill AB-vel hiizott parhuzamos és az R-en

keresztiil AD-vel huzott parhuzamos metszéspontja legyen S. Bizonyitsuk
be, hogy C, P és S kollinearis!
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Bizonyitsuk be a valés projektiv sikon, hogy ha A;ByCy az A1B,Ch
haromszogbe beirt haromszog, A3BsCs az A BoCy haromszogbe beirt
haromszog, tovabba igaz, hogy A1 B1Cy és A3 B>C5 pontra nézve pers-
pektivek, valamint A BoCy és A3 B3C3 pontra nézve perspektivek, akkor
A1 B1Cy és A3B3Cj is pontra nézve perspektivek!

Bizonyitsuk be, hogy egy projektiv sikon az alabbi tulajdonsag ekviva-

lens a Desargues-tulajdonsaggal: a sikon tetszéleges e, e, es konkurrens
P P
egyenesek és P, P, rdjuk nem illeszked6 pontok esetén az e; A e A e3

projektivitas perspektivités.

15.5. Harmonikus pontnégyesek

Adott A, B, C kollinearis pontokhoz szerkessziink olyan D pontot, hogy
(ABCD) harmonikus pontnégyes legyen!

Adott a, b, c konkurrens egyenesekhez szerkessziink olyan d egyenest, hogy
(abed) harmonikus sugdrnégyes legyen!

—
Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon az AB egyenes végtelen tavoli
pontjdnak harmonikus tdrsa (AB)-re vonatkozéan az AB szakasz fe-
lez&pontjal

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon egy trapéz széarainak
metszéspontjat az atlok metszéspontjaval 6sszekotd egyenes felezi a trapéz
alapjait!

Adott az euklideszi sikon egy AB szakasz és annak F' felezépontja.(_}Csak

vonalzé hasznalataval szerkessziink a sik tetszéleges pontjan &t AB-vel
parhuzamos egyenest!

N =
Adott az euklideszi stkon egy AB szakasz és egy AB-vel parhuzamos e
egyenes. Szerkessziik meg csak vonalzéval AB felez6pontjat!

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi stkon tetszOleges trapéz szarainak E
metszéspontjan at az alapokkal hizott parhuzamost a trapéz atléi olyan
M ill. N pontokban metszik, hogy az M N szakasz felez6pontja E!

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon tetszéleges trapéz atldinak G
metszéspontjan 4t az alapokal hizott parhuzamos a szarakat olyan M ill.
N pontokban metszi, hogy az M N szakasz felez6pontja G!

Igazoljuk, hogy az euklideszi sikon tetszOleges paralelogramma &atldinak
metszéspontjan at az oldalakkal hiizott parhuzamosok kézépvonalak, azaz
illeszkednek a megfelel oldalak felezOpontjaira!

Mutassuk meg, hogy az euklideszi sikon tetszéleges paralelogramma atl6i
felezik egymast!
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49.
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51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

Ellendrizziik, hogy az euklideszi sikon tetszéleges szog szarait harmoniku-
san valasztja el a belso és kiils6 szogfelezo!

Tekintsiink az euklideszi sitkon egy ABC hegyesszogli haromszoget és
tegyiik fel, hogy a BAC/Z mértéke kisebb, mint az ABC/Z mértéke. Le-
gyen az A-bdl indulé magassiag talppontja R és a C-bdl induldé magassig
talppontja P. Legyen @ olyan, P-t4l kiilonbozé pontja az AB egyenesnek,
amelyre d(A4, P)-d(B, Q) = d(A,Q)-d(B, P) teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy
az RHB egyenes felezi a PRQ/ szoget!

Tegyiik fel, hogy ABC' az euklideszi sik egy nem egyenld szari hdromszoge.
Legyenek az AC oldalra illeszkedd P és @@ pontok olyanok, amelyekre
az ABP/ és a QBC/ ugyanakkora. Legyen az A-bdl indulé szogfe-
lezé metszéspontja BP-vel K és BQ-val M; a C-bél indulé szogfelezd

i —— , e
metszéspontja BP-vel L és BQ-val N. Igazoljuk, hogy AC, KN és LM
konkurrens!

Adott egy A pont és a b, ¢, d egyenesek. Szerkessziink az A pontra illesz-
ked6 olyan egyenest, melynek a megfelel6 adott egyenesekkel kozos B, C,
D pontjaira teljestil, hogy (ABCD) harmonikus pontnégyes!

Legyenek M, A, A’ és A” kollinedris pontok. Bizonyitsuk be, hogy az
(MAA") és (MA'A”) ponthdrmasok &ltal meghatérozott projektivités
pontosan akkor parabolikus, ha (M A’ AA”) harmonikus pontnégyes!

Tekmtsunk egy ABC haromszoget és @enek D (]i) F rendre a BC CA
AB 1
oldalegyenesek pontJal ﬁy, hogy (il? ?ﬂ és C'F egy kozc{i> G pontra
illeszkedjen. Legyen AG NEF=H,BHNDE=Jé CHNDF =1.
a. Bizonyitsuk be, hogy I, A és J kollinearisak!
b. Bizonyitsuk be, hogy BI, C'J és AD konkurrensek!

15.6. Involucidk

Adott egy egyenesen értelmezett involicié két megfeleld pontparja. Szer-
kessziik meg tetszOleges tovabbi pont képét!

Egy pontsoron értelmezett involicié kdzéppontjan az egyenes végtelen
tavoli pontjanak képét értjiilk. Szerkessziik meg egy involicid
kozéppontjat, ha adott az involicié két megfelelé pontpéarjal

Adott egy egyenesen értelmezett involicié egy fixpontja, és egy tovabbi
pont képe. Szerkessziik meg az involicié mésik fixpontjat, illetve az egye-
nes tetszoleges pontjanak képét!

Adott egy egyenesen értelmezett involucié két fixpontja. Szerkessziik meg
egy tetszlleges tovabbi pont képét!
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Adott egy sugarinvolicié két megfelel§ egyenespérja. Szerkessziikk meg
tetszbleges tovabbi egyenes képét!

Adott egy sugarinvolucié egy fixeleme, és egy tovabbi egyenes képe. Szer-
kessziik meg az involicié masik fixegyenesét, és valamely tovabbi egyenes
képét!

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sik tetszOleges haromszogének ma-
gassagegyenesei konkurrensek!

Adott egy teljes négyszog és egy, az oldalegyenesek egyikére sem illeszked6
pont. Igazoljuk, hogy van olyan pont, amely az adott pontot a négyszog
barmely két atellenes oldalparjatél harmonikusan vélasztja ell (Azaz a
pontok egyenesén a két pont és barmely két atellenes oldalegyenessel al-
kotott metszéspont harmonikus pontnégyest alkot.)

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges teljes négyoldal szemkoztes csicspont-
parjai altal meghatdrozott szakaszok felezOpontjai kollinedrisak! ( Newton-
Gauss egyenes)

Legyen ABC' az euklideszi sik egy tetszOleges haromszoge, e tetszéleges
egyenes, valamint E az e egyenes egy tetszéleges pontja. Jelolje e
metszéspontjait a haromszog megfelel oldalegyeneseivel Ay, Bj illetve Cf;
e pontok E pontra vonatkozé tiikorképeit As, By illetve Cs. Bizonyitsuk

be, hogy AAs, BBsy és C'Cy konkurrensek!

15.7. Centralis kollineacidk

Adott egy centralis kollineacié centruma, tengelye, és a sik egy (a cent-
rumtdl kiilénbozd, tengelyre nem illeszkedd) pontjanak képe. Szerkessziik
meg valamely tovabbi pont képét!

Adott egy centralis kollinedcié centruma, a tengelyének egy pontja, és a
stk egy tovabbi egyenesének képe. Szerkessziik meg egy tovabbi adott pont
képét!

Adott egy centrélis kollinedcié tengelyének egy pontja, a sik egy pontjanak
képe, és a sik egy egyenesének képe. Szerkesszitk meg a kollinedcié cent-
rumat és tengelyét!

Adott egy kib&vitett affin sikon egy centrélis kollinedcié centruma, tenge-
lye, és a sik egy pontjanak képe. Szerkessziik meg az idedlis egyenes képét
(r" ellentengely) és az idedlis egyenes sképét (q ellentengely)! Igazoljuk,
hogy a két ellentengely parhuzamos!

Adott egy kib6vitett affin sikon egy centrélis kollinedcié centruma, tenge-
lye, és a g ellentengely. Szerkessziik meg a sik egy pontjanak képét!
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Adott egy kib6vitett affin sikon egy centralis kollinedcié centruma, tenge-
lye, és az 1’ ellentengely. Szerkessziik meg a sfk egy pontjanak képét!

Adott egy kib&vitett affin sikon egy centralis kollinedcié tengelye, q el-
lentengelye, és a sik egy pontjanak képe. Szerkessziik meg a kollinedcid
centrumét!

”__s

Adott egy kib&vitett affin sikon egy centrélis kollinedcié két ellentengelye
és a sik egy egyenesének képe. Szerkessziik meg a kollineacié tengelyét és
centrumat!

Adott egy kib&vitett affin sikon egy centrélis kollinedcié centruma és két
ellentengelye. Szerkessziik meg a sik egy adott pontjanak képét!

Adott egy kibdvitett affin sikon egy eldcié centruma, tengelye, és a sik egy
A pontjanak A’ képe. Szerkessziik meg a sik tetszéleges tovdbbi pontjanak
képét, valamint az elacid ellentengelyeit!

"”_ s

Adott egy kib&vitett affin sik egy tengelyes affinitdsanak tengelye és a sik
egy pontjanak képe. Szerkessziik meg a sik valamely tovabbi pontjanak
képét!

Adott egy kibévitett affin sik egy tengelyes affinitdsdnak tengelye és a sik
egy pontjanak képe. Szerkessziik meg a sik egy, a tengellyel parhuzamos
egyenesének képét!

Adott egy kib&vitett affin sik egy tengelyes affinitdsanak tengelye és a
sik egy pontjdnak képe tgy. hogy az affinitas irdnya parhuzamos legyen a
tengellyel. Szerkessziik meg a sik valamely tovabbi pontjanak képét!

Adott az euklideszi sikon egy paralelogramma. Adjunk meg olyan tenge-
lyes affinitast, amelynél a tekintett paralelogramma képe

a. rombusz;

b. téglalap;

c. négyzet.
Adott az euklideszi sikon egy haromszog. Adjunk meg olyan tengelyes
affinitast, amelynél a tekintett haromszog képe

a. egyenl6 szaru derékszogi haromszog;

b. szabdlyos haromszog.
Adott az euklideszi sikon egy tetszéleges négyszog. Adjunk meg olyan
centralis kollinedciét, amelynél a tekintett négyszog képe

a. paralelogramma;

b. derékszogl trapéz;

c. rombusz;
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d. téglalap;

e. négyzet;

f. elére megadott a oldalhosszusiagu négyzet.
Adott az euklideszi sik egy négyzetének valamely kollineacié altali képe.
Szerkessziik meg a négyzet egy kijelolt oldalan

a. a felez6pont kollinedcios képét;

b. valamelyik harmadolépont kollinedciés képét;

c. az egyik harmadolépont kollineacios képének ismeretében a masik

harmadolépont kollinedcids képét!

Legyen adott az euklideszi sikon egy szakasz és annak az egyik harma-
dolépontja. Szerkessziik meg csak vonalzé alkalmazéasaval a masik harma-
dolépontot!

Tegytik fel, hogy [ egy projektiv sik tetszéleges egyenese. Bizonyitsuk be,
hogy ha a sik tetszéleges, I-re nem illeszkedd @ pontjét tekintve (Q,1)-
tranzitiv, akkor tetsz6leges, I-re illeszkedd P pont esetén (P, 1)-tranzit{v!

15.8. Projektiv kollineacidok

Adottak az ABCD és A’B'C'D’ éltalanos helyzetii pontnégyesek. Szer-
kessziik meg a sik tetszoleges tovabbi pontjanak képét annal a projektiv
kollinedciénal, amelynél A képe A’, B képe B’, C képe C’, és D képe D'!

Adottak az euklideszi sikon az ABC és A'B'C’ nem kollineéris
ponthdarmasok. Szerkessziik meg a sik tetszéleges tovabbi pontjanak képét
anndl az affinitdsnal, amelynél A képe A’, B képe B’, és C képe C'!

Adott egy harmonikus homoldgia centruma és tengelye.

a. Szerkessziik meg egy tetszbleges pont képét!

b. Szerkessziik meg az ellentengelyeket! Mit allithatunk tetsz6leges har-
monikus homoldgia ellentengelyeirdl?

Igazoljuk, hogy barmely két, kozos tengelylt harmonikus homolégia kom-

pozicidja elacid!

15.9. Kipszeletek, Pascal tétele

Adott egy kupszelet 6t pontja. Szerkessziikk meg a kupszelet valamely
tovabbi pontjat a kipszelet definiciéja alapjan!

Adott egy kupszelet 6t pontja, és egy adott pontra illeszked6 e egyenes.
Szerkessziik meg e tovabbi kozos pontjat a kupszelettel!

90



89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

Adott egy kupszelet 6t pontja. Szerkessziik meg valamelyik adott pontban
a kupszelet érint6jét!

Adott egy kupszelet négy pontja, és az egyik pontban az érinté. Szer-
kessziik meg egy tovabbi adott pontban a kipszelet érintéjét!

Adott egy kupszelet négy pontja, és az egyik pontban az érintd, tovdbba
egy, erre a pontra illeszked6 tovabbi e egyenes. Szerkessziik meg e maésik,
az adott kupszeletre illeszkedd pontjat!

Adott egy kupszelet harom pontja, ezek koziil kettében az érinté. Szer-
kesszlink meg a kupszelet valamely tovabbi pontjat!

Adott egy kipszelet harom pontja, ezek koziil kettében az érint6. Szer-
kessziik meg a kupszelet harmadik adott pontra illeszkedd érintéjét!

Adott egy kupszelet 6t érintéje, és az egyikre illeszkedé P pont. Szer-
kessziik meg a kupszelet P-re illeszked6 mésik érintojét!

Adott egy kupszelet 6t érintdje. Szerkessziik meg valamelyik adott érintore
illszked érintési pontot!

Adott egy kupszelet négy érintdje, és az egyiken az érintési pont. Szer-
kessziik meg valamely masik adott érintére illeszkedd érintési pontot!

Adott egy kib6vitett affin sikon egy kupszelet 6t érintéje. Szerkessziik meg
a valamelyik adott érintével parhuzamos tovabbi érintot!

Legyen adott az euklideszi sikon egy ABC haromszog, és le-
—> = —
gyenek Al,AQ S BC’7 Bl,BQ S CA, 01,02 S AB a
csucsoktdl kiilonbozé pontok! Igazoljuk, hogy A;, Az, By, B, C}
és Cy akkor és csak akkor illeszkedik egy maésodrendii gorbére, ha

(ABC1)(ABC3)(BCA1)(BCA3)(CAB1)(CABy) = 1! (Carnot tétele)

15.10. Polus és polaris; kupszeletek kibovitett affin
sikon

Adott egy kupszelet 6t pontja. Szerkessziik meg valamely tovabbi pont
kupszeletre vonatkozd polarisat!

Igazoljuk, hogy az euklideszi sikon tetszéleges korbe irt teljes négyszog
atléi altal meghatarozott haromszog magassagpontja a kor kozéppontjal

Adott egy kipszelet harom pontja és a sik valamely egyenesén indukalt
elliptikus involicié. Szerkessziik meg a kupszelet egy tovabbi pontjét!

Adott egy kibévitett affin sikon egy parabola hdrom pontja és tengelyének
irdnya. Szerkessziikk meg valamelyik adott pontban a parabola érint&jét!
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Adott egy kib&vitett affin sikon egy hiperbola két aszimptotdja és egy
pontja. Szerkesszitk meg ebben a pontban a hiperbola érint6jét!

Adott az euklideszi sikon egy hiperbola két aszimptotdja, egy P pontja,
és egy P-re illeszkedd e egyenes. Szerkessziikk meg e és a hiperbola P-
t6] kiilonbozé @ metszéspontjat! Igazoljuk, hogy e és az aszimptotdk
metszéspontjait Aj-el illetve As-vel jelolve, d(P, A1) = d(Q, As).

Adott egy kibévitett affin sikon egy hiperbola négy pontja és egy aszimp-
tota irdanya. Szerkessziikk meg a hiperbola aszimptotait!

Adott egy kibovitett affin sikon egy parabola négy érintGje, és egy e egye-
nes. Szerkessziik meg a parabola e-vel parhuzamos érintéjét!

Adott az euklideszi sikon egy parabola harom érintéje, és ezek kozil egyik-
ben az érintési pont. Szerkessziikk meg a parabola tengelyiranyat!

Adott az euklideszi sikon egy parabola négy érintéje. Szerkessziik meg a
parabola tengelyét!

Igazoljuk, hogy az euklideszi sik tetszOleges paraboldja esetén barmely két
érint6 metszéspontjat az érintokre illeszkedd parabolapontok altal meg-
hatarozott szakasz felezdpontjdval 6sszekotd egyenes parhuzamos a para-
bola tengelyével!

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sik tetszéleges haromszoge esetén a
beirt kor oldalakra illeszkedd érintési pontjait a szemkoztes csicsokkal
Osszekoto szakaszok egy ponton mennek &t!

Igazoljuk, hogy az euklideszi sikon barmely érinténégyszog atloi, valamint
a beirt korének a szemkozti oldalakon levé érintési pontjait 6sszekoto egye-
nesek egy ponton mennek 4t! Mutassuk meg, hogy az emlitett négy egyenes
harmonikus sugarnégyest alkot!

Adott az euklideszi sik egy ABC haromszoge. TetszOleges 0 < t < 1 esetén

legyen U(t) illetve V (t)az AB illetve a BC szakaszt & ardnyban oszté

S
pont. Igazoljuk, hogy létezik olyan parabola, amely az Gsszes U(t)V (t)
egyenest érinti!

Tegyiik fel, hogy az eukhdebm sik ABC és A’ B'C’ harombzogemek koriilirt
kore mege%yemk Legyen ABﬁB C' = X AB ﬂA’C’ Y, BC’ﬂA’C" =

=%
BC’ ﬂ A’B’ U, ACN A'B’ Vv, AC N B’ C" W. Igazoljuk, hogy az
X U, YV, Z W egyenesek konkurrensek!

Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sikon tetszoleges kiipszelet parhuzamos
hurjainak felezOpontjai egy atmérore illeszkednek és ez az dtmér6 konjugalt
az eredeti hurokkal parhuzamos atméréhoz!
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Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi sik tetszéleges paralelogramméja koré
irt kupszelet kozéppontja a paralelogramma atléinak metszéspontjal

Legyen az euklideszi sitkon ABCD szimmetrikus trapéz, amelynek alapjai
AB és CD, szarainak metszéspontja P. Legyen a trapéz koré irt kor A és

—
C pontjadhoz hiuzhaté érinték metszéspontja Q. Igazoljuk, hogy a PQ és
AB egyenesek parhuzamosak!

Tegytik fel, hogy az euklideszi sitkon az ABC'D érinténégyszog AB illetve
BC oldalai a beirt kort rendre az E és F' pontokban érintik. Jelolje az AC

atlé és a beirt kor kozos pontjait P és Q. Igazoljuk, hogy BD, EP és F
konkurrens egyenesek!

Legyen ABC az euklideszi sik tetsz6leges haromszoge, amelynek beirt kore
a BC oldalt a D, az AC oldalt az E, az AB oldalt az F' pontban érinti.
Legyen G a CF szakasz, H a BE szakasz tovabbi kozos pontja a beirt

S = R
korrel. Igazoljuk, hogy BC, FF és GH konkurrensek!

Legyen ABC az euklideszi sik tetszdleges hdromszoge, amelynek beirt kore
a BC oldalt a D, az AC oldalt az E, az AB oldalt az F' pontban érinti.
Legyen P a BFE szakasz, Q a C'F szakasz tovabbi kozos pontj<a_>a beirt

.. , , —— ——>
korril; Legyen tovabba M := EQ) N BC. Mutassuk meg, hogy PQ, MF
és DE konkurrensek!

Legyen ABC az euklideszi sik tetszéleges haromszoge, amelynek beirt kore
az AB oldalt az M, az AC oldalt az N pontban érinti. Legyen P az M N és

% egyenesek kozos pontja. A beirt kor £ % oldalegyenessel parhuzamos
érintGje messe az AB oldalt a D, a AC oldalt az E pontban. Legyen

F a DE szakasz felez6pontja. Bizonyitsuk be, hogy PF érinti az ABC
héromszog beirt korét!

Legyen ABC' az euklideszi sik tetsz6leges haromszoge, amelynek a k beirt
kore a megfelel oldalakat rendre az Ay, By, Cq pontokban érinti. Az AB-
< <

vel parhuzamos, k-t érint6 egyenes az AC' és BC egyeneseket rendre az X
és Y pontokban metszi. Legyen az XY szakasz felezOpontja F. Mutassuk
— —

meg, hogy XC1, A1 By és AF egy ponton haladnak at!

Legyen adott az euklideszi sik egy kore és az arra illeszkedd A és B pontok.
Legyen M az AB szakasz felez6pontja; és tekintsiink két tovabbi M-re
illeszked6 egyenest, amelyek a kort a C, D illetve E, F pontpzironban

rgszik. Jeldlje X és Y az ADB egyenes metszéspontjit rendre a C'F és
DFE egyenesekkel. Bizonyitsuk be, hogy M az XY szakasz felez6pontja!
(pillango-tétel)

Legyen ABC tetszéleges hdromszog az euklideszi sikon, és P tetszéleges,

az oldalegyenesek egyikére sem illeszkedd pont. Tegyiik fel, hogy AP a
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—
héromszog kortlirt k&j(rﬂ> A-n kl/V(l'iE;,Z R pontban metszi. Legyen K BC
tetsz6leges pontja. A K A illetve K R egyenesek és a koruhrt kor tovabb1
metszespontjalt Jeﬂe L illetve M. Legyen tovabba KPOAB X, KPﬂ

2
AC Y, LM N BC = Q. Igazoljuk, hogy PQ, CX és BY konkurrens
egyenesek!

Legyen ABC tetszOleges haromszog az euklideszi sikon, és jelolje a beirt
l({().r>er1ntebl pontjait a BC, CA, AB oldalakon rendre D, E, F. Legyen

DE ﬂAB P. Tekmtsunk egy tetszOleges C-re illeszkedd egyenest, amely-
nek AB vel és EF—el koz0s pont@rendre N és M. Legyen tovabba O a
bm{rLl;or kézéppontja, valamint PM N AC = Q. Bizonyitsuk be, hogy I N
és F') mer6leges egyenesek!

Tekintsiink egy kupszeletet és legyen t tetszdleges, a kiipszeletet nem érinté
egyenes. Igazoljuk, hogy az a harmonikus homolégia, amelynek tengelye
t és centruma t pdlusa, a tekintett kipszeletet invaridnsan hagyja (azaz
minden kupszeletpont kollinedcids képe is a kipszeletre illeszkedik)!

Legyen ABC' tetszbleges haromszog az euklideszi sikon, amelynek beirt
kore k. Tegyiik fel, hogy k érintési pontja az AB oldalon D, AD tovabbi
metszéspontja k-val E, és F a DE szakasz egy tetsz6leges pontja. Jellje a
BF és CF szakaszok k-val kozos pontjait rendre M és N. Igazoljuk, hogy

BN CM és DF konkurrens egyenesek!

Tekintsiink az euklideszi sikon egy ABC héromszoget, és legyen M

tetszéleges, az oldalegyenesek egyikére sem illeszkedd pont, valamint [

egy M-re illeszkedd, a csuicsok egylket sem tartalmazé egyenes. Jelolje [

metszéspontjait a % C<'—1>4 AB oldalegyenesekkel rendre Ay, By, C1; va-
it g

lamint az AM, BM, CM egyenesek metszéspontjait a haromszog kortlirt

korével rendre As, Bo, Cs. Igazoljuk, hogy az A1 Ay, By By, C1C5 egyene-
sek egy, a koriilirt korre illeszked§ ponton mennek At!

Adott az euklideszi sikon egy k kor és a k belsejében fekvo A és B pontok.
Szerkessziink olyan pontpart, amely konjugélt a k korre nézve és harmo-
nikusan vélasztja el az (AB) pontpéart!

Adott az euklideszi sikon egy k kor és a k belsejében fekvé ABC
haromszog. Kivalasztva a haromszog valamely két csticsat, tekintsiik azt a
pontpart, amely konjugalt k-ra nézve és a valasztott két csicsot harmoni-
kusan valasztja el. Az igy kapott harom pontpar mindegyikébdl tekintsiik
a korre nézve kiilsé pontokat. Igazoljuk, hogy ez a harom kiils6 pont kol-
linedris!

Adott egy haromszog és egy kupszelet. Bizonyitsuk be, hogy a hiaromszog
csuicsaibdl a kipszelethez hiizott érintok szemkoztes haromszogoldallal al-
kotott metszéspontjai egy kupszeletre illeszkednek!

94



131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

15.11. Projektivitasok kupszeleten, a  Steiner-
szerkesztés

Adott egy egyenest onmagara képez6 projektivitasnal harom pont képe.
Szerkessziik meg a projektivitas fixpontjait!

Adott egy sugdrsort onmagéira képezé projektivitasnal harom egyenes
képe. Szerkessziik meg a projektivitas fixegyeneseit!

Adott egy egyenesen értelmezett involiciénal két pont képe. Szerkessziik
meg az involucié fixpontjait!

Adott egy sugdrinvoliciénal két megfelel6 egyenespar. Szerkessziik meg a
fixsugarakat!

Adott egy egyenesen értelmezett két hiperbolikus involicié két-két fix-
pontja. Szerkessziik meg az involiciék kozds megfelelé pontparjat! Mi a
megoldhatésag feltétele?

Adott egy egyenesen értelmezett két involicié két-két megfelel6 pontpérja.
Szerkessziik meg az involucidk k6zos megfelel6 pontpérjat!

Adott egy kupszelet 6t pontja és egy egyenes. Szerkessziik meg az egyenes
és a kupszelet kozos pontjait!

Adott egy kipszelet 6t pontja és egy tovabbi pont. Szerkessziik meg a
kupszelet adott pontra illeszked6 érintéit!

"o,

Adott egy kibovitett affin sikon egy kupszelet 6t pontja. Dontsiik el, hogy
a kipszelet ellipszis, parabola vagy hiperbola!

Adott egy kib6vitett affin sikon egy kupszelet 6t érintéje. Szerkessziik meg
a kipszelet egy konjugélt atmérdpérjat!

Adott egy kibovitett affin sikon egy kupszelet 6t pontja. Szerkessziik meg
a kupszelet egy konjugdlt atméroparjat!

Adott harom pont és hirom egyenes. Szerkesszilk meg azokat a
haromszogeket, amelyekre teljesiil, hogy csticsai az adott egyenesekre, ol-
dalegyenesei az adott pontokra illeszkednek!

Adottak az euklideszi sikon az A és B pontok, valamint egy x tdvolsag.
Szerkessziink olyan C' és D pontokat, melyek tdvolsdga x, és (ABCD)
harmonikus pontnégyes!

Adott az euklideszi sikon egy kor és hdrom, a korre nem illeszkedd pont.
Szerkessziink olyan héromszoget, amelynek csicsai a korén vannak, és
oldalegyeneseire illeszkednek az adott pontok!

Adott az euklideszi sikon egy hdromszog. Szerkessziink olyan négyzetet,
amelynek egy oldala illeszkedik a hdromszog egyik oldaldra, és masik két
cstcsa illeszkedik a mésik két haromszogoldalral
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146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

15.12. Desargues involuciotétele

Adott egy kupszelet négy pontja és egy érintdje. Szerkessziik meg a le-
hetséges kipszeletek érintési pontjait az adott érintén!

Adott az euklideszi sikon négy altalanos helyzetli pont. Hany olyan para-
bola van, amelyre a négy pont mindegyike illeszkedik? Szerkessziik meg a
lehetséges paraboldk tengelyirdnyait!

Adott két kipszelet harom kozos pontja, tovabba a kipszeletek két-két
pontja. Szerkessziikk meg a kupszeletek negyedik k6z6s pontjat!

Adott két kupszelet két kozds pontja, tovabba a kupszeletek hérom-
hiarom pontja. Szerkessziik meg a kupszeletek tovabbi két k6zos pontjat
(amennyiben léteznek)!

Igazoljuk, hogy harom adott pontra illeszkedd, és az egyik adott pontban
adott érint6vel rendelkez6 kupszeletek a sik tetszOleges, a pontok egyikére
sem illeszked6 egyenesét egy involiucié megfelel pontparjaiban metszik!

Adott egy kupszelet harom pontja és két érintéje. Szerkessziik meg a le-
hetséges kipszeletek érintési pontjait az adott érintékdn!

Adott egy kipszelet hdrom pontja, tovabba egy olyan kipszelet, amelynek
a keresett kupszelettel két kozos pontban koézos érintdje van. Szerkessziik
meg a lehetséges kipszeletekkel kozos érintési pontokat!
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